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Предисловие для учащихся

Вы начинаете изучать новый предмет «Алгебра и начала анализа», который
объединяет материал нескольких отраслей математической науки. Как и в курсе
алгебры, значительное внимание будет уделено преобразованию выражений,
решению уравнений, неравенств и их систем и изучению свойств функций.
Наряду с решением  знакомых задач, связанных с многочленами, рациональ�
ными дробями, степенями и корнями, в 10 классе будут рассмотрены новые
виды функций: тригонометрические, показательные и логарифмические и со�
ответствующие уравнения и неравенства.

Принципиально новая часть курса — начала анализа — будет рассматри�
ваться в 11 классе. Математический анализ (или просто анализ) — отрасль
математики, сформированная в XVIII в., которая сыграла значительную роль
в развитии природоведения: появился мощный, достаточно универсальный
метод исследования функций, которые возникают во время решения разнооб�
разных прикладных задач.

Несколько замечаний о том, как пользоваться учебником.
Система учебного материала учебника по каждой теме представлена на

двух уровнях. Основной материал приведен в параграфах, номера которых
обозначены синим цветом. Дополнительный материал (номера параграфов
обозначены серым цветом) предназначен для овладения темой на более глубо�
ком уровне и может осваиваться учеником самостоятельно или под руковод�
ством учителя при изучении математики в классах универсального или есте�
ственного профилей, а может использоваться для систематического изуче�
ния углубленного курса алгебры и начал анализа в классах, школах, лицеях
и гимназиях физико�математического профиля.

В начале многих параграфов приводятся справочные таблицы, которые со�
держат основные определения, свойства и ориентиры по поиску плана решения
задач по теме. Для ознакомления с основными идеями решения задач приводят�
ся примеры, в которых, кроме самого решения, содержится также коммента(
рий, который поможет составить план решения аналогичного задания.

С целью закрепления, контроля и самоконтроля усвоения учебного мате�
риала после каждого параграфа предлагается система вопросов и упражне�
ний. Ответы на эти вопросы и примеры решения аналогичных упражнений
можно найти в тексте параграфа. Система упражнений к основному материа�
лу дана на трех уровнях.  Задачи среднего уровня обозначены символом «°»,
более сложные задачи достаточного уровня даны без обозначений, а задачи
высокого уровня сложности обозначены символом «*». В учебнике и для мно�
гих задач углубленного уровня предлагаются специальные ориентиры, по�
зволяющие освоить  методы их решения. Ответы и указания для большин�
ства упражнений приведены в соответствующем разделе. О происхождении
понятий, терминов и символов вы узнаете, прочитав «Сведения из истории».
В конце учебника приведен справочный материал.
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Предисловие для учителя

Предлагаемый учебник направлен на реализацию основных положений кон�
цепции профильного обучения в старшей школе, на организацию личностно�
ориентированного обучения математике. Учебник подготовлен в соответствии
с действующей программой по алгебре и началам анализа для 10–11 классов
с учетом программы по алгебре и началам анализа для 10–12 классов.

Отметим основные отличия предложенного учебника от других учебников
по алгебре и началам анализа.

Это двухуровневый учебник, который содержит общий материал для клас�
сов универсального, естественного и физико�математического профилей и до�
полнительный материал для классов физико�математического профиля.
В каждом разделе наряду с параграфами, предназначенными для овладения
учениками стандартного математического образования на академическом
уравне, есть систематический материал, предназначенный для организации
индивидуальной работы с учениками, которые интересуются математикой.
Предложенный дополнительный материал может использоваться и для орга�
низации обучения алгебре и началам анализа в классах физико�математиче�
ского профиля или в специализированных школах и классах с углубленным
изучением математики.

Основной материал, который должны усвоить ученики, структурирован
в форме справочных таблиц в начале параграфа, содержащих систематиза�
цию теоретического материала и способы деятельности с этим материалом
в форме специальных ориентиров по решению задач. В первую очередь уче�
ники должны усвоить материал, который содержится в таблицах. По�
этому при объяснении нового материала целесообразно применить работу
с учебником по соответствующим таблицам и рисункам. Все необходимые по�
яснения и обоснования тоже приведены в учебнике, но каждый ученик может
выбирать свой собственный уровень ознакомления с этими обоснованиями.
В каждом разделе решению упражнений предшествует выделение общих ори�
ентиров по решению таких задач. Поэтому важной составляющей работы с пред�
ложенным учебником является обсуждение выбора соответствующих ориен�
тиров и планов решения задач. Пояснение методов решения ведется по схеме:

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Как можно записать Как можно рассуждать
решение задачи при решении такой задачи

При такой подаче учебного материала комментарий, в котором поясняет�
ся решение, не мешает восприятию основной идеи и плана решения задач
определенного типа. Это позволяет ученику, который уже усвоил способ ре�
шения, с помощью приведенного примера вспомнить, как решать задания, а
ученику, которому необходима консультация по решению, — получить та�
кую детальную консультацию, содержащуюся в комментарии.
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N —  множество всех натураль�
ных чисел

Z — множество всех целых чи�
сел

Z0 — множество всех неотрица�
тельных целых чисел

Q — множество всех рациональ�
ных чисел

R — множество всех действитель�
ных чисел, числовая прямая

R+ — множество всех положи�
тельных действительных
чисел

[a; b] — отрезок (замкнутый проме�
жуток) с концами a и b,
a < b

(a; b) — интервал (открытый проме�
жуток) с концами a и b,
a < b

(a; b],
[a; b) — полуоткрытые промежутки

с концами a и b,  a < b

(a; +×),
[a; +×),
(–×; b],
(–×; b) — бесконечные промежутки

(–×; +×) — бесконечный промежуток,
числовая прямая

Обозначения, встречающиеся в учебнике

За счет четкого выделения общих ориентиров работы с практическими зада�
ниями курса удается часть «нестандартных» (с точки зрения традиционных
учебников) задач перевести в разряд «стандартных» (например, уравнения, для
решения которых приходится применять свойства функций). Это позволяет
уменьшить разрыв между уровнем требований государственной аттестации по
алгебре и началам анализа и уровнем требований по этому курсу на вступи�
тельных экзаменах в вузы, а также ознакомить учеников с методами решения
задач, которые предлагаются на вступительных экзаменах в вузы.

Заметим, что детальная систематизация по содержательным линиям учеб�
ного материала и соответствующим способам деятельности по решению за�
дач курса содержится также в пособии Е. П. Нелина «Алгебра в таблицах.
Учебное пособие для учащихся 7–11 классов».— Харьков: Мир детства, 1998–
2005, которое целесообразно использовать в учебном процессе в комплекте
с учебником.

| x | — модуль (абсолютная величи�
на) числа x

[x] — целая часть числа x
{x} — дробная часть числа x

f (x) — значение функции f в точке x
D (f) — область определения функ�

ции f
E (f) — область значений функции f

sin — функция синус
cos — функция косинус
tg — функция тангенс

ctg — функция котангенс
arcsin — функция арксинус
arccos — функция арккосинус
arctg — функция арктангенс

arcctg — функция арккотангенс

a  — арифметический корень из

числа a
2k a  — арифметический корень 2k(й

степени из числа a  (k ∈ N)
2 1k a+  — корень (2k+1)(й степени из

числа a (k ∈ N)
log

a
 — логарифм по основанию a

lg — десятичный логарифм (лога�
рифм по основанию 10)

ln — натуральный логарифм (лога�
рифм по основанию e)
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1Раздел
Тригонометрические функции

§§§§§11111 ПОВТОРЕНИЕ И РАСШИРЕНИЕ
СВЕДЕНИЙ О ФУНКЦИИ

1.1. ПОНЯТИЕ ЧИСЛОВОЙ ФУКЦИИ. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА
ЧИСЛОВЫХ ФУНКЦИЙ

Т а б л и ц а 1

1. Понятие числовой функции

Числовой функцией с областью оп�
ределения D называется зависи�
мость, при которой каждому числу x
из множества D (области определе�
ния) ставится в соответствие един�
ственное число y.
Записывают это соответствие так:

y = f (x).

Обозначения и термины
D (f) — область определения
E (f) — область значений

x — аргумент (независимая
переменная)

y — функция (зависимая
переменная)

f — функция
f (x0)— значение функции  f

в точке x
0

2. График функции

Графиком функции f называется
множество всех точек координат�
ной плоскости с координатами
(x; f (x)), где первая координата x
«пробегает» всю область определе�
ния функции, а вторая координа�
та равна соответствующему значе�
нию функции f в точке x.
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§ 1. Повторение и расширение сведений о функции

П р о д о л ж. т а б л.  1

3. Возрастающие и убывающие функции

Функция f (x) возрастающая:

если х2 > x1, то f (x2) > f (x1)

(при увеличении аргумента соответ�
ствующие точки графика поднима�
ются).

Функция f (x) убывающая:

если x2 > x1, то f (x2) < f (x1)

(при увеличении аргумента соот�
ветствующие точки графика опус�
каются).

4. Четные и нечетные функции

Функция f (x) четная:

f (–x) = f (x)

для всех x из области определения.

График четной функции симметри�
чен относительно оси Oy.

Функция f (x) нечетная:

f (–x) = –f (x)

для всех x из области
определения.

График нечетной функции сим�
метричен относительно начала
координат (точки О).
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

1. Понятие функции. С понятием функции вы ознакомились в курсе алгеб�
ры. Напомним, что зависимость переменной y от переменной x называется
функцией, если каждому значению x соответствует единственное значение y.

В курсе алгебры и начал анализа мы будем пользоваться таким определе�
нием числовой функции.

Числовой функцией с областью определения D называется зависимость,
при которой каждому числу x из множества D ставится в соответствие
единственное число y.
Функции обозначают латинскими (иногда греческими) буквами. Рассмот�

рим произвольную функцию f. Число y, соответствующее числу x (на рисун�
ке 1 это показано стрелкой), называют значением функции f в точке x и обо�
значают f (x).

Область определения функции f — это множество тех значений, которые
может принимать аргумент x. Она обозначается D (f).

Область значений функции f — это множество, состоящее из всех чисел
f (x), где x принадлежит области определения. Ее обозначают E (f).

Чаще всего функцию задают с помощью какой�либо формулы. Если нет
дополнительных ограничений, то областью определения функции, заданной
формулой, считается множество всех значений переменной, при которых
эта формула имеет смысл.

Например, если функция задана формулой y x= +1 , то ее область опре�
деления: x � 0, то есть D (y) = [0; +�), а область значений: y � 1, то есть
E (y) = [1; +�).

Иногда функция может задаваться разными формулами на разных множе�

ствах значений аргумента. Например,  
при 0,

при 0.

x x
y x

x x

= = − <

�

Функция может задаваться не только с помощью формулы, а и с помощью
таблицы, графика или словесного описания. Например, на рисунке 2 графи�

Рис. 1 Рис. 2
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чески задана функция y = f (x) с областью определения D (f) = [–1; 3] и множе�
ством значений E (f) = [1; 4].

2. График функции. Напомним, что

графиком функции y = f (x) называется множество всех точек коорди�
натной плоскости с координатами (x; f (x)), где первая координата x «про�
бегает» всю область определения функции, а вторая координата — это
соответствующее значение функции f в точке x.

На рисунках к пункту 4 таблицы 1 приведены графики функций y = x2

и y
x

= 1 , а на рисунке 3 — график функции y = | x |.

Приведем также график функции y = [x], где [x] — обозначение целой части
числа x, то есть наибольшего целого числа, не превосходящего x (рис. 4). Об�
ласть определения этой функции D (y) = R — множество всех действительных
чисел, а область значений E (y) = Z — множество всех целых чисел.

На рисунке 5 приведен график еще одной числовой функции y = {x}, где
{x} — обозначение дробной части числа x (по определению {x} = x – [x]).

3. Возрастающие и убывающие функции. Важными характеристиками функ�
ций являются их возрастание и убывание.

Функция f (x) называется возрастающей на множестве Р, если большему
значению аргумента из этого множества соответствует большее значение
функции.
То есть для любых двух значений x

1

и x
2
 из множества Р, если x

2
 > x

1
, то

f (x
2
) > f (x

1
).

Например, функция f (x) = 2x воз�
растающая (на всей области опреде�
ления — на множестве R), поскольку
при x

2
> x

1
  имеем  2x

2
 > 2x

1
, то есть

y = | x |

Рис. 3 Рис. 4

y =[x]

Рис. 5

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

f (x
2
) > f (x

1
). У возрастающей функции при увеличении аргумента соответ�

ствующие точки графика поднимаются (рис. 6).
На рисунке 7 приведен график еще одной возрастающей функции у = х3.

Действительно, при x
2
 > x

1
 имеем x

2
3 > x

1
3, то есть f (x

2
) > f (x

1
).

Функция f(x) называется убывающей на множестве Р, если большему
значению аргумента из этого множества соответствует меньшее значе�
ние функции.
То есть для любых двух значений x

1
 и x

2
 из множества Р, если x

2
 > x

1
, то

 f (x
2
) < f (x

1
).

Например, функция f (x) = –2x убывающая (на всей области определе�
ния — на множестве R), поскольку при x

2
 > x

1
 имеем –2x

2
 < –2x

1
, то есть

f (x
2
) < f (x

1
). У убывающей функции при увеличении аргумента соответству�

ющие точки графика опускаются (рис. 8).
Рассматривая график функции y = x2 (рис. 9), видим, что на всей области

определения эта функция не является ни возрастающей, ни убывающей. Од�
нако можно выделить промежутки области определения, где эта функция
возрастает и где убывает. Так, на промежутке [0; +�) функция y = x2 возрас�
тает, а на промежутке (–�; 0] — убывает.

Отметим, что для возрастающих и убывающих функций выполняются
свойства, обратные утверждениям, содержащимся в определениях.

Если функция возрастает, то большему значению функции соот�
ветствует большее значение аргумента.
Если функция убывает, то большему значению функции соответ�
ствует меньшее значение аргумента.

( Обоснуем первое из этих свойств методом от противного. Пусть функция
f (x) возрастает и f (x

2
) > f (x

1
). Допустим, что аргумент x

2
 не больше аргу�

мента x
1
, то есть x

2
m x

1
. Из этого предположения получаем:

если x
2
� x

1
 и f (x) возрастает, то f (x

2
) � f (x

1
), что противоречит условию

f (x
2
) > f (x

1
). Таким образом, наше предположение неверно, и если

f (x
2
) > f (x

1
), то x

2
 > x

1
, что и требовалось доказать.

Аналогично обосновывается и второе свойство. )

Рис. 7 Рис. 8Рис. 6

у = х3
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Например, если x3 > 8, то есть x3 > 23, то, учитывая возрастание функции
f (x) = x3, получаем x > 2.

4. Четные и нечетные функции. Рассмотрим функции, области определения
которых симметричны относительно начала координат, то есть содержат вме�
сте с каждым числом x и число (–x). Для таких функций вводятся понятия
четности и нечетности.

Функция f называется четной, если для любого x из ее области определе�
ния f (–x) = f (x).
Например, функция y = x2 (то есть функция f (x) = x2) — четная, поскольку

f (–x) = (–x)2 = x2 = f (x).
( Если функция f (x) четная, то ее графику вместе с каждой точкой M с ко�

ординатами (x; y) = (x; f (x)) принадлежит также и точка M
1
 с координата�

ми (–x; y) = (–x; f (–x)) = (–x; f (x)). Точки M и M
1
 расположены симмет�

рично относительно оси Oy (рис. 10), поэтому и весь график четной функ�
ции расположен симметрично относительно оси Oy. )
Например, график четной функции y = x2 (рис. 9) симметричен относи�

тельно оси Oy.

Функция f называется нечетной, если для любого x из ее области опреде�
ления f (–x) = –f (x).

Например, функция y
x

= 1  (то есть функция f x
x

( ) = 1 ) — нечетная, поскольку

f x f x
x x

( ) ( )− = = − = −
−
1 1 .

( Если функция f (x) нечетная, то ее графику вместе с каждой точкой M с
координатами (x; y) = (x; f (x)) принадлежит также и точка M

1
 с координа�

тами (–x; y) = (–x; f (–x)) = (–x; –f (x)). Точки M и M
1
 расположены сим�

метрично относительно начала координат (рис. 11), поэтому и весь гра�
фик нечетной функции расположен симметрично относительно начала
координат. )

Например, график нечетной функции y
x

= 1  (см. пункт 4 табл. 1) симмет�

ричен относительно начала координат, то есть точки О.

Рис. 11Рис. 10Рис. 9

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите область определения функции:

1) y = x2 + x;      2) y x

x x
=

+2
;      3) y x= +5 .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) Ограничений для нахождения
значений выражения x2 + x нет,
таким образом, D (y) = R.

2) Область определения функции

y x

x x
=

+2
 задается ограничением

x2 + x ≠ 0, поскольку знаменатель
дроби не может быть равным нулю.
Выясним, когда x2 + x = 0. Имеем

х(x + 1) = 0, x = 0 или x = –1.
Тогда область определения можно
задать ограничениями x ≠  0,
x ≠ –1 или записать так:
D (y) = (–�; –1) � (–1; 0 ) � (0; +�).

3) Область определения функции

y x= +5  задается ограничением

x + 5 � 0, то есть x � –5, посколь�
ку под знаком квадратного корня
должно стоят неотрицательное
выражение.Таким образом,
D (y) = [– 5; +�).

Поскольку все функции заданы
формулами, то их области определе�
ния — это множество всех значений
переменной х, при которых формула
имеет смысл, то есть имеет смысл вы�
ражение, которое стоит в правой час�
ти формулы у = f (x).

В курсе алгебры встречались толь�
ко два ограничения, которые необхо�
димо учитывать при нахождении об(
ласти определения:
1) если выражение записано в виде

дроби A

B
, то знаменатель B ≠ 0;

2) если запись выражения содержит

квадратный корень A , то под(
коренное выражение A � 0.
В других случаях, которые вам

приходилось рассматривать,  облас�
тью определения выражения были
все действительные числа*.

* В дальнейшем курсе алгебры и начал анализа 10 класса появятся новые выражения

с ограничениями: tg α, ctg α, arcsin a, arccos a, log
A
B, n a , aα, где α — нецелое число.

Задача 2* Найдите область значений функции y = x2 – 3.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
Составим уравнение х2 – 3 = а. Оно

равносильно уравнению х2 = а + 3, ко�
торое имеет решения, если а + 3 � 0,
то есть при а � –3. Все эти числа и
составят область значений функции.

Таким образом, область значений
заданной функции

E (f) = [–3; +�), то есть у � –3.

Обозначим значение заданной
функции f (x) (то есть х2 – 3) через a
и выясним, для каких a можно найти
соответствующее значение x (при
этом значении x значение f (x) = a).

Тогда все числа a, для которых су�
ществует хотя бы один корень уравне�
ния f (x) = a, войдут в область значений
функции f (x). Множество всех таких а
и составит область значений функции.
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Полезно помнить, что

область значений функции у = f (x) совпадает с множеством тех
значений а, при которых уравнение    f (x) = а    имеет решения.

Задача 3* Докажите, что при k ≠≠≠≠≠ 0 областью значений линейной функции
y = kx + b является множество всех действительных чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о К о м м е н т а р и й

Обозначим значение заданной
функции f (x), то есть kx + b через a
и выясним, для каких a можно най�
ти соответствующее значение x, та�
кое, что f (x) = a.

Множество всех таких значений a
и будет составлять область значений
функции f (x).

Если kx + b = a (где k ≠ 0), то реше�

ние этого уравнения x a b

k
= −  суще�

ствует для любого a ∈ R (k ≠ 0 по ус�
ловию). Таким образом, значением
заданной функции может быть любое
действительное число. Итак, ее об�
ласть значений E (f) = R.

Задача 4* Докажите, что линейная функция y = kx + b при k > 0 явля�
ется возрастающей, а при k < 0 — убывающей.

Д о к а з а т е л ь с т в о К о м м е н т а р и й

Для обоснования возрастания или
убывания функции полезно помнить,
что для доказательства неравенства
f (x

2
) > f (x

1
) или f (x

2
) < f (x

1
) достаточ(

но найти знак разности f (x
2
) – f (x

1
).

Функция f (x) = kx + b будет воз�
растающей, если из неравенства
x

2
> x

1
 будет следовать неравенство

f (x
2
) > f (x

1
), а для доказательства

последнего неравенства достаточно
найти знак разности f (x

2
) – f (x

1
) (ана�

логично рассуждаем и для доказа�
тельства убывания функции).

Пусть x
2
 > x

1
 (тогда x

2
 – x

1
 > 0).

Рассмотрим разность f (x
2
) – f (x

1
) =

= kx
2

+ b – (kx
1
 + b) = k(x

2
 – x

1
).

Поскольку x
2
 – x

1
 > 0, то при k > 0

имеем f (x
2
) – f (x

1
) > 0, таким обра�

зом,  f (x
2
) > f (x

1
), и значит, функция

возрастает.
При k < 0 имеем f (x

2
) – f (x

1
) < 0,

таким образом, f (x
2
) < f (x

1
), значит,

функция убывает.

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции

Задача 5* Докажите, что:
1) сумма двух возрастающих на множестве Р функций все�

гда является возрастающей функцией на этом множестве;
2) сумма двух убывающих на множестве Р функций всегда

является убывающей функцией на этом множестве.

Д о к а з а т е л ь с т в о К о м м е н т а р и й

1) Пусть функции f (x) и g (x) яв�
ляются возрастающими на одном

Для доказательства того, что сум�
ма двух возрастающих функций f (x)
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

и том же множестве Р. Если
x

2
> x

1
, то f (x

2
) > f (x

1
)  и

g (x
2
) > g (x

1
).

Складывая почленно эти неравен�
ства, получаем

        f (x
2
) + g (x

2
) > f (x

1
) + g (x

1
).

Это и означает, что сумма функций
f (x) и g (x) является возрастаю�
щей функцией на множестве Р.

2) Пусть функции f (x) и g (x) явля�
ются убывающими на множестве Р.
Тогда из неравенства x

2
 > x

1
 имеем

f (x
2
) < f (x

1
) и g (x

2
) < g (x

1
).

После почленного сложения этих
неравенств получаем:

f (x
2
) + g (x

2
) < f (x

1
) + g (x

1
),

а это и означает, что сумма функ�
ций f (x) и g (x) является убываю�
щей функцией на множестве Р.

и g (x) является возрастающей функ�
цией, достаточно доказать, что на
множестве Р из неравенства x

2
 > x

1

следует неравенство

f (x
2
) + g (x

2
) > f (x

1
) + g (x

1
).

Аналогично для доказательства
того, что сумма двух убывающих функ�
ций является убывающей функцией,
достаточно доказать, что

если x
2
 > x

1
, то

f (x
2
) + g (x

2
) < f (x

1
) + g (x

1
).

Задача 6 Докажите, что возрастающая или убывающая функция при�
нимает каждое свое значение только в одной точке ее обла�
сти определения.

Д о к а з а т е л ь с т в о К о м м е н т а р и й

Пусть функция f (x) является воз�
растающей и

        f (x
1
) = f (x

2
).        (1)

Допустим, что x
1
 ≠ x

2
.

Если x
1
 ≠ x

2
 , то x

1
 > x

2
 или x

1
< x

2
.

Учитывая возрастание f (x), в случае
x

1
 > x

2
 имеем f (x

1
) > f (x

2
), что проти�

воречит равенству (1). В случае x
1
 < x

2

имеем f (x
1
) < f (x

2
), что также проти�

воречит равенству (1).
Таким образом, наше предположе�

ние неверно, и равенство f (x
1
) = f (x

2
)

возможно только при x
1
 = x

2
. То есть

возрастающая функция принимает
каждое свое значение только в одной
точке ее области определения.

Аналогично доказывается утверж�
дение и для убывающей функции.

Докажем это утверждение мето�
дом от противного. Для этого доста�
точно допустить, что выполняется
противоположное утверждение (фун�
кция может принимать одно и то же
значение хотя бы в двух точках),
и получить противоречие. Это будет
означать, что наше предположение
неверно, а верно данное утверждение.
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Задача 7 Исследуйте, какие из данных функций являются четными,
какие нечетными, а какие — ни четными, ни нечетными:

1) y
x

=
+
1

1
;      2) y = x4; 3) y = x3 + x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Для исследования функции
y = f (x) на четность или нечетность
достаточно, во�первых, убедиться,
что область определения этой функ�
ции  симметрична относительно точ�
ки О (вместе с каждой точкой x содер�
жит и точку –x), и, во�вторых, срав�
нить значения f (–x) и f (x).

1) Область определения функции

y
x

=
+
1

1
:    x ≠ –1, то есть она не

симметрична относительно точки О
(точка x = 1 принадлежит  облас�
ти определения, а x = –1 — нет).

Таким образом, заданная функ�
ция не является ни четной, ни
нечетной.

2) Область определения функции
y = x4: D (y) = R, то есть она сим�
метрична относительно точки О.
f (–x) = (–x)4 = x4 = f (x), следова�
тельно, функция четная.

3) Область определения функции
y = x3 + x: D (y) = R, то есть она сим�
метрична относительно точки О.
f (–x) = (–x)3 + (–x) = –x3 – x =
= –(x3 + x) = –f (x), значит, функ�
ция нечетная.

Вопросы для контроля

1. Что называется числовой функцией? Приведите примеры таких функций.
2. На примерах объясните, что такое область определения функции и область

значений функции. Какие ограничения необходимо учесть при нахождении

области определения функции y x

x
= ? Найдите ее область определения.

3. Что называется графиком функции у = f (x)? Приведите примеры.
4. Какая функция называется возрастающей? Приведите примеры.
5. Какая функция называется убывающей? Приведите примеры.
6. Какая функция называется четной? Приведите примеры. Как расположен

график четной функции на координатной плоскости? Приведите примеры.
7. Какая функция называется нечетной? Приведите примеры. Как расположен

график нечетной функции на координатной плоскости? Приведите примеры.

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Упражнения

1°. Найдите значение функции в указанных точках:

1) f x x
x

( ) = + 1
 в точках 2; –1; 3; а (а ≠ 0);

2) g (x) = х2 – 3 в точках 0; 1; –2; b;

3)  ( ) 1x xϕ = +  в точках 0; 3; –1; m (m > 0).

2. Найдите область определения функции, заданной формулой:

1°) у = 2х + 3; 2°) y x= + 3 ; 3°) y
x

=
+
1

1
; 4) y x

x
=

+2 1
;

5) y x= −2 1 ; 6) y x= +2 1 ; 7) y x x= − + −1 5 ; 8) y x

x
= + 3 ;

9*) y x

x
= −

−

2 9

3
; 10*) 

2

1

x x

x
y −

+
= ; 11*) y x

x
=

− 2
; 12*) y x x= + +2 1 .

3. Найдите область значений функции, заданной формулой:

1) f (x) = 5; 2) f (x) = х; 3) f (x) = х2; 4) f x x( ) = ;

5*) у = –3х + 1; 6*) у = х2 – 5; 7*) у = | х | + 3 .

4°. Для функций, заданных своими графиками на рисунке 12, укажите об�
ласть определения, область значений, промежутки возрастания и убыва�
ния и значение каждой функции при х = 1.

5. Обоснуйте, что заданная функция является возрастающей (на ее области
определения):

1) у = 3х;         2) у = х + 5;        3*) у = х3;        4*) у = х5;        5*) y x= .

6*. Докажите, что на заданном промежутке функция возрастает:

1) y
x

= − 2
, где х > 0; 2) y

x
= − 1

, где х < 0.

7. Обоснуйте, что заданная функция является убывающей (на ее области
определения):
1) у = –3х; 2) у = –х – 1; 3*) у = –х3; 4*) у = –х5.

8*. Докажите, что на заданном промежутке функция убывает:

1) y
x

= 3
, где х < 0; 2) y

x
= 5

, где х > 0.

9*. Докажите, что функция у = х2 на промежутке [0; +�) возрастает, а на
промежутке (–�; 0] — убывает.

10*. Используя утверждения, приведенные в задаче 5 (с. 13), укажите, какие
из данных функций являются возрастающими, а какие — убывающими:

1) у = х3 + x; 2) у = –х – x5 ; 3) y x x= + ; 4) у = –х3 – х5.
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а б

в г

Рис. 12

11*. Используя утверждения, приведенные в задаче 6 (с. 14):
1) обоснуйте, что уравнение х3 + х = 10 имеет единственный корень х = 2;

2) подберите корень уравнения x x+ = 6  и докажите, что других корней
это уравнение не имеет.

12. Обоснуйте, что заданная функция является четной:

1) у = х6; 2) y
x

= +1
2

1; 3) y x= +2 1; 4) y x x= + 4 .

13. Обоснуйте, что заданная функция является нечетной:

1) у = х5; 2) y
x

= − 1
3 ; 3) у = х | х |; 4) у = х3 – х.

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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1.2. СВОЙСТВА И ГРАФИКИ ОСНОВНЫХ ВИДОВ ФУНКЦИЙ
Т а б л и ц а  2

Условия
для

коэффи�
циентов

График

Свойства

D (y) E (y)
четность и
нечетность

возраста�
ние и

убывание

1 2 3 4 5 6

1. Линейная функция y = kx + b

k > 0

R

R

ни
четная,

ни
нечетная

возрастает

k < 0 убывает

b = 0

y = kx
нечетная

при k > 0
возрастает

при k < 0
убывает

k = 0
y = b b четная посто�

янная
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1 2 3 4 5 6

              2. Обратная пропорциональность, функция

k > 0

x � 0 y � 0 нечет�
ная

убывает на
каждом из

промежутков
(–�; 0)

и (0; +�)

k < 0

возрастает на
каждом из

промежутков
(–�; 0)

и (0; +�)

3. Функция y = ax2 (a � 0 )

a > 0

R

[0; +�)

четная

убывает на
промежутке

(–�; 0],
возрастает на
промежутке

[0; +�)

a < 0 (–�; 0]

возрастает на
промежутке

(–�; 0],
убывает на

промежутке
[0; +�)

П р о д о л ж. т а б л.  2

y kk

x
= ≠( )0

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

1. Линейная функция y = kx + b.  Линейной функцией называется функция
вида y = kx + b, где k и b — некоторые числа.
Обоснуем основные характеристики этой функции: область определения,

область значений, четность или нечетность, возрастание и убывание.

Область определения — множество всех действительных чисел: D (y) = R,
поскольку формула kx + b имеет смысл при всех действительных значениях x
(то есть для любого действительного x мы можем вычислить значение kx + b).

Область значений линейной функции будет разной в зависимости от зна�
чения коэффициента k.

Если k = 0, то функция имеет вид y = b, то есть ее область значений состоит
из одного числа b. В таком случае графиком линейной функции y = b является
прямая, параллельная оси Ox, которая пересекает ось Oy в точке b (рис. 13).

Если k ≠ 0, то E (y) = R (обоснование приведено в примере 3 на с. 13).

Четность и нечетность линейной функции существенно зависит от зна�
чений коэффициентов b и k.

При b = 0 и k ≠ 0 функция y = kx + b превращается в функцию y = kx,
которая является нечетной, поскольку для всех x из ее области определения

f (–x) = k(–x) = –kx = –f (x).

1 2 3 4 5 6

             4. Kвадратичная функция y = ax2 + bx + c

a > 0

R

[y
0
; +�)

в общем
виде — ни
четная, ни
нечетная

при b = 0
функция

y =ax2 + c
четная

убывает на
промежут�
ке (–�; x

0
],

возрастает
на про�

межутке
[x

0
; +�)

a < 0 (–�; y0]

возрастает
на про�

межутке
 (–�; x0],

убывает на
промежут�
ке [x

0
; +�)

a x b

a
≠ = −( )0 0 2

,

П р о д о л ж. т а б л.  2
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Таким образом, график функции y = kx (рис. 14) симметричен относитель�
но точки О.

При k = 0 получаем функцию y = b, которая является четной, поскольку
для всех x из ее области определения f (–x) = b = f (x). То есть график функции
y = b симметричен относительно оси Oy (см. рис. 13).

В общем случае при k ≠ 0 и b ≠ 0 функция y = kx + b не является ни четной,
ни нечетной, поскольку f (–x) = k(–x) + b = –kx + b ≠ f (x) и также

f (–x) = –kx + b = –(kx – b) ≠ –f (x).
Возрастание и убывание линейной функции зависит от значения

коэффициента k.
При k = 0 получаем функцию y = b — постоянную.
При k > 0 функция y = kx + b возрастает, а при k < 0 — убывает (обоснова�

ние приведено в примере 4 на с. 13).

В курсах алгебры и геометрии было обосновано, что графиком линейной
функции y = kx + b всегда является прямая линия.

Поскольку при x = 0 функция принимает значение y = b, то эта прямая
всегда пересекает ось Oy в точке b. Графики линейных функций приведены
в таблице 2.

2. Функция ( 0)k
x

y k= ≠ . Эта функция выражает обратно пропорциональ�

ную зависимость.

Область определения: х ≠ 0. Это можно записать также так:

D (y) = (–�; 0) � (0; +�).

Область значений: у ≠ 0. Это можно записать также так:
Е (y) = (–�; 0) � (0; +�).

Для обоснования области значений функции 
k

x
y =  обозначим =k

x
a. Тогда

из этого равенства получим x k

a
=  для всех а ≠ 0. То есть для всех а ≠ 0 суще�

ствует значение x k

a
= , при котором k k

x k
a

y a= = = . Таким образом, у принимает

все действительные значения, не равные нулю.

Рис. 14Рис. 13

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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Функция нечетная, поскольку ее областью определения является множе�

ство, симметричное относительно точки О, и f x f xk

x

k

x
( ) ( ).− = = − = −

−
 Таким

образом, ее график симметричен относительно начала координат (рис. 15).

Возрастание и убывание функции зависит от знака коэффициента k.
( Если х

2
 > х

1
 (то есть х

2
 – х

1
 > 0), то для сравнения значений f (х

2
) и f (х

1
)

рассмотрим их разность:

    f x f x k

x

k

x

kx kx

x x

k x x

x x
( ) ( )

( )
2 1

2 1

1 2

1 2

2 1

1 2

− = − = =− − −
.           (1)

На промежутке (0; +�) значение х
1
 > 0 и х

2
 > 0, следовательно, х

1
х

2
 > 0.

На промежутке (–�; 0) значение х
1
 < 0 и х

2
 < 0, значит, х

1
х

2
 > 0.

Учитывая, что х
2
 – х

1
 > 0 на каждом из промежутков (–�; 0) или (0; +�)

при k > 0 из равенства (1) получаем f (х
2
) – f (х

1
) < 0, а при k < 0 получаем

f (х
2
) – f (х

1
) > 0.

При k > 0 на каждом из промежутков (–�; 0) и (0; +�), если х
2
 > х

1
, то

f (х2) < f (х1), таким образом, функция убывает на каждом из этих проме�
жутков.
При k < 0 на каждом из промежутков (–�; 0) и (0; +�), если х

2
 > х

1
, то

f (х
2
) > f (х

1
), следовательно, функция возрастает на каждом из этих про�

межутков.)

Из курса алгебры известно, что график функции y kk

x
= ≠( )0  называется

гиперболой (она состоит из двух ветвей). При k > 0 ветви гиперболы находят�
ся в І и ІІІ координатных четвертях, а при k < 0 — во ІІ и ІV четвертях (рис. 15).

З а м е ч а н и е. Характеризируя возрастание или убывание функции k

x
y =

(k ≠ 0), следует помнить, что, например, функция 1

x
y =  (рис. 16) убывает на

каждом из промежутков (–×; 0) и (0; +×), но на всей области определения
(х ≠ 0) эта функция не является убывающей (и не является возрастающей).
Действительно, если взять х

1
 = –1 и х

2
= 1, то x

2
 > x

1
, но f (x

2
) = f (1) = 1,

а

Рис. 15

б

Рис. 16

(k > 0) (k < 0)

1

x
y =
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а f (x
1
) = f (–1) = –1, то есть большему значению аргумента не соответствует

меньшее значение функции, и на всей ее области определения функция 1( )
x

f x =
не является убывающей.

Поэтому же нельзя сказать, что функция 1 ( )
x

f x =  убывает при
х ∈ (–×; 0) � (0; +×).

3. Функция у = ах2 (а ≠≠≠≠≠ 0). Как известно из курса алгебры, графиком этой
функции является парабола, ветви которой направлены вверх при а > 0
(рис. 17, а) и вниз при а < 0 (рис. 17, б). Поскольку при х = 0 значение у = 0,
то график всегда проходит через начало координат.

Область определения: х ∈ R, поскольку значение у = ах2 можно вычис�
лить при любых значениях х.

Функция четная, поскольку f (–x) = а(–х)2 = ах2 = f (x). Таким образом, ее
график симметричен относительно оси Оу.

Для описания других свойств воспользуемся графиком функции у = ах2

(рис. 17). Эти свойства можно обосновать, опираясь на свойства функции
у = х2 и на геометрические преобразования ее графика, которые будут рассмот�
рены далее в п. 1.3.

Область значений. При а > 0 график проходит через начало координат,
а все остальные его точки находятся выше оси Ох. Если значение х увеличи�
вается до бесконечности, то и значение у также увеличивается до бесконечно�
сти (+�), таким образом, у � 0, то есть Е (у) = [0; +�).

Аналогично при а < 0 график также проходит через начало координат, но
все остальные его точки находятся ниже оси Ох. Если значение х увеличи�
вается до бесконечности, то значение у уменьшается до минус бесконечности
(–�), таким образом, у � 0, то есть Е (у) = (–�; 0].

Возрастание и убывание. При а > 0 на промежутке (–�; 0] функция убы�
вает, а на промежутке [0; +�) — возрастает.

При а < 0 на промежутке (–�; 0] функция возрастает, а на промежутке
[0; +�) — убывает.

Соответствующие графики приведены также в таблице 2.

а б
Рис. 17

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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4. Квадратичная функция y = ax2 + bx + c (a ≠≠≠≠≠ 0). Из курса алгебры 9 класса
известно, что функция вида y = ax2 + bx + c, где a, b, c — действительные
числа, причем a ≠ 0, называется квадратичной. Ее графиком является пара�
бола, ветви которой направлены вверх при а > 0 и вниз при а < 0.

Абсцисса вершины этой параболы x b

a0 2
= − .  Для обоснования этого доста�

точно в заданном квадратном трехчлене выделить полный квадрат:

y ax bx c a x x a xb

a

c

a

b

a

ac b

a
= + + = + +( ) = +( ) + −2 2

2

2

4

4

2

, то есть

y ax bx c a x yb

a
= + + = +( ) +2

2

2 o,  где y
ac b

a

D

ao = = −−4

4 4

2

(D = b2 – 4ac — дискриминант квадратного трехчлена ax2 + bx + c).
Напомним, что в зависимости от знака дискриминанта D парабола или

пересекает ось Ох (D > 0), или не пересекает  (D < 0), или касается ее
(D = 0).

Основные варианты расположения графика функции y = ax2 + bx + c (a ≠ 0)
представлены в таблице 3.

Т а б л и ц а  3

Охарактеризуем свойства функции y = ax2 + bx + c (a ≠ 0), опираясь на эти
известные нам графики.

Область определения: D (у) = R, поскольку значение y = ax2 + bx + c (a ≠ 0)
можно вычислить при любых значениях х.

Область значений. При а > 0 функция принимает все значения у � у
0
, то

есть Е (у) = [у
0
; +�).

D > 0 D = 0 D < 0

а > 0

а < 0
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При а < 0 функция принимает все значения у � у
о
 , то есть Е (у) = (–�; у

о
].

Четность и нечетность. При b = 0 получаем четную квадратичную функ�
цию у = ϕ (х) = ax2 + c. Действительно, ϕ (–х) = a(–x)2 + c = ax2 + c = ϕ (х).

В общем случае (если b ≠ 0) функция y = f (x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0) не
является ни четной, ни нечетной, поскольку

f (–x) = a(–x)2 + b(–x) + c = ax2 – bx + c ≠ f (x) (и не равно –f (x)).
Возрастание и убывание. При а > 0 на промежутке (–�; хо] функция убы�

вает, а на промежутке [х
0
; +�) — возрастает.

При а < 0 на промежутке (–�; х
0
] функция возрастает, а на промежутке

[х
0
; +�) — убывает.
Поскольку при х = 0 значение у = с, то график всегда пересекает ось Оу

в точке с.
Соответствующие графики при D > 0 приведены также в таблице 2.

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции:
1) у = 2х + 1;      2) у = –3х – 1;      3) у = 4.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) График   функции
у = 2х + 1 — прямая.

x 0 1

y 1 3

2) График   функции
у = –3х – 1 —
прямая.

x 0 1

y 1– 4–

3) График функции у = 4 — пря�
мая, параллельная оси Ох, которая
проходит через точку 4 на оси Оу.

Все данные функции линейные,
поэтому их графиками являются пря�
мые.

Чтобы построить прямые в зада�
ниях 1 и 2, достаточно построить две
точки этих прямых. Например, мож�
но взять х = 0 и х = 1 и найти соответ�
ствующие значения у. Оформлять эти
вычисления удобно в виде таблички:

x 0 1

y

В задании 3 рассматривается част�
ный случай линейной функции
(у = b). Для построения этого графи�
ка полезно помнить, что прямая
у = 4 — это прямая, параллельная
оси Ох (при любом значении х значе�
ние у равно 4).

x 0 1

y 4 4

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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Задача 2* По приведенному графику функции
y = kx + b укажите знаки k и b.

 При х = 0 значение y = b. Посколь�
ку изображен график убывающей ли�
нейной функции, то k < 0.

Ответ: b > 0, k < 0.

График функции y = kx + b — пря�
мая, пересекающая ось Оу в точке b.
На рисунке эта точка лежит выше
нуля, таким образом, b > 0.

Линейная функция y = kx + b при
k > 0 возрастающая, а при k < 0 —
убывающая. На рисунке изображен
график убывающей функции, следо�
вательно, k < 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Задача 3 Постройте график функции у = х2 – 4х + 3*.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

 График заданной функции — пара�
бола (вида у = х2), ветви которой на�
правлены вверх.

Абсцисса вершины:

0
4

2 2 1
2b

a
x −

⋅
= − = − = .

Тогда у
0
 = у (2) = 22 – 4æ2 + 3 = –1,

и график имеет вид:

Функция у = х2 – 4х + 3— квадра�
тичная (имеет вид у = aх2 – bх + с, где
а ≠ 0). Таким образом, ее графиком
будет парабола (вида у = aх2), ветви
которой направлены вверх (а = 1> 0).

Абсцисса вершины параболы вы�

числяется по формуле 0 ,
2
bx
a

= −  а ор�

дината у
0
 — это соответствующее зна�

чение заданной функции при х = х
0
,

то есть у
0
 = у (х

0
).

Если необходимо уточнить, как
проходит график, то можно найти
координаты нескольких дополни�
тельных точек, например, при х = 0
получаем у = с = 3.

* Построение таких графиков с помощью геометрических преобразований графика
функции у = х2 будет рассмотрено в пункте 1.3.
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Вопросы для контроля

1. Какая функция называется линейной? Назовите свойства линейной
функции. Какая линия является графиком линейной функции? Приве�
дите примеры линейных функций и их графиков.

2. Какая линия является графиком функции y k

x
=  (k ≠ 0)? Приведите приме�

ры графиков функций y k

x
=  при k > 0 и при k < 0. По графикам укажите

свойства этой функции при k > 0 и при k < 0. Докажите нечетность функ�

ции y k

x
=  (k ≠ 0).

3. Какая линия является графиком функции у = aх2 (а ≠ 0)? Как расположен
этот график при а > 0 и при а < 0? Приведите примеры графиков функций
у = aх2 при а > 0 и при а < 0. По графикам укажите свойства этой функции
при а > 0 и при а < 0. Докажите четность функции у = aх2 (а ≠ 0).

4. Какая линия является графиком функции у = aх2 + bх + с (а ≠ 0)? Как
расположен график при а > 0 и при а < 0? Как найти абсциссу вершины
графика функции у = aх2 + bх + с (а ≠ 0)? Приведите примеры графиков
этой функции при а > 0 и при а < 0. По графикам укажите свойства этой
функции при а > 0 и при а < 0.

Упражнения

1°. Постройте график функции:
1) у = 3х – 2;    2) у = –х + 4;    3) у = –2;    4) у = –5х;    5) у = 0;    6) у = 4х .
Есть ли среди этих функций четные или нечетные? Ответ обоснуйте.

2*. По приведенным графикам функций y = kx + b (рис. 18) укажите знаки k
и b в каждом случае.
Постройте график функции (3–5).

3°. 1) y
x

= − 2 ; 2) y
x

= 3 ; 3) y
x

= − 1 ; 4) y
x

= 5 .

4°. 1) у = –2х2; 2) у = 3х2; 3) у = –3х2; 4) у = 5х2.

1) 2)                                               3)

Рис. 18

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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5. 1) у = х2 – 6х + 7;  2) у = –х2 + 4х + 2;  3) у = 2х2 – 2х + 1;  4) у = –3х2 + 6х.
6*. По приведенным графикам функции y = ax2 + bx + c (a ≠ 0) (рис. 19) ука�

жите знаки a, b и c в каждом случае.

1.3. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ ГЕОМЕТРИ7
ЧЕСКИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ИЗВЕСТНЫХ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ

Т а б л и ц а   4

1) 2) 3) 4)

Рис. 19

Преобразование графика функции y = f (x)

№ Формула
Пример Преобразование

зависимости

1 2 3 4

Симметрия относи�
тельно оси Ох

Симметрия относи�
тельно оси Оу

Параллельный
переноc графика
функции y = f (x)
вдоль оси Ох на
а единиц

1 y = –f (x)

2 y = f (–x)

3 y = f (x – a)



29

П р о д о л ж. т а б л.  4

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции

Параллельный
переноc графика
функции y = f (x)
вдоль оси Оу на
c единиц

Растяжение или
сжатие вдоль оси Оу
(при k > 1растяже�
ние,
при 0 < k < 1 —
сжатие)

Растяжение или
сжатие вдоль
оси Ох
(при α > 1 сжатие,
при 0 < α < 1 —
растяжение)

Выше оси Ох (и на
самой оси) график
функции y = f (x) —
без изменений, ниже
оси Ох — симметрия
относительно оси Ох

Справа от оси Оу
(и на самой оси) —
без изменений, и эта
же часть графика —
симметрия относи�
тельно оси Оу

1 2 3 4

4 y = f (x)+с

5 y = kf (x)
(k > 0)

6 y = f (αx)
(α > 0)

7 y f x= ( )

8 y = f (| x |)

1
2

y x=
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Объяснение и обоснование

Рассмотрим способы построения графиков функций с помощью геометри�
ческих преобразований известных графиков функций.

1. Построение графика функции y = –f (x). Сравним графики функций y = x2

и y = –x2 (см. первую строку табл. 4). Очевидно, что график функции y = –x2

можно получить из графика функции y = x2 симметричным отображением его
относительно оси Ox. Покажем, что всегда график функции y = –f (x) можно
получить из графика функции y = f (x) симметричным отображением относи�
тельно оси Ox.
( Действительно, по определению график функции y = f (x) состоит из всех

точек M координатной плоскости, которые имеют координаты
(x; y) = (x; f (x)). Тогда график функции y = –f (x) состоит из всех точек K
координатной плоскости, имеющих координаты (x; y) = (x; –f (x)).
Точки M (x; f(x)) и K (x; –f (x)) расположены на координатной плоскости
симметрично относительно оси Ox (рис. 20). Таким образом, каждая точ�
ка K графика функции y = –f (x) получается симметричным отображением
относительно оси Ox некоторой точки M графика y = f (x). Поэтому

график функции y = –f (x) можно получить из графика функции
y = f (x) его симметричным отображением относительно оси Ox. )))))

Это свойство позволяет легко обосновать построение графика функции
y = | f (x) |. Имеем:

( ) при ( ) 0 (график не меняется);
( )

( ) при ( ) 0 (симметрия относительно оси ).

f x f x
y f x

f x f x Ox
= = − <

�

Следовательно,
график функции y = | f (x) | может быть построен так: часть графи�
ка функции y = f (x), лежащая выше оси Ox (и на самой оси), остает�
ся без изменений, а часть, лежащая ниже оси Ox, отображается сим�
метрично относительно этой оси.

Например, на рисунке 21 и в таблице 4 (строка седьмая) с использованием
этого правила изображен график функции y = | 2х – 1 |.

Рис. 20 Рис. 21
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2. Построение графика функции y = f (–x).
( Для построения графика функции y = f (–x) учтем, что в определении гра�

фика функции первая координата для точек графика выбирается произ�
вольно из области определения функции. Если выбрать как первую коор�
динату значение (–x), то график функции y = f (–x) будет состоять из всех
точек T координатной плоскости с координатами (–x; y) = (–x; f (x)). На�
помним, что график функции y = f (x) состоит из всех точек M (x; f (x)).
Точки M (x; f (x)) и T (–x; f (x)) расположены на координатной плоскости
симметрично относительно оси Oy (рис. 22). Таким образом, каждая точка T
графика функции y = f (–x) получается симметричным отображением от�
носительно оси Oy некоторой точки M графика функции y = f (x). Поэтому

график функции y = f (–x) можно получить из графика функции
y = f (x) его симметричным отображением относительно оси Oy. )))))

Эта свойство позволяет легко обосновать построение графика функции
y = f (| x |). Имеем:

( ) ( ) при 0 (график не меняется);

( ) при 0 (симметрия относительно оси ).

f x x
y f x

f x x Oy

= =  − <

�

Следовательно, для того чтобы получить график функции y = f (| x |) при  x < 0
(то есть слева от оси Oy), необходимо отобразить симметрично относительно
оси Oy ту часть графика функции y = f (x), которая лежит справа от оси Oy. То
есть часть графика функции y = f (x), лежащая слева от оси Oy, вообще не ис�
пользуется в построении графика функции y = f (| x |)). Таким образом,

график функции y = f (| x |) строится так: часть графика функции
y = f (x), лежащая справа от оси Oy (и на самой оси), остается без
изменений, и эта же часть графика отображается симметрично
относительно оси Oy.

Например, на рисунке 23 и в таблице 4 (строка восьмая) с использованием
этого правила изображен график функции y = 2| x | – 1.

Рис. 22 Рис. 23

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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3. Построение графика функции y = f (x–a).
( Для построения графика функции y = f (x – a) выберем как первую коорди�

нату точки N этого графика значение x + a. Тогда график функции
y = f (x – a) будет состоять из всех точек N координатной плоскости с коор�
динатами (x + a; y) = (x+a; f (x+a–a)) = (x+a; f (x)), в то время как график
функции y = f (x) состоит из всех точек M с координатами (x; f (x)).
Если точка М имеет координаты (х; у), а точка N — координаты (х + а; у),
то преобразование точек (х; у) → (х + а; у) — это параллельный перенос

точки М вдоль оси Ох на а единиц (то есть на вектор ( ); 0a ).

Поскольку каждая точка N графика функции y = f (x – a) получается парал�
лельным переносом некоторой точки M графика y = f (x) вдоль оси Ox на
a единиц (рис. 24), то

график функции y = f (x – a) можно получить параллельним пере�
носом графика функции y = f (x) вдоль оси Ox на a единиц. )))))

Например, в третьей строке таблицы 4 изображен график функции
y = (x – 2)2 (выполнен параллельный перенос графика y = x2 на +2 единицы
вдоль оси Ox) и график функции y = (x + 3)2 (выполнен параллельный перенос
графика y = x2 на (–3) единицы вдоль оси Ox).

4. Построение графика функции y = f (x) + b.
( График функции y = f (x) + b состоит из всех точек A координатной плоско�

сти с координатами (x; y) = (x; f (x) + b), а график функции y = f (x) состоит
из всех точек M (x; f (x)).
Но если точка М имеет координаты (х; у), а точка А — координаты (х; у + b),
то преобразование точек (х; у) → (х; у + b) — это параллельный перенос

точки М вдоль оси Оу на b единиц (то есть на вектор ( ))0; .b
Поскольку каждая точка A графика функции y = f (x) + b получается па�
раллельным переносом некоторой точки M графика y = f (x) вдоль оси Oy
на b единиц (рис. 25), то

Рис. 25Рис. 24
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график функции y = f (x) + b можно получить параллельным перено�
сом графика функции y = f (x) вдоль оси Oy на b единиц. )))))

Например, в четвертой строке таблицы 4 изображен график функции
y = x2 + 2 (выполнен параллельный перенос графика y = x2 на +2 единицы
вдоль оси Oy) и  график функции y = x2 – 1 (выполнен параллельный перенос
графика y = x2 на (–1) вдоль оси Oy).

5. Построение графика функции y = kf (x).

( График функции y = kf (x) (k > 0) состоит из всех точек B (x; kf (x)), а гра�
фик функции y = f (x) состоит из всех точек M (x; f (x)) (рис. 26).
Назовем преобразованием растяжения вдоль оси Oy с коэффициентом k
(где k > 0) такое преобразование фигуры F, при котором каждая ее точка
(x; y) переходит в точку  (x; ky).
Преобразование растяжения вдоль оси Oy задается формулами:  xR = x;
yR = ky. Эти формулы выражают координаты (xR; yR) точки MR, в которую
переходит точка M (x; y) при преобразовании растяжения вдоль оси Oy
(рис. 27). При этом преобразовании происходит растяжение отрезка AM
в k раз, и в результате точка M переходит в точку М′. (Заметим, что иногда
указанное преобразование называют растяжением только при k > 1, а при

0 < k < 1 его называют сжатием вдоль оси Oy в 
1

k
 раз.)

Как видим, каждая точка B графика функции y = kf (x) получается из
точки M преобразованием растяжения вдоль оси Oy. При этом общая фор�
ма графика не изменяется: он растягивается или сжимается вдоль оси Оу.
Например, если графиком функции y = f (x) была парабола, то после рас�
тяжения или сжатия график остается параболой. Поэтому

график функции y = k f (x) (k > 0) получается из графика функции
y = f (x) его растяжением (при k > 1 растяжение  в k раз) или сжа�

тием (при 0 < k < 1 сжатие в 
1

k
 раз) вдоль оси Oy. )))))

Рис. 26 Рис. 27

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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6. Построение графика функции y = f (αααααx).

( Для построения графика функции y = f (αx) (α > 0) выберем как первую

координату точки C этого графика значение 
x

α . Тогда график функ�

ции y = f (αx) будет состоять из всех точек C с координатами

x x x xy f f x
α α α α

α; ; ; ( )( ) = ( )( ) = ( ), а график функции y = f (x) — из всех точек

M (x; f (x)) (рис. 28).
Назовем преобразованием растяжения вдоль оси Ox с коэффициентом α
(где α > 0) такое преобразование фигуры F, при котором каждая ее точка
(x; y) переходит в точку (αx; y).
Преобразование растяжения вдоль оси Ox  задается формулами: xR = αx;
yR = y. Эти формулы выражают координаты (xR; yR) точки MR, в которую
переходит точка M(x; y) при преобразовании растяжения вдоль оси Ox
(рис. 29). При этом преобразовании происходит растягивание отрезка BM
в α раз, и в результате точка M переходит в точку MR. (Заметим, что иногда

указанное преобразование называют растяжением  (в 
1

α
 раз) только при

0 < α < 1, а при α > 1 его называют сжатием вдоль оси Ox (в α раз)). Как
видим, каждая точка C графика функции y = f (αx) получается из точки M
графика функции y = f (x) преобразованием растяжения вдоль оси Ox
(при этом общая форма графика не изменяется). Поэтому

график функции y = f (αααααx) (ααααα > 0) получается из графика функции

y = f (x) его растяжением (при 0 < ααααα < 1 растяжение в 1
α

 раз) или

сжатием (при ααααα > 1 сжатие в ααααα раз) вдоль оси Ox.

Рис. 28 Рис. 29
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Примеры решения задач

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции

2. y = | 2x – 2 |;

3. y = –| 2x – 2 |.

Составим план последовательно�
го построения графика заданной
функции.
1. Мы можем построить график функ�

ции y = f (x) = 2x – 2 (прямая).

2. Затем можно построить график

функции y x x f x= = − =ϕ( ) ( )2 2
(выше оси Ox график у = 2x – 2
остается без изменений, а часть
графика ниже оси Ox отобража�
ется  симметрично относительно
оси Ox).

3. После этого можно построить гра�

фик функции 2 2 ( )y x x= − − = −ϕ
(симметрия графика функции
у = ϕ (х) относительно оси Ox ).

Задача 2 Постройте график функции у = –| 2х – 2 |.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Последовательно строим графики:
1. y = 2x – 2;

Задача 1 Постройте график функции 
1

3
.

x
y

+
=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Мы можем  построить график

функции 1( ) .
x

y f x= =  Тогда график

функции

1

3
( 3) ( ( 3))

x
y f x f x

+
= = + = − −

можно получить параллельным пере�
носом графика функции y= f (x)
вдоль оси Ox на (–3) единицы (то есть
влево).

1

3x
y

+
=

1

x
y =
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Задача 3* Постройте график функции 4 .y x= −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Запишем уравнение заданной
функции так:

y x x= − = − −( )4 4 .

Последовательно строим графики:

1. y x= ;

Составим план последовательного
построения графика заданной функ�
ции. Для этого ее подкоренное вы�
ражение запишем так, чтобы можно
было использовать преобразования
графиков, представленные в таблице 4:

y x= − −( )4 .

1. Мы можем построить график фун�

кции y f x x= =( ) .

Вопросы для контроля

1. На примерах объясните, как из графика функции y = f (x) можно получить
график функции:
1) y = –f (x); 2) y = f (– x); 3) y = f (x – a);
4) y = f (x) + с; 5) y = kf (x), де k > 0; 6) y = f (αx), де α > 0;
7) y = | f (x) |; 8) y = f (| x |).

2. y x= − ;

3. y x= − −( )4 ;

4. y x= − −( )4 .

2. Затем можно построить график

функции y g x x f x= = − = −( ) ( )
(симметрия графика функции f (x)
относительно оси Oy).

3. После этого можно построить гра�
фик функции

y x x g x= = − − = −ϕ ( ) ( ) ( )4 4
(параллельный перенос графика
функции g (x) вдоль оси Ox на
4 единицы).

4. Затем уже можно построить гра�
фик заданной функции

( ) ( )4 4y x x x= − − = ϕ = −
(справа от оси Oy соответствую�
щая часть графика функции
у = ϕ (x) остается без изменений, и
эта же часть отображается сим�
метрично относительно оси Oy).
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2*. Обоснуйте геометрические преобразования, с помощью которых из графи�
ка функции y = f (x) можно получить графики указанных выше функций.

Упражнения

Постройте графики функций и соответствий (1–7):

1. 1) y = | x – 5 |; 2) y = | x | – 5; 3) y = | | x | – 5 |; 4*) | y | = x – 5.

2. 1°) y x= −2 9 ; 2) 2 9y x= − ; 3) 
2 9y x= − ; 4*) y x= −2 9 .

3. 1°) y x= +( )1
2

; 2) y x= +( )1
2

; 3) y x= +( ) −1 3
2

; 4) 2( 1) 3y x= + − .

4. 1°) y
x

=
+
1

2
; 2) 

1
2x

y
+

= ; 3) 
1

2x
y

+
= ; 4*) 

1

2x
y

+
= .

5. 1°) y
x

= − 2 ; 2°) y
x

= −3 2
; 3) y

x
= −

−
2

1
; 4) 2

x
y = − .

6. 1°) y x= −3 ; 2°) y x= − 3 ; 3) 3y x= − ; 4) 3y x= − ;

5*) 3y x= − ; 6*) 3y x= − ; 7*) 3y x= − .

7. 1°) y x= − ; 2°) y x= − + 4 ; 3) y x= − ; 4) y x= − −1 .

8. Функция y = f (x) задана на промежутке [0;12] и имеет график, изображен�
ный на рисунке 30, а. Постройте графики функций (и соответствий 9* и 10*):

1) y = –f (x); 2) y = f (–x); 3) y f x= ( ) ; 4) y = f (| x |);

5*) y = 2f (x); 6*) y = f (2x); 7*) y f x= 1

2
( ) ; 8*) y f x= ( )1

2
;

9*) | y | = f (x); 10*) | y | = f (| x |).

9. Выполните задания упражнения 8 для функции y = f (x), заданной на про�
межутке [–14; 0], график которой изображен на рисунке 30, б.

Рис. 30

а б

§ 1. Повторение и расширение сведений о функции
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* Происхождение и смысл термина «тригонометрия» см. на с. 139.

РАДИАННАЯ МЕРА УГЛОВ§§§§§22222

1. Понятие угла

В геометрии В тригонометрии*

Угол — геометрическая фигура, об�
разованная двумя лучами, которые
выходят из одной точки.

Угол — фигура, образованная при
повороте луча на плоскости около
начальной точки.

∠ AOB образован
при повороте

луча OA
около точки O

Градусная мера угла (1 1

180
° =  часть развернутого угла)

Каждому углу ставится в соответ�
ствие градусная мера α ∈ [0°; 180°].

∠ AOB = 90°

Каждому углу как фигуре ставится
в соответствие угол поворота, с по�
мощью которого образован этот
угол.
Угол поворота α ∈ (– �; + �).

Радианная мера угла

∠ AOC — развернутый.

1 радиан — центральний угол, соответствующий
дуге, длина которой равна радиусу окружности.

∠ AOB = 1 рад. Это означает, что ∪AB = OA = R

∠ AOC = 180° = π (радиан)

Т а б л и ц а  5

∠ AOB образован
лучами OA и OB

2. Измерение углов

∠ AOB = β = 90°
∠ AOB = γ = –270°
∠ AOB = ϕ =
= 90° + 360° = 450°

1
180

° = π  радиан 1 радиан = 
180 57° ≈ °

π
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Объяснение и обоснование

1. Понятие угла. В курсе геометрии угол определяется как геометрическая
фигура, образованная двумя лучами, которые выходят из одной точки. На�
пример, угол AOB, изображенный в первом пункте таблицы 5, — это угол,
образованный лучами OA и OB.

Угол можно рассматривать также как результат поворота луча на плоско�
сти около начальной точки. Например, поворачивая луч OA около точки O
от начального положения OA до конечного положения OB, также получим
угол AOB. Заметим, что достичь конечного положения ОВ можно при поворо�
те луча OA как по часовой стрелке, так и против нее.

2. Измерение углов. Данные выше различные определения угла приводят
к различному пониманию измерения углов.

В курсе геометрии каждом углу соответствует его градусная мера, которая
может находиться только в пределах от 0° до 180°, и поэтому, например, для
прямого угла  AOB (см. пункт 2 табл. 5) его мера записывается однозначно:

∠ AOB = 90° (1° — это 
1

180
 часть развернутого угла).

При измерении углов поворота договорились, что направление поворота
против часовой стрелки считается положительным, а по часовой стрелке —
отрицательным.

 Поэтому при измерении углов, образованных при повороте луча около
начальной точки, мы можем получить как положительные, так и отрица�
тельные значения углов поворота. Например, если угол AOB, в котором лучи
ОА и ОВ являются взаимно перпендикулярными, получен при повороте луча
OA на угол 90° против часовой стрелки, то значение угла поворота β (см. соот�
ветствующий рисунок в пункте 2 табл. 5) равно +90° (или просто 90°). Если
тот же угол AOB получен при повороте луча OA на угол 270° по часовой стрел�
ке (понятно, что полный оборот — это 360°), то значение угла поворота γ
равно (–270°). Этот же угол AOB можно получить также при повороте луча OA
против часовой стрелки на 90° и еще на полный оборот; в этом случае значе�
ние угла поворота ϕ равно 90° + 360°, то есть 450° и т. д.

Выбрав как значение угла поворота произвольное отрицательное или по�
ложительное число (градусов), мы всегда можем повернуть луч OA (по часо�
вой стрелке или против нее) и получить соответствующий угол AOB. Таким
образом, величина угла поворота (в градусах) может принимать все действи�
тельные значения от –� до +�.

Для измерения углов принимают определенный угол за единицу измере�
ния и с ее помощью измеряют другие углы.

За единицу измерения можно принять любой угол, например, один градус

(1°) — 
1

180
 часть развернутого угла.

§ 2. Радианная мера углов
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

В технике за единицу измерения уг�
лов принимают полный оборот (заме�

тим, что 1 градус — это 1

360
 часть пол�

ного оборота).
В мореходстве за единицу измерения

углов принимают румб, равный 
1

32
 час�

ти полного оборота.
В математике и физике, кроме гра�

дусной меры углов, используется так�
же радианная мера углов.

Если рассмотреть некоторую окружность, то

1 радиан —это центральний угол, соответствующий дуге, длина которой
равна радиусу окружности.

Таким образом, если угол AOB равен одном радиану (рис. 31), то это озна�
чает, что    ∪ AB = OA = R.

Установим связь между радианной и градусной мерами углов.
Центральному развернутому углу AOC (рис. 31), равному 180°, соответ�

ствует полуокружность, то есть дуга, длина которой равна πR, а углу в один

радиан — дуга длиной R. Итак, радианная мера угла 180° равна π πR

R
= . Та�

ким образом,
180° = πππππ радиан.

Из этого равенства получаем:

1
180

°° == π  радиан   , 1 радиан = 180 57°° ≈≈ °°
ππ

  .

Примеры решения задач

Задача 1 Выразите в радианах величины углов:
30°; 45°; 60°; 90°; 270°; 360°.

Поскольку 30° — это 
1

6
часть угла 180°, то из равенства 180° = π (рад) полу�

чаем, что 30
6

° = π  (рад).

Аналогично можно вычислить и величины других углов.

В общем случае учитываем, что 1
180

° = π  радиан, тогда:

45 45
180 4

° = ⋅ =π π  (рад); 60 60
180 3

° = ⋅ =π π  (рад);

90
2

° = π  (рад); 270 3

2
° = π  (рад); 360° = 2π (рад). 

Рис. 31
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Поскольку радианными мерами рассмотренных углов приходится пользо�
ваться достаточно часто, запишем полученные результаты в виде справочной
таблицы:

Т а б л и ц а  6

З а м е ч а н и е. Чаще всего при записи радианной меры углов наименова�
ние единицы измерения «радиан» (или сокращенно рад) не пишут. Напри�

мер, вместо равенства 90
2

° = π  радиан пишут 90
2

° = π .

Задача 2 Выразите в градусах величины углов: π
10

; 2π
3

; 3π
4

; 5.

Поскольку 
π

10
— это 

1

10
 часть угла π, то из равенства π = 180° получаем, что

π
10

18= ° . Аналогично можно вычислить и величины углов 
2π
3

 и 
3π
4

.

В общем случае учитываем, что 1 радиан = 
180°

π
, тогда:

2π π
π3

2

3

180 120= ⋅ = °° ;  
3π π

π4

3

4

180 135= ⋅ = °;  5 5 286180 900= ⋅ = ≈ °° °
π π

.  

Вопросы для контроля

1. Объясните, как можно определить угол с помощью поворота луча. Как
при таком определении измеряются углы?

2. Как вы понимаете такие утверждения: «Величина угла равна 450°», «Ве�
личина угла равна (–225°)»? Изобразите эти углы.

3. Как можно определить угол в 1°?
4. Дайте определение угла в 1 радиан.
5. Чему равна градусная мера угла в π радиан ?
6. Объясните на примерах, как по радианной мере угла найти его градусную

меру и наоборот — по градусной мере угла найти его радианную меру.

§ 2. Радианная мера углов

π
6

π
3

π
2

3π
2

π 2π
4

π

Угол
в градусах

Угол
в радианах
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Упражнения

1°. Изобразите угол, образованный поворотом луча OA около точки O на:
1) 270°; 2) –270°; 3) 720°; 4) –90°;
5) 225°; 6) –45°; 7) 540°; 8) –180°;
9) 360°; 10) –60°.

2°. Чему равны углы поворота, показанные на рисунке 32?

3. Выразите в радианной мере величины углов:
1°) 225°; 2°) 36°; 3) 100°; 4) –240°;
5) –22,5°; 6) –150°.

4. Выразите в градусной мере величины углов:

1) 3π; 2) 
3π
4

; 3) − 2π
5

; 4) 
7π
6

;

5) − π
18

; 6) 
11π

6
; 7) − π

8
; 8) 3.

5. С помощью калькулятора (или таблиц) найдите радианные меры углов:
1) 27°; 2) 132°; 3) 43°; 4) 114°.

6. С помощью калькулятора (или таблиц) найдите градусные меры углов:
1) 0,5585; 2) 0,8098; 3) 3,1416; 4) 4,4454.

1) 2) 3) 4)
Рис. 32
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Т а б л и ц а  7

1. Опредение тригонометрических функций

Через единичную
окружность

 (R = 1)

Через произвольную
окружность

(R — радиус окружности)

Через прямоугольный
треугольник

(для острых углов)

sin ααααα = y

ордината точки Pα

cos ααααα = x

абсцисса точки Pα

tg sin
cos

αα αα
αα

== ==y

x

cos
sin

ctg x
y

α
α

α = =

sinαα == y

R

cosαα == x
R

tgαα == y

x

ctgαα == x
y

sinαα == a
c

cosαα == b
c

tgαα == a
b

ctgαα == b
a

sin (числа α ) = sin (угла в α радиан )

cos (числа α ) = cos (угла в α радиан )

tg (числа α ) = tg (угла в α радиан )

ctg (числа α ) = ctg (угла в α радиан )

2. Тригонометрические функции числового аргумента

—

—

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ
УГЛА И ЧИСЛОВОГО АРГУМЕНТА§§§§§33333
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

1. Определение тригонометрических функций. Из курса геометрии вам из�
вестно определение тригонометрических функций острого угла в прямоуголь�
ном треугольнике. Напомним их.

Синусом острого угла α в прямоугольном треугольнике называется отно�

шение противолежащего катета к гипотенузе: sinα = a

c
 (рис. 33).

Косинусом острого угла α в прямоугольном треугольнике называется от�

ношение прилежащего катета к гипотенузе: cos b

c
α = .

Тангенсом острого угла α в прямоугольном треугольнике называется от�

ношение противолежащего катета к прилежащему: tgα = a

b
.

Котангенсом острого угла α в прямоугольном треугольнике называется

отношение прилежащего катета к противолежащему: ctgα = b

a
.

В курсе геометрии было обосновано, что синус и косинус острого угла зави�
сят только от величины угла и не зависят от длин сторон треугольника и его
расположения, то есть синус и косинус (а таким образом, и тангенс, и котан�
генс) являются функциями угла, которые называются тригонометриче(
скими функциями.

Также в курсе геометрии с использованием окружности с центром в начале
координат было введено определение тригонометрических функций для уг�
лов от  0° до 180°. Эти определения можно применить для нахождения триго�
нометрических функций любых углов. Напомним их (но теперь будем рас�
сматривать любые углы α от –� до + �).

П р о д о л ж. т а б л.  7

3. Линии тангенсов и котангесов

AP
0
 — линия тангенсов (AP

0
 C Oy)

tg α = y
A
 —

ордината соответствующей точки
линии тангенсов

СВ — линия котангенсов (СВ C Oх)

ctg α = x
B
 —

абсцисса соответствующей точки
линии котангенсов
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Возьмем окружность радиуса R с центром в начале координат. Обозначим
точку окружности на положительной полуоси абсцисс через P

0
 (рис. 34). Необ�

ходимые нам углы будем образовывать поворотом радиуса OP
0
 около точки O.

Пусть в результате поворота на угол α около точки O радиус OP
0
 займет поло�

жение OPα (говорят, что при повороте на угол α радиус OP
0
 переходит в ра�

диус OPα, а точка P
0
 переходит в точку Pα). Напомним, что при α > 0 радиус OP

0

поворачивается против часовой стрелки, а при α < 0 — по часовой стрелке.
Пусть точка Pα 

имеет координаты (x; y). Тогда:
синусом угла α называется отношение ординаты точки Pα 

(x; y) окружно�

сти к ее радиусу: sinα = y

R
;

косинусом угла α называется отношение абсциссы точки Pα 
(x; y) окруж�

ности к ее радиусу: cosα = x

R
;

тангенсом угла α называется отношение ординаты точки Pα 
(x; y) окруж�

ности к ее абсциссе: tgα = y

x
 (конечно, при x ≠ 0);

котангенсом угла α называется отношение абсциссы точки Pα 
(x; y) окруж�

ности к ее ординате: ctgα = x

y
 (при y ≠ 0).

Как и для тригонометрических функций острых углов, значения sin α, cos α,
tg α, ctg α зависят только от величины угла α и не зависят от радиуса R *.
Удобно взять R = 1, что позволит несколько упростить приведенные определе�
ния тригонометрических функций.

Окружность радиуса 1 с центром в начале координат будем называть еди(
ничной окружностью.

Пусть при повороте на угол α точка P
0

(1; 0) переходит в точку Pα 
(x; y) (то

есть при повороте на угол α радиус OP
0
 переходит в радиус OPα) (рис. 35).

* Это следует из того, что две концентрические окружности гомотетичны (центр гомоте�
тии — точка О, а коэффициент гомотетии k — отношение радиусов этих окружностей),
тогда и точки Pα на этих окружностях также будут гомотетичны. Таким образом, при перехо�
де от одной окружности к другой в определениях тригонометрических функций числитель
и знаменатель соответствующей дроби умножаются на k, а значение дроби не изменяется.

Рис. 35Рис. 33 Рис. 34

§ 3. Тригонометрические функции угла и числового аргумента
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Синусом угла ααααα называется ордината точки Pααααα (x; y) единичной окружности:
sin ααααα = y.

Косинусом угла ααααα называется абсцисса точки Pααααα (x; y) единичной окружности:
cos ααααα = x.

Тангенсом угла ααααα называется отношение ординаты точки Pααααα (x; y) единич�

ной окружности к ее абсциссе, то есть отношение sin
cos

α
α

.

Таким образом,
sin
cos

tg α
α

α =  (где cos α ≠ 0)  .

Котангенсом угла ααααα называется отношение абсциссы точки Pααααα (x; y) еди�

ничной окружности к ее ординате, то есть отношение cos
sin

α
α .

Таким образом,
cos
sin

ctg α
α

α =  (где sin α ≠ 0)  .

Пример Пользуясь этими определениями, найдем синус, косинус, тан�

генс и котангенс угла 
2

3

π
 радиан.

 Рассмотрим единичную окружность (рис. 36). При повороте на угол 
2

3

π
 ра�

диус OP
0
 переходит в радиус OP2

3
π  (а точка P

0
 переходит в точку P2

3
π ). Коорди�

наты точки P2
3
π  можно найти, используя свойства прямоугольного треуголь�

ника OAP2
3
π  (с углами 60° и 30° и гипотенузой 1): 2

3

1 3

2 2
; .x OA y AP π= − = − = =

Тогда: sin ;2

3

3

2

π = =y  cos ;2

3

1

2

π = = −x  tg ;
sin

cos

2

3

2
3

2
3

3π π

π= = − ctg 2

3

1

3

π = − .  

Аналогично находятся значения синуса, косинуса, тангенса и котангенса
углов, указанных в верхней строке таблицы 8.

Укажем, что таким образом можно
найти тригонометрические функции
только некоторых углов. Тригонометри�
ческие функции произвольного угла
обычно находят с помощью калькуля�
тора или таблиц.

2. Тригонометрические функции чис�
лового аргумента. Введенные определе�
ния позволяют рассматривать не толь�
ко тригонометрические функции углов,
а и тригонометрические функции чис�Рис. 36
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ловых аргументов, если рассматривать тригонометрические функции числа α
как соответствующие тригонометрические функции угла в α радиан. То есть:

синус числа ααααα — это синус угла в ααααα радиан;
косинус числа ααααα — это косинус угла в ααααα радиан.

Например: ( ) 1

6 6 2
sin sin радиан sin30π π= = ° =  (см. также пункт 2 табл. 7).

3. Линии тангенсов и котангенсов. Для решения некоторых задач полезно
иметь представление о линиях тангенсов и котангенсов.
( Проведем через точку P

0
 единичной окружности прямую AP

0
, параллель�

ную оси Oy (рис. 37). Эта прямая называется линией тангенсов.

Пусть α — произвольное число (или угол), для которого cos .α ≠ 0  Тогда
точка Pα 

не лежит на оси Oy и прямая OPα пересекает линию тангенсов
в точке A. Поскольку прямая OPα 

проходит через начало координат, то ее
уравнение имеет вид y = kx. Но эта прямая проходит через точку Pα 

с коор�
динатами (cos α; sin α), значит, координаты точки Pα удовлетворяют урав�
нению прямой y = kx, то есть

sin α = k cos α. Отсюда 

Следовательно, прямая OPα имеет
уравнение y = (tg α)x. Прямая AP

0
имеет уравнение x = 1. Чтобы найти
ординату точки A, достаточно в урав�
нение прямой OPα подставить x = 1.
Получаем y

A
 = tg α. Таким образом,

тангенс угла (числа) ααααα — это
ордината соответствующей
точки на линии тангенсов. )

§ 3. Тригонометрические функции угла и числового аргумента
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Аналогично вводится и понятие ли(
нии котангенсов: это прямая CB
(рис. 38), которая проходит через точ�
ку C (0; 1) единичной окружности па�
раллельно оси Ox.

Если α — произвольное число (или
угол), для которого sin 0α ≠  (то есть
точка Pα не лежит на оси Ox), то пря�
мая OPα пересекает линию котангенсов
в некоторой точке B (x

B
; 1).

Аналогично вышеизложенному обо�
сновывается, что x

B
 = ctg α, таким образом,

котангенс угла (числа) ααααα — это абсцисса соответствующей точки
на линии котангенсов.

Вопросы для контроля

1. Сформулируйте определения тригонометрических функций острого угла
в прямоугольном треугольнике.

2. Сформулируйте определения тригонометрических функций произволь�
ного угла:
а) используя окружность радиуса R с центром в начале координат;
б) используя единичную окружность.

3. Что имеют в виду, когда говорят о синусе, косинусе, тангенсе и котангенсе
числа α?

Упражнения

1°. Постройте на единичной окружности точку Pα,
 
в которую переходит точка

P
0

(1; 0) единичной окружности при повороте на угол α. В какой коорди�
натной четверти находится точка Pα в заданиях 3–6?

1) α = 3π; 2) α = –4π; 3) α π= 7

6
;

4) α π= − 3

4
; 5) α π= 4

3
; 6) 

7

4

πα = .

2. Найдите значение sin α, cos α, tg α, ctg α (если они существуют) при:

1) α = 3π; 2) α = –4π; 3) α π= −
2

;

4) α π= 5

2
; 5*) α π= − 5

6
; 6*) α π= 3

4
.

3°. Пользуясь определением синуса и косинуса, с помощью единичной окруж�
ности укажите знаки sin α и cos α, если:

1) α π= 6

5
; 2) α π= −

6
; 3) α π= 5

6
;

4) α π= − 2

3
; 5) α π=

10
.

Рис. 38
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4*. Пользуясь линией тангенсов, укажите знак tg α, если:

1) α π= 4

3
; 2) α π= − 3

4
; 3) α π= 11

6
;

4) α π= −7

6
; 5) α π= 9

4
.

5*. Пользуясь линией котангенсов, укажите знак сtg α, если:

1) α π= − 4

3
; 2) α π= 3

4
; 3) α π= −11

6
;

4) α π= 7

6
; 5) α π= − 9

4
.

§ 4. Свойства тригонометрических функций

СВОЙСТВА ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ§§§§§44444

Т а б л и ц а  9

1. Знаки тригонометрических функций

sin α cos α tg α, ctg α

2. Четность и нечетность

Косинус — четная функция Синус, тангенс и котангенс —
нечетные функции

cos (–ααααα) = cos ααααα
sin (–ααααα) = –sin ααααα

tg (–ααααα) = –tg ααααα

ctg (–ααααα) = –ctg ααααα
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

1. Знаки тригонометрических функций легко определить, исходя из опреде�
ления этих функций.

( Например, sin α — это ордината соответствующей точки Pα единичной ок�
ружности. Поэтому значение sin α будет положительным, если точка Pα
имеет положительную ординату, a это будет тогда, когда точка Pα находит�
ся в I или II четверти (рис. 39). Если точка Pα находится в III или IV четвер�
ти, то ее ордината отрицательна, и поэтому sin α тоже отрицателен.
Аналогично, учитывая, что cos α — это абсцисса соответствующей точки Pα,
получаем, что cos α > 0 в I и IV четвертях (абсцисса точки Pα положительна)
и cos α < 0 во II и III четвертях (абсцисса точки Pα отрицательна) (рис. 40).

П р о д о л ж. т а б л.  9

3. Периодичность

Функция f (x) называется периодической с периодом Т ≠≠≠≠≠ 0, если для
любых х из области определения функции числа (х + Т) и (х – Т) также
принадлежат области определения и выполняется равенство

f (x + Т) = f (x – Т) = f (x).

y = {x} — дробная часть числа x

T = 1

Через промежутки длиной Т
(на оси Ох) вид графика периоди�

ческой функции повторяется

Если Т — период функции, то ä Т,
ä 2Т,  ä 3Т,  ..., ä kТ — также
периоды этой функции (k ∈ N)

T = 2π  —
общий период для всех

функций:
sin x, сos x, tg x, ctg x

sin (x + 2πππππ) = sin x
cos (x + 2πππππ) = cos x

tg (x + πππππ) = tg x
ctg (x + πππππ) = ctg x

Функции sin x и cos x
имеют период T = 2π

Функции tg x и ctg x
имеют период T = π

Рис. 39 Рис. 40 Рис. 41

sin α cos α tg α, ctg α
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Поскольку sin

cos
tg α

=
α

α  и cos

sin
ctg ,α

α
α =  то tg α > 0 и ctg α > 0 там, где sin α и cos α

имеют одинаковые знаки, то есть в I и III четвертях, tg α < 0 и ctg α < 0 там,
где sin α и cos α имеют разные знаки, то есть во II и IV четвертях (рис. 41). )

2. Четность и нечетность тригонометрических функций.
( Чтобы исследовать тригонометрические функции на четность и нечетность,

заметим, что на единичной окружности точки Pα 
и P

–α расположены сим�
метрично относительно оси Ox (рис. 42). Следовательно, эти точки имеют
одинаковые абсциссы и противоположные ординаты.
Тогда ( )cos cos ,P Px x

−α α
−α = = = α  ( )sin sin .P Py y

−α α
−α = = − = − α

Таким образом, cos x — четная функция, а sin x — нечетная.

Тогда ( ) ( )
( )

sin sin

cos cos
tg tg ;

−α − α=
−α α

−α = = − α  ( ) ( )
( )

cos cos

sin sin
ctg ctg .

−α α
−α − α

−α = = = − α

Поэтому tg x и ctg x — нечетные функции. )
Четность и нечетность тригонометрических функций можно применять

для вычисления значений тригонометрических функций отрицательных
углов (чисел).

Например,  ( )π 1

6 6 2
sin sin ,π− = − = −  ( )π 2

.
4 4 2

cos cos π− = =  

3. Периодичность тригонометрических функций. Множество процессов и
явлений, которые происходят в природе и технике, имеют повторяющийся
характер (например, движение Земли вокруг Солнца, движение маховика).
Для описания процессов такого рода используют так называемые периоди�
ческие функции.

Функция y = f (x) называется периодической с периодом T ≠≠≠≠≠ 0, если для
любого x из области определения функции числа (x + T) и (x – T) также
принадлежат области определения и выполняется равенство

f (x + T) = f (x – T) = f (x).

( Учитывая, что на единичной окружности числам (углам) α и α + 2πk, где
k ∈ Z, соответствует одна и та же точка (рис. 43), получаем

sin (α + 2πk) = = sin α, cos (α + 2πk) = cos α.
Тогда 2πk (k ≠ 0) является периодом функций sin x и cos x.

§ 4. Свойства тригонометрических функций

Рис. 42 Рис. 43
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

При k = 1 получаем, что T = 2π — это период функций sin x и cos x.
Докажем, что эти функции не могут иметь меньший положительный пе�
риод. Чтобы доказать, что T = 2π — наименьший положительный период
косинуса, допустим, что T > 0 — период функции cos x. Тогда для любого
значения x выполняется равенство cos (x + T) = cos x. Взяв x = 0, получаем
cos T = 1. Но это означает, что на единичной окружности при повороте на
угол T точка P

0
 снова попадает в точку P

0
, то есть T = 2πk, где k ∈ Z. Таким

образом, любой период косинуса должен быть кратным 2π, а значит,
2πππππ — наименьший положительный период косинуса. )

( Чтобы обосновать, что T = 2π — наименьший положительный период
функции sin x, достаточно в равенстве sin (x + T) = sin x, которое выполня�

ется для любых значений x, взять 
2

.x π=  Получаем ( )π
2

sin 1.T + =  Но это

означает, что при повороте на угол π
2

T +  точка P
0
 попадает в точку A (0; 1)

(рис. 43), то есть 
π
2 2

2 ,T kπ+ = + π  таким образом, T = 2πk. Следовательно,

любой период синуса должен быть кратным 2π, а значит ,
2πππππ — наименьший положительный период синуса. )

( Если учесть, что на единичной окружности точки Pα и Pα + π являются диа�
метрально противоположными, то этим точкам соответствует одна и та же
точка на линии тангенсов (рис. 44) или на линии котангенсов (рис. 45).
Тогда tg (α + π) = tg α, ctg (α + π) = ctg α, также tg (α + πk) = tg α, ctg (α + πk) =
= ctg α. То есть периодом функций tg x и ctg x является πk (k ≠ 0,  k ∈ Z).
Наименьшим положительным периодом для функций tg x и ctg x явля�
ется T = πππππ.
Чтобы доказать это, достаточно в равенстве tg (x + T) = tg x взять x = 0.
Тогда получим tg T = 0. Таким образом, T = πk, где k ∈ Z. Итак, любой
период тангенса должен быть кратным π, а значит, π — наименьший поло�
жительный период тангенса. Аналогично в соответствующем равенстве

для ctg x достаточно взять π
.

2
x =  )

( Чтобы иметь представление о поведении графика периодической функции
y = f (x), напомним, что по определению график функции y = f (x) состоит

Рис. 44 Рис. 45
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из всех точек M координатной плоскости, которые имеют координаты
(x; y) = (x; f (x)). Первая координата для точек графика выбирается произ�
вольно из области определения функции. Выберем как первую координату
значение x + T (или в обобщенном виде — значение x + kT при целом значе�
нии k) и учтем, что для периодической функции f (x + T) = f (x – T) = f (x)
(в общем случае f (x + kT) = f (x)). Тогда графику функции y = f (x) будет
принадлежать также точка M

1
 координатной плоскости с координатами:

(x + T; y) = (x + T; f (x + T)) = (x + T; f (x)).
Точку M

1 
(x + T; f (x)) можно получить из точки M (x; f (x)) параллельным

переносом вдоль оси Ox на T единиц (рис. 46). В общем случае точку
M

2 
(x + kT; f (x)) можно получить из точки M (x; f (x)) параллельным пере�

носом вдоль оси Ox на kT единиц. Таким образом, через промежуток T вид
графика периодической функции будет повторяться. Поэтому для постро�
ения графика периодической функции с периодом T достаточно постро�
ить график на любом промежутке длиной T (например, на промежутке
[0; T]), а потом полученную линию параллельно перенести вправо и вле�
во вдоль оси Ox на расстояние kT,  где k — любое натуральное число. )

Примеры решения задач

Задача 1 Пользуясь периодичностью, четностью и нечетностью триго�
нометрических функций, найдите:

1) 
π21

;
2

sin      2) cos (–405°);     3)
π16

3
tg ;      4) ctg (–570°).

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 4. Свойства тригонометрических функций

Рис. 46

1) ( )π21

2 2
sin sin 10 π= π + =

      ( )2 2
sin 5 2 sin 1.π π= ⋅ π + = =  

2) cos cos− °( ) = ° =405 405

( ) 2

2
cos 360 45 cos45 .= ° + ° = ° =  

1) Учитывая, что значение функции
sin x повторяется через период 2π,
выделим в заданном аргументе
число, кратное периоду (то есть
10π), а потом воспользуемся равен�
ством sin (α + 2πk) = sin α (k ∈ Z).

2) Сначала учитываем четность коси�
нуса: cos (–α) = cos α, а потом его пе�
риодичность с периодом  2π = 360°:

cos (α + 360°) = cos α.
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Задача 2* Докажите утверждение: если функция y = f (x) периодиче�
ская с периодом T, то функция y = Af (kx + b) также периоди�

ческая с периодом 
T
k  (A, k, b — некоторые числа и k ≠ 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о К о м м е н т а р и й

3) ( )π16

3 3 3
tg tg 5 tg 3.π π= π + = =  

4) ctg (–570°) = –ctg 570° =
     = –ctg (540° +30°) =
     = – ctg (180°æ3 + 30°) =

           ctg 30 3.= − ° = −  

3) Функция тангенс периодическая с
периодом π, поэтому выделяем в за�
данном аргументе число, кратное
периоду (то есть 5π), а потом исполь�
зуем равенство tg (α + πk) = tg α.

4) Сначала учитываем нечетность
котангенса: ctg (–α) = –ctg α, а по�
том его периодичность с периодом
π =180°:

ctg (α + 180°æk) = ctg α.

Пусть ϕ (x) = Af (kx + b) и 1 .T
k

T =

Тогда ϕ (x + T
1
) = Af (k(x + T

1
) + b) =

( )T

k
Af k x b Af kx T b  = + + = ± + =    

( ) ( ) ( ),Af kx b T Af kx b x= + ± = + = ϕ
а это и означает, что функция
ϕ (x) = Af (kx + b) имеет период

1 .T
k

T =

По определению функция ϕ (x) =
= Af (kx + b) будет периодической с пе�

риодом 1 ,T
k

T =  если для любого зна�

чения x из области определения ϕ зна�
чения этой функции в точках x и
x + T

1 
равны, то есть ϕ (x + T

1
) = ϕ (x).

В ходе обоснования учитывается, что
T
k

k ⋅  при k > 0 равно ,T

k
k T⋅ =  а при

k < 0 равно .T

k
k T

−
⋅ = −  Также учтено,

что функция f (x) по условию перио�
дическая с периодом T, и поэтому
f (x

1
 ä T) = f (x

1
), где x

1
= kx + b.

Используем утверждение, доказанное в задаче 2, для нахождения перио�
дов функций.

Например,
1) если функция sin x имеет период T = 2π, то функция sin 4x имеет период

π
1

2

4 2
;T π= =  

2) если функция tg x имеет период T = π, то функция 
4

tg x
 имеет период

 1 1
4

4 .T π= = π
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Вопросы для контроля

1. а) Назовите знаки тригонометрических функций в каждой из координат�
ных четвертей.

б*) Обоснуйте знаки тригонометрических функций в каждой из координат�
ных четвертей.

2. а) Какие из тригонометрических функций являются четными, а какие
нечетными? Приведите примеры использования четности и нечетности
для вычисления значений тригонометрических функций.

б*) Обоснуйте четность или нечетность соответствующих тригонометри�
ческих функций.

3. а) Какая функция называется периодической? Приведите примеры.
б*) Обоснуйте периодичность тригонометрических функций. Укажите наи�

меньший положительный период для синуса, косинуса, тангенса и ко�
тангенса и обоснуйте, что в каждом случае этот период действительно
является наименьшим положительным периодом.

Упражнения

1. Пользуясь периодичностью, четностью и нечетностью тригонометрической
функции, найдите:

1) 
π19

3
cos ; 2) sin (–750°); 3) ( )π19

6
tg ;− 4) ctg 945°;

5) 
π25

4
sin ; 6) cos (–3630°); 7) ( )π17

4
ctg ;− 8) tg 600°.

2*. Среди данных функций найдите периодические и укажите наименьший
положительный период для каждой из них:
1) f (x) = x2; 2) f (x) = sin 2x; 3) f (x) = | x |; 4) f (x) = tg 3x; 5) f (x) = 3.

3. Найдите период каждой из данных функций:

1) y = cos 2x; 2) y = tg 5x; 3) 
3

sin ;xy = 4) y = ctg 3x; 5) 
2

5
cos .xy =

4. На каждом из рисунков 47–50 приведена часть графика некоторой перио�
дической функции с периодом T. Продолжите график на отрезке [–2T; 3T].

§ 4. Свойства тригонометрических функций

Рис. 47 Рис. 48 Рис. 49 Рис. 50
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СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ СИНУСА, КОСИНУСА, ТАНГЕНСА
И КОТАНГЕНСА И ИХ ГРАФИКИ§§§§§55555

График функции y = sin x (синусоида)

Свойства функции y = sin x

1. Область определения: x ∈ R (x — любое действительное число).

D (sin x) = R

2. Область значений: y ∈ [–1; 1].      E (sin x) = [–1; 1]

3. Функция нечетная: sin (–x) = –sin x
(график симметричен относительно начала координат).

4. Функция периодическая с периодом      T = 2π  π  π  π  π  :      sin (x + 2π) = sin x.

5. Точки пересечения с осями координат:      Oy    
0

0

x

y

,=
 =

         Ox    
0,

,  

y

x k Z

=
 = π ∈ k

6. Промежутки знакопостоянства:

sin x > 0 при x ∈∈∈∈∈ (2πππππk; πππππ + 2πππππk), k ∈ Z

sin x < 0 при x ∈∈∈∈∈ (πππππ + 2πππππk; 2πππππ + 2πππππk), k ∈ Z

7. Промежутки возрастания и убывания:

функция sin x возрастает на каждом из промежутков

2 2
2 ; 2 ,k kπ π − + π + π    k ∈ Z, и убывает на каждом из промежутков

3
2 2

2 ; 2 ,k kπ π + π + π    k ∈ Z.

8. Наибольшее значение функции равно 1 при 
2

2 ,x kπ= + π  k ∈ Z.

Наименьшее значение функции равно  –1 при 
2

2 ,x kπ= − + π  k ∈ Z.

5.1. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ y = sin x  И ЕЕ ГРАФИК
Т а б л и ц а  10
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Объяснение и обоснование

Описывая свойства функций, мы будем чаще всего выделять такие их ха�
рактеристики: 1) область определения; 2) область значений; 3) четность или
нечетность; 4) периодичность; 5) точки пересечения с осями координат; 6) про�
межутки знакопостоянства; 7) промежутки возрастания и убывания*; 8) наи�
большее и наименьшее значения функции.

З а м е ч а н и е. Абсциссы точек пересечения графика функции с осью Ох
(то есть те значения аргумента, при которых функция равна нулю) называют
нулями функции.

Напомним, что значение синуса — это ордината соответствующей точки
единичной окружности (рис. 51). Поскольку ординату можно найти для лю�
бой точки единичной окружности, то область определения функции
y = sin x — все действительные числа. Это можно записать так: D (sin x) = R.

Для точек единичной окружности ординаты принимают все значения от
–1 до 1, таким образом, для функции y = sin x область значений: y ∈ [–1; 1].
Это можно записать так:

E (sin x) = [–1; 1].
Как видим, наибольшее значение функции sin x равно единице. Это зна�

чение достигается только тогда, когда соответствующей точкой единичной

окружности является точка A, то есть при 
2

2 ,π= + πx k  k ∈ Z.

 Наименьшее значение функции sin x равно минус единице. Это значение
достигается только тогда, когда соответствующей точкой единичной окруж�

ности является точка B, то есть при π
2

2 ,= − + πx k  k ∈ Z.

Как было показано в § 4, синус — нечетная функция: sin (–x) = –sin x,
поэтому ее график симметричен относительно начала координат.

В § 4 было обосновано также, что синус — периодическая функция с наи�
меньшим положительным периодом T = 2π: sin (x + 2π) = sin x, таким обра�
зом, через промежутки длиной 2π вид графика функции sin x повторяется. По�
этому при построении графика этой функции достаточно построить график на
любом промежутке длиной 2π, а потом полу�
ченную линию параллельно перенести вправо
и влево вдоль оси Ox на расстояние kT = 2πk,
где k — любое натуральное число.

Чтобы найти точки пересечения графика
функции с осями координат, напомним, что
на оси Oy значение x = 0. Тогда соответству�
ющее значение y = sin 0 = 0, то есть график
функции y = sin x проходит через начало ко�
ординат.

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 51

* Промежутки возрастания и убывания функции иногда еще называют промежутка�
ми монотонности функции.
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

На оси Ox значение y = 0. Поэтому необходимо найти такие значения x, при
которых sin x, то есть ордината соответствующей точки единичной окружности,
равна нулю. Это будет тогда и только тогда, когда на единичной окружности
будут выбраны точки C или D, то есть при x = πk, k ∈ Z (см. рис. 51).

Промежутки знакопостоянства. Как было обосновано в § 4, значения
функции синус положительны (то есть ордината соответствующей точки
единичной окружности положительна) в I и II четвертях (рис. 52). Таким
образом, sin x > 0 при x ∈ (0; π), а также, учитывая период, при всех
x ∈ (2πk; π + 2πk), k ∈ Z.

Значения функции синус отрицательны (то есть ордината соответствую�
щей точки единичной окружности отрицательна) в III и IV четвертях, поэто�
му sin x < 0 при x ∈ (π + 2πk; 2π + 2πk), k ∈ Z.

Промежутки возрастания и убывания.
( Учитывая периодичность функции sin x с периодом T = 2π, достаточно

исследовать ее на возрастание и убывание на любом промежутке длиной

2π, например на промежутке π 3

2 2
; .π −  

Если π
2 2

;x π ∈ −    (рис. 53, а), то при увеличении аргумента x (x
2 
> x

1
) орди�

ната соответствующей точки единичной окружности увеличивается (то есть
sin x

2 
> sin x

1
), следовательно, на этом промежутке функция sin x возрас�

тает. Учитывая периодичность функции sin x, делаем вывод, что она так�

же возрастает на каждом из промежутков 
π
2 2

2 ; 2 ,k kπ − + π + π    k ∈ Z.

Если π 3

2 2
;x π ∈     (рис. 53, б), то при увеличении аргумента x (x

2 
> x

1
) орди�

ната соответствующей точки единичной окружности уменьшается (то есть
sin x

2 
< sin x

1
), таким образом, на этом промежутке функция sin x убывает.

Учитывая периодичность функции sin x, делаем вывод, что она также убы�

вает на каждом из промежутков 
π 3

2 2
2 ; 2 ,k kπ + π + π  

 k ∈ Z. )

Проведенное исследование позволяет обоснованно построить график фун�
кции y = sin x. Учитывая периодичность этой функции (с периодом 2π), до�

а б

Рис. 52 Рис. 53
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статочно сначала построить график на любом промежутке длиной 2π, напри�
мер на промежутке [–π; π]. Для более точного построения точек графика вос�
пользуемся тем, что значение синуса — это ордината соответствующей точки
единичной окружности. На рисунке 54 показано построение графика функ�
ции y = sin x на промежутке [0; π]. Учитывая нечетность функции sin x (ее
график симметричен относительно начала координат), для построения гра�
фика на промежутке [–π; 0] отображаем полученную кривую симметрично
относительно начала координат (рис. 55).

Поскольку мы построили график на
промежутке длиной 2π, то, учитывая
периодичность синуса (с периодом 2π),
повторяем вид графика на каждом про�
межутке длиной 2π (то есть переносим
параллельно график вдоль оси Ох на
2πk, где k — целое число).

Получаем график, который называ�
ется синусоидой (рис. 56).

З а м е ч а н и е. Тригонометрические функции широко применяются в ма�
тематике, физике и технике. Например, множество процессов, таких как ко�
лебания струны, маятника, напряжения в цепи переменного тока и т. п.,
описываются функцией, которая задается формулой y = A sin (ωх + ϕ). Такие
процессы называют гармоническими колебаниями.

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 54

Рис. 56

Рис. 55
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

График функции y = A sin (ωx + ϕ) можно получить из синусоиды y = sin х
сжатием или растяжением ее вдоль координатных осей и параллельным пере�
носом вдоль оси Ох. Чаще всего гармоническое колебание является функцией
времени t. Тогда оно задается формулой y = A sin (ωt + ϕ), где А — амплитуда

колебания, ω — частота, ϕ — начальная фаза, 
2π
ω

 — период колебания.

5.2. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ  y = cos x  И ЕЕ ГРАФИК
Т а б л и ц а  11

График функции y = cos x (косинусоида)

Свойства функции y = cos x

1. Область определения: x ∈ R (х — любое действительное число).

D (cos x) = R

2. Область значений: y ∈ [–1; 1].     E (cos x) = [–1; 1]

3. Функция четная:  cos (–x) = cos x
(график симметричен относительно оси Оу).

4. Функция периодическая с периодом    T = 2π  π  π  π  π  :    cos (x + 2π) = cos x.

5. Точки пересечения с осями координат:   Оy   
0

1

x

y

,=
 =

    Оx   
2

0,

,

y

x k Zπ π  

=


= + ∈ k

6. Промежутки знакопостоянства:

cos x > 0 при ( )2 2
2 ; 2 ,x k kπ π∈ − + π + π  k ∈ Z

cos x < 0 при ( )3
2 2

2 ; 2 ,x k kπ π∈ + π + π  k ∈ Z

7. Промежутки возрастания и убывания:

функция cos x возрастает на каждом из промежутков [πππππ + 2πππππk; 2πππππ +
+ 2πππππk], k ∈∈∈∈∈ Z, и убывает на каждом из промежутков [2πππππk; πππππ + 2πππππk], k ∈∈∈∈∈ Z.

8. Наибольшее значение функции равно 1 при x = 2πππππk, k ∈ Z.

Наименьшее значение функции равно  –1 при x = πππππ + 2πππππk, k ∈ Z.
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Объяснение и обоснование

Напомним, что значение косинуса — это абсцисса соответствующей точ�
ки единичной окружности (рис. 57). Поскольку абсциссу можно найти для
любой точки единичной окружности, то область определения функции
y = cos x — все действительные числа. Это можно записать так:

D (cos x) = R.
Для точек единичной окружности абсциссы принимают все значения от –1

до 1, следовательно, область значений функции y = cos x: y ∈ [–1; 1]. Это
можно записать так:

E (cos x) = [–1; 1].
Как видим, наибольшее значение функции cos x равно единице. Это значе�

ние достигается только тогда, когда соответствующей точкой единичной ок�
ружности является точка A, то есть при x = 2πk, k ∈ Z.

Наименьшее значение функции cos x равно минус единице. Это значение
достигается только тогда, когда соответствующей точкой единичной окруж�
ности является точка B, то есть при x = π + 2πk, k ∈ Z.

Как было показано в § 4, косинус — четная функция: cos (– x) = cos x,
поэтому ее график симметричен относительно оси Оу.

В § 4 было обосновано также, что косинус — периодическая функция с наи�
меньшим положительным периодом T = 2π: cos (x + 2π) = cos x. Таким образом,
через промежутки длиной 2π вид графика функции cos x повторяется.

Чтобы найти точки пересечения графика функции с осями координат,
напомним, что на оси Oy значение x = 0. Тогда соответствующее значение
y = cos 0 = 1. На оси Ox значение y = 0. Поэтому необходимо найти такие
значения x, при которых cos x, то есть абсцисса соответствующей точки еди�
ничной окружности будет равна нулю. Это будет тогда и только тогда, когда

на единичной окружности будут выбраны точки C или D, то есть при π
2

,x k= + π
k ∈ Z.

Промежутки знакопостоянства. Как было обосновано в § 4, значения
функции косинус положительны (то есть абсцисса соответствующей точ�
ки единичной окружности положительна) в I и IV четвертях (рис. 58). Сле�

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 58Рис. 57
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

довательно, cos x > 0 при ( )π
2 2

; ,x π∈ −  а также, учитывая период, при всех

( )π
2 2

2 ; 2 ,x k kπ∈ − + π + π  k ∈ Z.

Значения функции косинус отрицательны (то есть абсцисса соответствую�
щей точки единичной окружности отрицательна) во ІІ и ІІІ четвертях, поэто�

му cos x < 0 при ( )π 3

2 2
2 ; 2 ,x k kπ∈ + π + π  k ∈ Z.

Промежутки возрастания и убывания.
( Учитывая периодичность функции cos x (T = 2π), достаточно исследовать

ее на возрастание и убывание на любом промежутке длиной 2π, например
на промежутке [0; 2π].
Если x ∈ [0; π] (рис. 59, а), то при увеличении аргумента x (x

2 
> x

1
) абсцисса

соответствующей точки единичной окружности уменьшается (то есть
cos x

2 
< cos

 
x

1
), следовательно, на этом промежутке функция cos x убывает.

Учитывая периодичность функции cos x, делаем вывод, что она также убы�
вает на каждом из промежутков [2πk; π + 2πk], k ∈ Z.
Если x ∈ [π; 2π] (рис. 59, б), то при увеличении аргумента x (x

2 
> x

1
) абсцис�

са соответствующей точки единичной окружности увеличивается (то есть
cos x

2 
> cos

 
x

1
), таким образом, на этом промежутке функция cos x возрас�

тает. Учитывая периодичность функции cos x, делаем вывод, что она воз�
растает также на каждом из промежутков [π + 2πk; 2π + 2πk], k ∈ Z. )

Проведенное исследование позволяет построить график функции y = cos x
аналогично тому, как был построен график функции y = sin x. Но график
функции у = cos x можно также получить с помощью геометрических преоб�
разований графика функции у = sin х, используя формулу

( )2
sin cos .x xπ + =

( Эту формулу можно обосновать, например, так. Рассмотрим единичную

окружность (рис. 60), отметим на ней точки А = Р
х
 и 

2
x

B Pπ +
= , а также

а б

Рис. 60Рис. 59
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абсциссы и ординаты этих точек. Так как 
2

,AOB π∠ =  то при повороте пря�

моугольника OC
1
AD

1
 около точки О на угол 

2

π  против часовой стрелки он

перейдет в прямоугольник OC2ВD2. Но тогда ОD2 = ОD1 и ОС2 = ОС1. Сле�

довательно, ( ) 2 12
sin cos .B Ax y OC OC t xπ + = = = = =

Укажем также формулы, которые нам понадобятся далее:

( ) 2 12
cos sin .B Ax t OD OD y xπ + = = − = − = − = −  Тогда,

( ) ( )
( )

sin
cos2

2 sin
cos

2

tg ctg .
x

x

x
x

x x

π +π
π −+

+ = = = −  Таким образом,

( )2
tg ctg .x xπ + = −    )

Учитывая, что ( )2
cos sin ,x x π= +  график функции y = cos x можно полу�

чить из графика функции y = sin x его параллельным переносом вдоль оси Ох

на ( )2

π−  (рис. 61). Полученный график называется косинусоидой (рис. 62).

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 61

Рис. 62
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

5.3. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ  y = tg x  И ЕЕ ГРАФИК
Т а б л и ц а  12

Объяснение и обоснование

Напомним, что sin

cos
tg .x

x
x =  Таким образом, областью определения функ�

ции y= tg x будут все значения аргумента, при которых cos х ≠ 0, то есть
π
2

,x k≠ + π  k ∈ Z. Получаем D (tg x): 
2

,x kπ≠ + π  k ∈∈∈∈∈ Z. Этот результат можно

Свойства функции y = tg x

1. Область определения:    D (tg x): 
2

,x kπ≠ + π  k ∈ Z   .

2. Область значений: y ∈ R.      E (tg x) = R

3. Функция нечетная: tg (–x) = –tg x
(график симметричен относительно начала координат).

4. Функция периодическая с периодом    T = π  π  π  π  π  :    tg (x + π) = tg x.

5. Точки пересечения с осями координат:    Оy    
0

0

x

y

,=
 =

     Оx     
0,

,  

y

x k

=
 = π ∈ k Z

6. Промежутки знакопостоянства:

tg x > 0 при ( )2
; ,x k kπ∈ π + π  k ∈ Z

tg x < 0 при ( )2
; ,x k kπ

+∈ − π π  k ∈ Z

7. Промежутки возрастания и убывания:

функция tg x возрастает на каждом из промежутков своей области оп�

ределения, то есть на каждом из промежутков ( )2 2
; ,k kπ π− + π + π  k ∈ Z.

8. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет.

График функции y = tg x (тангенсоида)
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получить и геометрически. Значение тангенса — это ордината соответствую�
щей точки Т

х
 на линии тангенсов (рис. 63). Поскольку точки А и В единичной

окружности лежат на прямых ОА и ОВ, параллельных линии тангенсов, мы

не сможем найти значение тангенса для π
2

,x k= + π  k ∈ Z. Для всех других

значений аргумента мы можем найти соответствующую точку на линии тан�

генсов и ее ординату — тангенс. Следовательно, все значения π
2

x k≠ + π  вхо�

дят в область определения функции у = tg х.
Для точек единичной окружности (которые не совпадают с точками А и В)

ординаты соответствующих точек на линии тангенсов принимают все значения
от –� до +�. Поэтому область значений функции y = tg x — все действительные
числа, то есть y ∈ R. Это можно записать так: E (tg x) = R. Отсюда следует, что
наибольшего и наименьшего значений функция tg x не имеет.

Как было показано в § 4, тангенс — нечетная функция: tg (–x) = –tg x,
следовательно, ее график симметричен относительно начала координат.

Тангенс — периодическая функция с наименьшим положительным пери�
одом T = π: tg (x + π) = tg x (см. § 4). Поэтому при построении графика этой
функции достаточно построить график на любом промежутке длиной π, а по�
том полученную линию перенести параллельно вправо и влево вдоль оси Ox
на расстояния kT = πk, где k — любое натуральное число.

Чтобы найти точки пересечения графика функции с осями координат,
напомним, что на оси Oy значение x = 0. Тогда соответствующее значение
y = tg 0 = 0, то есть график функции y = tg x проходит через начало координат.

На оси Ox значение y = 0. Поэтому необходимо найти такие значения x,
при которых tg x, то есть ордината соответствующей точки линии танген�
сов, равна нулю. Это будет тогда и только тогда, когда на единичной окруж�
ности будут выбраны точки C или D, то есть при x = πk, k ∈ Z.

Промежутки знакопостоянства. Как было обосновано в § 4, значения
функции тангенс положительны (то есть ордината соответствующей точки
линии тангенсов положительна) в I и III
четвертях. Следовательно, tg x > 0 при

( )π
2

0; ,x∈  а также, учитывая период, при

всех ( )π
2

; ,x k k∈ π + π  k ∈ Z.

Значения функции тангенс отрица�
тельны (то есть ордината соответствую�
щей точки линии тангенсов отрицатель�
на) во ІІ и ІV четвертях. Таким образом,

tg x < 0 при ( )π
2

; ,x k k∈ − + π π  k ∈ Z.

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 63
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Промежутки возрастания и убывания.
( Учитывая периодичность функции tg x (период T = π), достаточно исследо�

вать ее на возрастание и убывание на любом промежутке длиной π, напри�

мер, на промежутке ( )π π
2 2

; .−  Если ( )π π
2 2

;x∈ −  (рис. 64), то при увеличении

аргумента x (x
2 

> x
1
) ордината соответствующей точки линии тангенсов

увеличивается (то есть tg x
2 
> tg

 
x

1
). Таким образом, на этом промежут�

ке функция tg x возрастает. Учитывая периодичность функции tg x, де�
лаем вывод, что она возрастает также на каждом из промежутков

( )π π
2 2

; ,k k− + π + π  k ∈ Z. )

Проведенное исследования позволяет обоснованно построить график функ�
ции y = tg x. Учитывая периодичность этой функции (с периодом π), сначала
построим график на любом промежутке длиной π, например на промежутке

( )π π
2 2

; .−  Для более точного построения точек графика воспользуемся также

тем, что значение тангенса — это ордината соответствующей точки линии
тангенсов. На рисунке 65 показано построение графика функции y = tg x

на промежутке ( )π π
2 2

; .−

Рис. 65Рис. 64

Рис. 66
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Далее, учитывая периодичность тангенса (с периодом π), повторяем вид
графика на каждом промежутке длиной π (то есть параллельно переносим
график вдоль оси Ох на πk, где k — целое число).

Получаем график, приведенный на рисунке 66, который называется тан(
генсоидой.

5.4. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ  y = ctg x  И ЕЕ ГРАФИК
Т а б л и ц а  13

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

1. Область определения:    D (ctg x): x ≠≠≠≠≠ πππππk, k ∈∈∈∈∈ Z

2. Область значений: y ∈ R.      E (ctg x) = R

3. Функция четная: ctg (–x) = –ctg x
(график симметричен относительно начала координат).

4. Функция периодическая с периодом    T = π  π  π  π  π  :    ctg (x + π) = ctg x.

5. Точки пересечения с осями координат:  Оy    нет     Оx  

2

0,

,  

y

x kπ

=


= + π ∈ k Z

6. Промежутки знакопостоянства:

ctg x > 0 при ( )2
x k kππ π; ,∈ +  k ∈ Z

ctg x < 0 при ( )2
; ,x k kπ∈ + π π + π  k ∈ Z

7. Промежутки возрастания и убывания:

функция ctg x убывает на каждом из промежутков своей области
определения, то есть на каждом из промежутков (πππππk; πππππ + πππππk), k ∈ Z.

8. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет.

График функции y = ctg x (котангенсоида)

Свойства функции y = ctg x
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

Так как cos 

sin
ctg ,x

x
x =  то областью определения котангенса будут все значе�

ния аргумента, при которых sin х ≠ 0, то есть x ≠ πk, k ∈ Z. Таким образом,

D (ctg x): x ≠≠≠≠≠ πππππk, k ∈ Z.
Тот же результат можно получить, используя геометрическую иллюстра�

цию. Значение котангенса — это абсцисса соответствующей точки на линии
котангенсов (рис. 67). Поскольку точки А и В единичной окружности лежат на
прямых ОА и ОВ, параллельных линии котангенсов, мы не можем найти зна�
чение котангенса для x = πk, k ∈ Z. Для других значений аргумента мы можем
найти соответствующую точку на линии котангенсов и ее абсциссу — котан�
генс. Поэтому все значения x ≠ πk входят в область определения функции
у = ctg х.

Для точек единичной окружности (которые не совпадают с точками А и В)
абсциссы соответствующих точек на линии котангенсов принимают все зна�
чения от –� до + �, таким образом, область значений функции y = ctg x —
все действительные числа, то есть y ∈ R. Это можно записать так: E (ctg x) = R.
Из приведенных рассуждений также вытекает, что наибольшего и наимень(
шего значений функция ctg x не имеет.

Как было показано в § 4, котангенс — нечетная функция: ctg (–x) = –ctg x,
поэтому ее график симметричен относительно начала координат.

Там же было обосновано, что котангенс — периодическая функция с наи�
меньшим положительным периодом T = π: ctg (x + π) = ctg x, поэтому через
промежутки длиной π вид графика функции ctg x повторяется.

Чтобы найти точки пересечения графика функции с осями координат,
напомним, что на оси Oy значение x = 0. Но ctg 0 не существует, значит,
график функции y = ctg x не пересекает ось Oy.

На оси Оx значение y = 0. Поэтому необходимо найти такие значения x,
при которых ctg x, то есть абсцисса соответствующей точки линии котанген�
сов, равна нулю. Это будет тогда и только тогда, когда на единичной окруж�

ности будут выбраны точки C или D, то есть при π
2

,x k= + π  k ∈ Z.

Промежутки знакопостоянства.
Как было обосновано в § 4, значения
функции котангенс положительны (то
есть абсцисса соответствующей точки
линии котангенсов положительна) в I
и III четвертях (рис. 68). Тогда ctg x > 0

при ( )π20; .x∈  Учитывая период, получа�

ем, что ctg x > 0 при всех ( )π
2

; ,x k k∈ π + π
k ∈ Z.Рис. 67
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Значения функции котангенс отрицательны (то есть абсцисса соответству�
ющей точки линии котангенсов отрицательна) во ІІ и ІV четвертях, таким

образом, ctg x < 0 при ( )π
2

; ,x k k∈ + π π + π  k ∈ Z.

Промежутки возрастания и убывания.
( Учитывая периодичность функции ctg x (наименьший положительный

период T = π), достаточно исследовать ее на возрастание и убывание на
любом промежутке длиной π, например на промежутке (0; π).
Если x ∈ (0; π) ( рис. 69), то при увеличении аргумента x (x

2 
> x

1
) абсцисса

соответствующей точки линии котангенсов уменьшается (то есть
ctg x

2
< ctg x

1
), следовательно, на этом промежутке функция ctg x убывает.

Учитывая периодичность функции y = ctg x, делаем вывод, что она также
убывает на каждом из промежутков (πk; π + πk), k ∈ Z. )
Проведенное исследование позволяет построить график функции y = ctg x

аналогично тому, как был построен график функции y = tg x. Но график функ�
ции у = ctg x можно получить также с помощью геометрических преобразований

графика функции у = tg х. По формуле, приведенной на с. 63, ( )π
2

tg ctg ,x x+ = −

то есть ( )π2ctg tg .x x= − +  Поэтому график функции у = ctg x можно получить из

графика функции у = tg х параллельным переносом вдоль оси Ох на ( )π2−  и

симметричным отображением полученного графика относительно оси Ох.
Получаем график, который называется котангенсоидой (рис. 70).

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики

Рис. 70

Рис. 69Рис. 68
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции и укажите нули функции и про�
межутки знакопостоянства: 1) у = 2 sin х; 2) у = sin 2х.

К о м м е н т а р и й
Графики всех данных функций можно получить с помощью геометриче�

ских преобразований графика функции f (x) = sin х (табл. 4). Таким образом,
графиком каждой из этих функций будет синусоида, полученная для:
1) у = 2 sin х = 2 f (x) растяжением графика y = sin x вдвое вдоль оси Оу;
2) у = sin 2х = f (2x) сжатием графика y = sin x вдвое вдоль оси Ох.

Нули функции — это абсциссы точек пересечения графика с осью Ох.
Чтобы записать промежутки знакопостоянства функции, заметим, что

функция у = 2sin х периодическая с периодом T = 2π, а функция у = sin 2х

периодическая с периодом π2

2
.T = = π  Поэтому для каждой функции достаточ�

но выяснить на одном периоде, где значения функции положительны (гра�
фик находится выше оси Ох) и где отрицательны (график находится ниже
оси Ох), а потом полученные промежутки повторить через период.

Р е ш е н и е
1) График функции у = 2 sin х получаем из графика функции у = sin х

растяжением его вдвое вдоль оси Оу.

Нули функции: x = πk, k ∈ Z.
Промежутки знакопостоянства: 2 sin x > 0 при x ∈ (2πk; π + 2πk), k ∈ Z;

2 sin x < 0 при x ∈ (π + 2πk; 2π + 2πk), k ∈ Z. 
2) График функции у = sin 2х получаем из графика функции у = sin х

сжатием его вдвое вдоль оси Ох.
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Нули функции: π
2

,kx =  k ∈ Z.

Промежутки знакопостоянства: sin 2x > 0 при ( )π
2

; ,x k k∈ π + π  k ∈ Z;

sin 2x < 0 при ( )π
2

; ,x k k∈ + π π + π  k ∈ Z. 

Задача 2 Расположите в порядке возрастания числа:
sin 1,9;     sin 3;     sin (–1);     sin (–1,5).

К о м м е н т а р и й
Для расположения данных чисел в порядке их возрастания выясним, ка�

кие из них положительны, а какие отрицательны, а затем сравним между
собой отдельно положительные числа и отдельно отрицательные, учитывая
известные промежутки возрастания и убывания функции sin х.

Р е ш е н и е
Числа sin 1,9 и sin 3 положительны, так как точки Р

1,9
 и Р

3
 находятся

во II четверти. Числа sin (–1) и sin (–1,5) отрицательны, так как точки Р
–1

и Р
–1,5

 находятся в IV четверти.

Учитывая, что 
2

1,9 ,π < < π  
2

3π < < π  и что функция sin х на промежутке 
2

;π π  
убывает, из неравенства 1,9 < 3 получаем sin 1,9 > sin 3.

Также 
2

1 0,π− < − <  
2

1,5 0.π− < − <  Функция sin х на промежутке 
2

; 0π− 
  

возрастает. Учитывая, что –1 > –1,5, получаем sin (–1) > sin (–1,5).
Таким образом, в порядке возрастания эти числа располагаются так:

sin (–1,5), sin (–1), sin 3, sin 1,9. 

Задача 3 Постройте график функции: 1) у = | sin х |; 2) у = sin | х |.

К о м м е н т а р и й
Графики данных функций можно получить с помощью геометрических пре�

образований графика функции f (x) = sin х. Напомним соответствующие пре�
образования:
1) у = | sin х | = | f (x) | — выше оси Ox (и на самой оси) график функции y = sin x

остается без изменений, часть графика, расположенная ниже оси Ox,  ото�
бражается симметрично относительно оси Ox;

2) у = sin | х | = f (| x |) — справа от оси Oy (и на самой оси) график функции
y = sin x остается без изменений, и эта же часть графика отображается сим�
метрично относительно оси Oy.

Р е ш е н и е
Построим сначала график функции у = f (x) = sin х:

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

1) у = | sin х |  = | f (x) |

2) у = sin | х | = f (| x |)

Задача 4 Постройте график функции и укажите промежутки ее убыва�
ния и возрастания:

1) ( )6
cos ;y x π= − 2) у = –tg х.

К о м м е н т а р и й
Графики данных функций можно получить с помощью геометрических пре�

образований графиков функций:
1) f (x) = cos х;
2) ϕ (x) = tg х. Тогда получаем графики функций:

1) ( ) ( )6 6
cosy x f xπ π= − = −  — параллельным переносом графика функции f (x)

вдоль оси Ох на 
6

π
 единиц;

2) y = –tg х = –ϕ (x) — симметрией графика функции ϕ (x) относительно оси Ох.

Чтобы записать промежутки убывания и возрастания функций, отметим,

что функция ( )6
cosy x π= −  периодическая с периодом T = 2π, а функция

у = –tg х периодическая с периодом T = π. Поэтому для каждой из функций
достаточно выяснить на одном периоде, где она убывает и где возрастает,
а затем полученные промежутки повторить через период.

Р е ш е н и е

1) График функции ( )6
cosy x π= −  получаем из графика функции у = cos х

параллельным переносом вдоль оси Ох на 
6

π
 единиц.
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Функция убывает на каждом из промежутков 
π π7

6 6
2 ; 2 ,k kπ + π +    k ∈ Z,

и возрастает на каждом из промежутков 
π5

6 6
2 ; 2 ,k kπ − + π + π    k ∈ Z. 

2) График функции у = –tg х получаем симметричным отображением
графика функции у = tg х относительно оси Ох.

Функция убывает на каждом из промежутков ( )π
2 2

; ,k kπ− + π + π  k ∈ Z. 

Вопросы для контроля

1. а) Постройте график функции у = sin х. Пользуясь графиком, охаракте�
ризуйте свойства этой функции.

б*) Обоснуйте свойства функции у = sin х.
2. а) Постройте график функции у = cos х. Пользуясь графиком, охаракте�

ризуйте свойства этой функции.
б*) Обоснуйте свойства функции у = cos х.

3. а) Постройте график функции y = tg х. Пользуясь графиком, охарактери�
зуйте свойства этой функции.

б*) Обоснуйте свойства функции y = tg х.
4. а) Постройте график функции y = ctg х. Пользуясь графиком, охаракте�

ризуйте свойства этой функции.
б*) Обоснуйте свойства функции у = ctg х.

§ 5. Свойства функций синуса, косинуса, тангенса и котангенса и их графики
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Упражнения

1. Пользуясь свойствами функции у = sin x, сравните числа:

1°) sin 100° и sin 130°;       2) sin 1° и sin 1;               3°) 
π21

5
sin  и  π12

5
sin .

2. Пользуясь свойствами функции у = cos x, сравните числа:

1°) cos 10° и cos 40°;           2) cos (–2) и cos (–3);         3°) 
π3

7
cos  и 

π6
.

7
cos

3. Пользуясь свойствами функции у = tg x, сравните числа:

1°) tg 15° и tg 140°;            2°) 
π2

9
tg  и 

π10

9
tg ;              3) tg (–1,2π) и tg (–0,1π).

4. Пользуясь свойствами функции у = сtg x, сравните числа:

1) ctg 3° и ctg 5°;                 2) 
π

10
ctg  и π13

10
ctg ;          3) ctg (–1) и ctg (–1,2).

5. Расположите числа в порядке их возрастания:
1) sin 3,3, sin 3,9, sin 1,2; 2) cos 0,3, cos 1,9, cos 1,2;
3) tg 0,7, tg (–1,3), tg 1,5; 4) ctg 0,5, ctg 2,9, ctg 1,1.

Постройте график функции и укажите нули функции и промежутки зна�
копостоянства  (6–9).

6. 1) ( )3
sin ;y x π= −         2°) 

3
sin ;xy =               3) у = sin (–x);       4°) у = –sin x;

5°) у = 3 sin x;              6) у = –| sin x |;         7*) у = sin x + | sin x |.

7. 1) ( )6
cos ;y x π= +         2°) у = cos 3x;            3) у = cos (–x);        4°) у = –cos x;

5°) у = 2 cos x;              6) у = | cos x |;            7*) у = cos x – | cos x |.

8. 1) ( )4
tg ;y x π= −     2) у = tg 2x;    3) у = tg (–x);    4) у = tg | x |;    5) у = | tg x |.

9. 1) ( )3
ctg ;y x π= +      2) у = ctg (–x);      3) у = –ctg x;      4) у = 3 ctg x.

Постройте график функции и укажите промежутки возрастания и убыва�
ния функции (10–13).

10. 1°) у = sin 3x;     2°) у = 3 sin x;     3°) у = sin x + 1;     4*) ( )4
sin 2 .y x π= +

11. 1°) 
2

cos ;xy =        2°) у = cos x – 1;      3) у = cos| x |;       4*) ( )3
3 cos 2 .y x π= −

12. 1) у = tg 4x;        2) у = tg x + 3;        3) у = –2 tg x;     4*) у = tg x + | tg x |.

13. 1)
3

ctg ;xy =          2) у = –2ctg x;         3) у = | ctg x |;     4*) у = ctg x + ctg | x |.
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Объяснение и обоснование

( На рисунке в таблице 14 изображена единичная окружность, то есть ок�
ружность радиуса 1 с центром в начале координат. Уравнение этой окружно�
сти имеет вид x2 + y2 = 1.

Пусть при повороте на угол α точка P
0 
(1; 0) единичной окружности пере�

ходит в точку Pα 
(x; y) (то есть при повороте на угол α радиус OP

0
 переходит

в радиус OPα). Напомним, что синусом α называется ордината точки Pα 
(x; y)

единичной окружности, то есть sin α = y, а косинусом α называется абсцисса
этой точки, то есть cos α = x. Координаты точки Pα удовлетворяют уравнению
окружности, тогда y2 + x2 = 1, следовательно,

sin2 ααααα + соs2 ααααα = 1.   )
Это соотношение называют основным тригонометрическим тождеством.
Напомним также, что:

sin

cos
tg

α
α

α =  (где cos α ≠ 0); ctg cos
sin

αα αα
αα

==  (sin α ≠ 0).

Тогда sin cos

cos sin
tg ctg 1,α α

α α
α ⋅ α = ⋅ =  то есть

tg αααααæææææ ctg ααααα = 1 (sin α ≠ 0 і cos α ≠ 0).
С помощью этих соотношений и основного тригонометрического тожде�

ства получаем:
2 2 2

2
2 2 2

sin cos sin 1

cos cos cos
1 tg 1 ,α α + α

α α α
+ α = + = =   то есть

2
2

1
cos

1 tg
α

+ α =  (cos α ≠ 0)

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ
ФУНКЦИЯМИ ОДНОГО АРГУМЕНТА§§§§§66666

Т а б л и ц а  14

x2 + y2 = 1 Основное тригонометрическое тождество

sin2 ααααα + соs2 ααααα = 1

cos α = x
sin α = y

2
2cos

1 tg
α

α+ = 1

12
2sin

1 ctg
α

α+ =

tg sin
cos

αα αα
αα

=

ctg cos
sin

α α
α

=

tg αααααæææææctg ααααα = 1
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Аналогично получаем: 
2 2 2

2
2 2 2

cos sin cos 1

sin sin sin
1 ctg 1 ,α α + α

α α α
+ α = + = =  то есть

2
2

1
sin

1 ctg
α

α+ =  (sin α ≠ 0).

Примеры решения задач

Задача 1 Зная значение одной из тригонометрических функций и ин�
тервал, в котором находится α, найдите значение трех осталь�
ных тригонометрических функций:

1)
4

5
sin ,α =  90° < α < 180°; 2)

1

3
tg ,α =  

π3

2
.π < α <

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) Из равенства sin2 α + соs2 α = 1
получаем: соs2 α = 1– sin2 α. Отсю�

да ( )2
2 4 9

5 25
cos 1 .α = − =  Поскольку

90° < α < 180°, то соs α < 0, а зна�

чит, 9 3

25 5
cos .α = − = −

Тогда 

4
sin 45
cos 3 3

5

tg ,α
α −

α = = = −

cos 3

sin 4
ctg .α

α
α = = −  

2) Из равенства tg αæсtg α = 1 по�

лучаем 1

tg
ctg 3.

α
α = =  Подставля�

ем в равенство 2
2

1

cos
1 tg

α
+ α =  зна�

чение tg α и получаем:

 
2

1 1

9 cos
1 .

α
+ =  Отсюда 2 9

10
cos .α =

Поскольку 
π3

2
,π < α <  то соs α < 0,

тогда 
9 3

10 10
cos .α = − = −

       
1 3 1

3 10 10
sin tg cos . α = α ⋅ α = ⋅ − = −  

1) Равенство sin2 α + соs2 α = 1 свя�
зывает sin α и соs α и позволяет выра�
зить одну из этих функций через дру�
гую. Например, соs2 α = 1 – sin2 α.

Тогда cos sin .α α= ± −1 2  Учитывая,

в какой четверти находится α, мы мо�
жем определить знак, который необ�
ходимо взять в правой части формулы
(это знак косинуса во ІІ четверти).

Зная sin α и соs α, находим

sin

cos
tg α

α
α =  и cos

.
sin

ctg α
α

α =  Укажем,

что после нахождения tg α значение
сtg α можно также найти из соотно�
шения  tg αæ сtg α = 1.

2) Равенство tg αæсtg α = 1 связы�
вает tg α и сtg α и позволяет выразить
одну из этих функций через другую
как обратную величину.

Равенство 2
2

1

cos
1 tg

α
+ α =  связы�

вает tg α и соs α и позволяет выразить
одну из этих функций через другую.

Например, 2
2

1

1 tg
cos .

+ α
α =  Тогда

cos .
tg

α
α

= ±
+

1

1 2
 Зная, в какой чет�

верти находится α, мы можем опреде�
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Задача 2 Упростите выражение 
2

2

1 cos

tg
.− α

α

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1
2

2

2

2

2

2− = =cos

tg

sin

sin

cos

cos .α

α

α

α

α

α
 

§ 6. Соотношения между тригонометрическими функциями одного аргумента

лить знак, который необходимо взять
в правой части формулы (это знак ко�
синуса в ІІІ четверти).

Для нахождения sin α можно вос�
пользоваться соотношением

sin

cos
tg cos cos sin .α

α
α ⋅ α = ⋅ α = α

Для преобразования числителя
данной дроби из основного триго�
нометрического тождества sin2 α +
+ соs2 α = 1 находим: 1– соs2 α = sin2 α.
Затем, используя определение тан�

генса: sin

cos
tg α

α
α = , упрощаем полу�

ченную дробь.

Задача 3 Упростите выражение sin4 α – соs4 α + соs2 α.

К о м м е н т а р и й
Для преобразования тригонометрических выражений наряду с тригоно�

метрическими формулами используют также алгебраические формулы, в час�
тности, формулы сокращенного умножения. Так, выражение sin4 α – соs4 α
можно рассматривать как разность квадратов: (sin2 α)2 – (соs2 α)2. Тогда его
можно разложить на множители (на произведение суммы и разности sin2 α и
соs2 α), а затем применить основное тригонометрическое тождество
sin2 α + соs2 α = 1.

Р е ш е н и е
 sin4 α – соs4 α + соs2 α = (sin2 α + соs2 α)(sin2 α – соs2 α) + соs2 α =
=1æ(sin2 α – соs2 α) + соs2 α = sin2 α – соs2 α +соs2 α = sin2 α. 

Задача 4* Упростите выражение 
ctg

tg ctg
α

α + α  при 
π
2

.< α < π

К о м м е н т а р и й

Сначала используем определение тангенса и котангенса: sin

cos
tg ,α

α
α =

cos

sin
ctg ,α

α
α =  а после преобразования знаменателя дроби — основное тригоно�
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

метрическое тождество sin2 α + соs2 α = 1, далее упрощаем полученную дробь.

В конце учитываем, что 2 .a a=  Для раскрытия знака модуля находим знак

косинуса в заданном промежутке и учитываем, что при a < 0 значение  | a | = –a.

Р е ш е н и е

 

cos
ctg sin

tg ctg sin cos

cos sin

α
α α

α + α α α
α α

= =
+

2 2

cos cos

sin sin
sin cos 1

cos sin cos sin

α α
α α

α + α
α ⋅ α α ⋅ α

= =

2cos= α = cos cos ,α = − α   поскольку во ІІ четверти ( )π
2

< α < π  соs α < 0. 

Задача 5 Докажите тождество 
( )2

2

sin cos 1

tg cos
2.

α + α −
α α

=

К о м м е н т а р и й

Докажем, что левая часть равенства равна правой. Для этого в знаменате�

ле используем формулу sin

cos
tg ,α

α
α =  а в числителе возведем выражение в скоб�

ках в квадрат и используем формулу sin2 α + соs2 α = 1. Напомним, что тожде(
ством называется равенство, верное при всех допустимых значениях букв,
входящих в него. Поэтому данное равенство является тождеством только при
условии tg α ≠ 0 и соs α ≠ 0.

Р е ш е н и е

( )2

2

sin cos 1

tg cos

α + α −
α α

=
2 2

2

sin cos 2 sin cos 1

sin
cos

cos

α + α + α α −
α ⋅ α
α

1 2 sin cos 1 2 sin cos

sin cos sin cos
2.

+ α α − α α
α α α α

= = =

2 = 2. Таким образом, данное равенство является тождеством. 

З а м е ч а н и е. При доказательстве тождеств чаще всего используют такие
приемы:
1) с помощью тождественных преобразований доказывают, что одна часть

равенства равна другой;
2) рассматривают разность левой и правой частей тождества и доказывают,

что эта разность равна нулю (этот прием используют в тех случаях, когда
планируется преобразовывать обе части тождества).

Вопросы для контроля

1. Запишите соотношение между тригонометрическими функциями одного
аргумента.

2*. Докажите соотношение между тригонометрическими функциями одного
аргумента.
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Упражнения

1. Существует ли число α, одновременно удовлетворяющее условиям:

1°) 
1

3
sin ,α =  

1

3
cos ;α =    2°) 

3

5
sin ,α =  

4

5
cos ;α =    3°) sin α = 0,7, соs α = 0,3;

4°) 
3

5
tg ,α =  

5

3
ctg ;α =    5°) 

4

7
tg ,α =  

7

4
ctg ;α =    6) tg 2 3,α = +   ctg 2 3?α = −

2. Зная значение одной из тригонометрических функций и интервал, в кото�
ром содержится α, вычислите значения трех остальных тригонометриче�
ских функций:

1°) 
12

13
sin ,α = −  

π3

2
2 ;< α < π 2°) соs α = –0,8, 

π
2

;< α < π

3) 
3

2
tg ,α =  

π3

2
;π < α < 4)  ctg α = –0,2, 

π
2

.< α < π

3. Упростите выражение:

1°) 1– sin2 α – соs2 α; 2°) (1– соs α)æ(1 + соs α); 3°) 
2 2

2

ctg sin

1 sin
;α α

− α

4°) sin2 α – tg α ctg α; 5) sin4 α +2 sin2 α соs2 α + соs4 α;

6) 2 2

tg ctg

1+tg 1+ctg
;α α

α α
− 7) 2

cos tg

sin
ctg cos ;α ⋅ α

α
− α α

8) ( )( )1 1

sin sin
ctg ctg ;

α α
+ α − α 9*) 

4 4

6 6

sin cos 1

sin cos 1
;α + α −

α + α −

10*) 
1+sin 1 sin

1 sin 1 sin

α − α
− α + α

−  при π3

2
.π < α <

4. Докажите тождество:

1°) 2
2

1

cos
1 tg ;

α
− = α 2°) 2

2

1

sin
1 ctg ;

α
− = α

3°) (sin α + соs α)2 + (sin α – соs α)2 = 2; 4) 2ctg

ctg tg
cos ;α

α + α
= α

5) 
2

2 2 2

1 tg 1

1 tg cos sin
;+ α

− α α − α
= 6) 

cos 1 sin 2

1 sin cos cos
;α + α

+ α α α
+ =

7) ctg2 α – соs2 α = ctg2 α соs2 α; 8) ( ) ( )2 2

2

2

cos
1 tg 1 tg ;

α
+ α + − α =

9*) 
3 3cos sin

1 sin cos
cos sin ;α − α

+ α α
= α − α 10*) 

4 4
2

4

1 sin cos

cos
2 tg .− α − α

α
= α

5*. 1) Известно, что 1

2
sin cos .α + α =  Найдите sin αæсоs α.

2) Известно, что tg α + сtg α = 2. Найдите: а) tg2 α + сtg2 α;   б) tg3 α + сtg3 α.

§ 6. Соотношения между тригонометрическими функциями одного аргумента
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7.1. ФОРМУЛЫ СЛОЖЕНИЯ

Т а б л и ц а  15

ФОРМУЛЫ СЛОЖЕНИЯ И ИХ СЛЕДСТВИЯ§§§§§77777

Объяснение и обоснование

1. Косинус разности и суммы.

( Чтобы получить формулу для cos (α – β), сначала рассмотрим случай, ког�
да α и β находятся в промежутке [0; π] и α > β. На единичной окружности

обозначим точки Рα и Рβ и изобразим векторы OPα  и OPβ  (рис. 71). Эти
векторы имеют те же координаты, что и точки Рα и Рβ, 

то есть:

( )cos ; sin ,OPα α α  ( )cos ; sin .OPβ β β
Длины (модули) этих векторов рав�

ны единице: 1,α =OP 1,β =OP  а угол
между ними равен α – β  (то есть
∠ РαOРβ = α – β).

Найдем скалярное произведение

векторов OPα  и OPβ  двумя способами:

1) как сумму произведений одноимен�
ных координат:Рис. 71

1. Косинус разности и суммы

cos (ααααα – βββββ) = cos ααααα cos βββββ + sin ααααα sin βββββ

cos (ααααα + βββββ) = cos ααααα cos βββββ – sin ααααα sin βββββ

2. Синус суммы и разности

sin (ααααα + βββββ) = sin ααααα cos βββββ + cos ααααα sin βββββ

sin (ααααα – βββββ) = sin ααααα cos βββββ – cos ααααα sin βββββ

3. Тангенс суммы и разности

( ) tg tg
1 tg tg

tg α − β
+ α β

α − β =( ) tg tg
1 tg tg

tg α + β
− α β

α + β =
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cos cos sin sin ;OP OPα β⋅ = α ⋅ β + α ⋅ β
2) как произведение длин (модулей) векторов на косинус угла между ними:

OP OP OP OP P OPα β α β α β α β α β⋅ = ⋅ ⋅ ∠ = ⋅ ⋅ −( ) = −( )cos cos cos .1 1

Таким образом,

cos (ααααα – βββββ) = cos ααααα cos βββββ + sin ααααα sin β  β  β  β  β  .                 (1)

Полученное равенство называют формулой косинуса разности. Словесно
ее можно сформулировать так:

косинус разности двух углов (чисел) равен произведению косинуса
первого угла (числа) на косинус второго плюс произведение синуса
первого на синус второго.

Чтобы обосновать эту формулу в общем случае, напомним, что по опреде�
лению угол между векторами (∠ РαOРβ) может быть только в пределах от

0 до π. Поэтому при α > β угол между векторами OPα  и OPβ  может равняться
α – β (рис. 71), или 2π – (α – β) (рис. 72), или принимать значения, отлич�
ные от этих значений на целое число оборотов (то есть на 2πk, где k ∈ Z).
Учитывая периодичность (с периодом 2π) и четность функции косинус, по�
лучаем, что в любом случае cos ∠ РαOРβ = cos (α – β), таким образом, приве�
денное обоснование остается верным для любых значений α и β.

С помощью формулы (1) легко вывести формулу косинуса суммы:
cos (α + β) = cos (α – (–β)) = cos α cos (–β) + sin α sin (–β) =

= cos α cos β – sin α sin β. Таким образом,

       cos (ααααα + βββββ) = cos ααααα cos βββββ – sin ααααα sin β   β   β   β   β   .           (2)

Косинус суммы двух углов (чисел) равен произведению косинуса пер�
вого угла (числа) на косинус второго минус произведение синуса пер�
вого на синус второго. )))))

2. Синус суммы и разности.
( Выведем теперь формулы синуса

суммы и синуса разности.
Сначала по формуле (1) получим два
полезных соотношения. А именно:

cos cos cos sin sin

cos sin sin .

π π πϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
2 2 2

0 1

−( ) = + =

= ⋅ + ⋅ =

ϕ

Перепишем полученную формулу
справа налево:

    ( )π
2

sin cos .ϕ = − ϕ          (3)

§ 7. Формулы сложения и их следствия

Рис. 72
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Если подставить в формулу (3) 
π
2

,ϕ = − α  то получим:

( )π
2

sin cos .− α = α     (4)

Применяя формулы (3), (1) и (4), имеем:

( ) ( )( ) ( )( )2 2
sin cos cosπ πα + β = − α + β = − α − β =

( ) ( )π
2 2

cos cos sin sin sin cos cos sin .π= − α β + − α β = α β + α β  Таким образом,

           sin (ααααα + βββββ) = sin ααααα cos βββββ + cos ααααα sin β  β  β  β  β  .                 (5)

Cинус суммы двух углов (чисел) равен произведению синуса первого
угла (числа) на косинус второго плюс произведение косинуса пер�
вого на синус второго.

Для синуса разности имеем:
sin (α – β) = sin (α + (–β)) = sin α cos (–β) + cos α sin (–β) =

=  sin α cos β – cos α sin β. Таким образом,

           sin (ααααα – βββββ) = sin ααααα cos βββββ – cos ααααα sin β  β  β  β  β  .

Cинус разности двух углов равен произведению синуса первого угла
(числа) на косинус второго минус произведение косинуса первого
на синус второго. )))))

3. Тангенс суммы и разности.
( С помощью формул сложения для синуса (5) и косинуса (2) легко получить

формулы сложения для тангенса или котангенса. Например,

( ) ( )
( )

β + β
β

sin cos cos sinsin
.

cos cos cos sin sin
tg α αα + β

α + β α β − α
α + β = =

Разделим числитель и знаменатель последней дроби на произведение
cos α cos β (при условии, что cos α ≠ 0 и cos β ≠ 0 ) и получим:

sin cos cos sin sinsin

cos cos cos cos cos cos tg tg

cos cos sin sin sin 1 tg tgsin
1

cos cos cos cos cos cos

.

α β α β βα+ +
α β α β α β α + β
α β α β β − α βα− − ⋅
α β α β α β

= =
 Таким образом,

( ) tg tg
1 tg tg

tg .α + β
− α β

α + β =

Для тангенса разности имеем:

( ) ( )( ) tg tg( ) tg tg

1 tg  tg( ) 1 tg tg
tg tg .α + −β α − β

− α − β + α β
α − β = α + −β = =  Таким образом,

      ( ) tg tg
1 tg tg

tg .α − β
+ α β

α − β =   )



83

Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите: 1) sin 15°; 2) cos15°; 3) tg 15°.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 7. Формулы сложения и их следствия

1) sin 15° = sin (45° – 30°) =
= sin 45° cos 30° – cos 45° sin 30° =

2 3 2 1 6 2

2 2 2 2 4
.−= ⋅ − ⋅ =  

2) cos 15° = cos (45° – 30°) =
= cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30° =

2 3 2 1 6 2

2 2 2 2 4
.+= ⋅ + ⋅ =

3) tg 15° = tg (45° – 30°) =

tg 45 tg 30

1 tg 45 tg 30

−
+

=
� �

� �

3
1

3 33

3 3 3
1 1

3

− −

++ ⋅

= = =

( )
( )( )

2
3 3

3 3 3 3

−

+ −
= = 12 6 3

6
2 3.− = −

Представим 15° как разность:
15° = 45° – 30°,

а значения тригонометрических фун�
кций углов 45° и 30° мы знаем. Поэто�
му, записав синус 15° как синус раз�
ности, получим значение sin 15°. Ана�
логично найдем cos 15° и tg 15°.

Заметим, что для нахождения
tg 15° можно применить также фор�

мулу sin

cos
tg .α

α
α =

В задании 3 после подстановки

тангенса в данное выражение 
3 3

3 3

−

+
удобно избавиться от иррационально�

сти в знаменателе дроби, что значи�
тельно упрощает ответ.

Задача 2 Упростите выражение 
( )
( )

cos sin sin
.

cos sin sin

α + β + α β
α − β − α β

К о м м е н т а р и й

Для преобразования числителя и знаменателя дроби применим формулы
косинуса суммы и косинуса разности и приведем подобные члены.

Р е ш е н и е

( )
( )

cos sin sin

cos sin sin

α + β + α β
α − β − α β

= cos cos sin sin sin sin

cos cos sin sin sin sin

α β − α β + α β
α β + α β − α β

cos cos

cos cos
1.α β

α β
= =  

Задача 3 Найдите значение выражения cos 37° cos 23° – sin 37° sin 23°.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

cos 37 cos 23 sin 37 cos 23° ° − ° ° =

( ) 1

2
cos 37 23 cos 60 .= ° + ° = ° =  

Используем формулу косинуса
суммы справа налево:

cos α cos β – sin α sin β = cos (α + β).
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Задача 4 Докажите тождество:

1) ( )4
sin cos 2sin ;πα + α = α +

2) ( )4
sin cos 2sin .πα − α = α −

К о м м е н т а р и й
Для обоснования этих тождеств докажем, что их правые части равны ле�

вым, применяя формулы синуса суммы и синуса разности:
sin (α ä β) = sin α cos β ä cos α sin β.

Д о к а з а т е л ь с т в а

1) ( )4
2sin πα + = ( )4 4

2 sin cos cos sinπ πα + α 2 2

2 2
2 sin cos

  = α ⋅ + α ⋅ = 
      sin cos ;= α + α

2) ( )4
2sin πα − = ( )4 4

2 sin cos cos sinπ πα − α = 2 2

2 2
2 sin cos

  α ⋅ − α ⋅ = 
      sin cos .= α − α

Вопросы для контроля

1. Запишите формулы сложения: а) косинус суммы и косинус разности;
б) синус суммы и синус разности; в) тангенс суммы и тангенс разности.

2*. Докажите формулы сложения: а) косинус суммы и косинус разности;
б) синус суммы и синус разности; в) тангенс суммы и тангенс разности.

Упражнения

1. Вычислите:
1) sin 13° cos 17° + cos 13° sin 17°; 2) sin 16° cos 29° + sin 29° cos 16°;

3) sin 78° cos 18° – sin 18° cos 78°; 4) sin 63° cos 33° – sin 33° cos 63°;

5) cos 66° cos 6° + sin 66° sin 6°; 6) cos 71° cos 26° + sin 71° sin 26°;

7) cos 20° cos 25° – sin 20° sin 25°; 8) cos 18° cos 12° – sin 18° sin 12°;

9) 
tg 10 tg 35

1 tg 10 tg 35
;

° + °
− ° ° 10) 

tg 73 tg 13

1 tg 73 tg 13
;° − °

+ ° ° 11) 
1+ tg 67 tg 7

tg 67 tg 7
.

° °
° − °

2. Упростите:
1°) sin 5α cos 3α – cos 5α sin 3α;     2) cos 4α cos 2α + sin 4α sin 2α;
3) sin (α – β) cos β + cos (α – β) sin β;      4) cos α cos (α + β) + sin α sin (α + β);

5°) 
cos7 cos 4 sin7 sin 4

;
sin cos2 cos sin2

α α + α α
α α + α α

6°) 
sin8 cos2 cos8 sin2

cos2 cos 4 sin2 sin4
;α α − α α

α α − α α

7°) 
tg 4 tg 3

1 tg 4 tg 3
;

α + α
− α α 8°) 

tg 7 tg 2

1 tg 7 tg 2
;

α − α
+ α α
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9) 
( ) ( )
( ) ( )

sin sin

sin sin
;

α + β + α − β
α + β − α − β 10) 

( )
( )

sin 2sin cos

cos 2cos cos
.

α + β − α β
α + β − α β

3. С помощью формул сложения вычислите:
1) sin 75°;     2) cos 75°;     3) tg 75°;     4) sin 105°;     5) cos 105°;     6) tg 105°.

4. Докажите тождество:
1) sin (α + β) + sin (α – β) = 2 sin α cos β;
2) cos (α – β) – cos (α + β) = 2 sin α sin β;

3) 
( )sin

cos cos
tg tg ;

α + β
α β

= α + β 4) 
( )sin

sin sin
ctg ctg .

α − β
α β

= β − α

5) ( ) ( )sin 30 cos 60 3sin ;− α − − α = − α� �    6) sin (30° – α) + sin (30° + α) = cos α;

7*) ( ) ( )3 3

4 4
tg tg tg tg 1;π π− α + α = − α α −  8*) ( ) ( )4 4

tg tg 1 tg tg ;π πα + − α = + α + α

9*) 
3 sin 2cos (60 )

2sin (60 ) 3 cos
ctg ;

α + + α

+ α − α
= α

�

�
    10*) 

( )
( )

2 cos 2cos 45

2sin 45 2 sin
tg .

α − + α

+ α − α
= α

�

�

7.2. ФОРМУЛЫ ДВОЙНОГО АРГУМЕНТА
Т а б л и ц а  16

§ 7. Формулы сложения и их следствия

Объяснение и обоснование

( Чтобы получить формулы двойного аргумента, достаточно в формулах сло�
жения

sin (α + β) = sin α cos β + cos α sin β,
cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β,

( ) tg tg

1 tg  tg
tg α + β

− α β
α + β =

взять β = α. Получим тождества:
sin 2α = sin α cos α + cos α sin α = 2 sin α cos α, то есть

sin 2ααααα = 2 sin ααααα cos ααααα.
cos 2α = cos α cos α – sin α sin α = cos2 α – sin2 α, то есть

cos 2ααααα = cos2 ααααα – sin2 ααααα.

sin 2ααααα = 2 sin ααααα cos ααααα

cos 2ααααα = cos2 ααααα – sin2 ααααα = 1 – 2 sin2 α = 2 cos2 α – 1

−
=

2

2 tg
1 tg

tg2 α
α

α
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2

tg tg 2tg

1 tg tg 1 tg
tg 2 ,α + α α

− α ⋅ α − α
α = =  то есть

−
= 2

2tg
1 tg

tg 2 .α
α

α  )

Из формулы cos 2α = cos2 α – sin2 α, используя основное тригонометричное
тождество cos2 α + sin2 α = 1, можно получить формулы, которые позволяют
выразить cos 2α только через sin α или только через cos α.

( Действительно, из основного тригонометрического тождества получаем
sin2 α = 1– cos2 α, cos2 α = 1 – sin2 α. Тогда

cos 2α = cos2 α – sin2 α = cos2 α – (1– cos2 α) = 2 cos2 α – 1, то есть

          cos 2α = 2 cos2 α – 1.           (1)

cos 2α = cos2 α – sin2 α = 1 – sin2 α – sin2 α = 1 – 2 sin2 α, то есть

          cos 2α = 1 – 2 sin2 α. )           (2)

Из формул (1) и (2) можно получить следствия, которые полезно запомнить:

        2 1 cos 2

2
sin ,

αα −=  2 1 cos 2

2
cos .

αα +=

Эти формулы называют формулами понижения степени.

Если в последних формулах обозначить 2α = x, то есть 
2

,xα =  то можно

записать такие формулы:

         2

2
1 cos 2 sin ,xx− =    2

2
1 cos 2 cos .xx+ =           (3)

Заметим, что формулы синуса и косинуса двойного аргумента справедли�
вы для любых значений аргумента, тогда как формула тангенса двойного ар�
гумента справедлива только для тех значений аргумента α, для которых оп�

ределены tg α и tg 2α, то есть только при 
2

kπα ≠ + π  и 
2

2 ,kπα ≠ + π  где k ∈ Z.

Необходимо отметить, что, полученные формулы можно применить как
слева направо, так и справа налево. Например, вместо выражения
2 sin 3α cos 3α можно записать sin (2æ3α) = sin 6α, а вместо выражения
cos2 1,5α – sin2 1,5α записать cos 3α.

Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите: 1) 2 2

8 8
cos sin ;π π−     2) sin 15°cos 15°.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
В первом задании достаточно «уз�

нать» правую часть формулы косину�
са двойного аргумента и записать ре�
зультат. Во втором задании следует
обратить внимание на то, что задан�

1) ( )2 2

8 8 8
cos sin cos 2π π π− = ⋅ =

2

4 2
cos .π= =
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2)
1

2
sin 15 cos 15 2 sin15 cos 15° ° = ⋅ ° ° =

( )1 1 1

2 2 4
sin 2 15 sin 30 .= ⋅ ° = ° =

§ 7. Формулы сложения и их следствия

ное выражение отличается от правой
части формулы синуса двойного аргу�
мента только отсутствием двойки.
Поэтому, если это выражение умно�
жить и разделить на 2, то оно не изме�
нится, и тогда по формуле получим:

( ) 1

2
2sin15 cos15 sin 2 15 sin30 .° ° = ⋅ ° = ° =

Задача 2 Докажите тождество 
1 cos 4

sin4
ctg 2 .+ α

α
= α

К о м м е н т а р и й

Докажем, что левая часть тождества равна правой. Заметим, что в числи�
теле дроби находится выражение, которое можно непосредственно преобра�
зовать по формуле (3). Но применение этой формулы уменьшает аргумент
вдвое: 1 + cos 4α = 2 cos2 2α. Желательно и в знаменателе дроби перейти к то�
му же аргументу 2α. Для этого рассмотрим sin 4α как синус двойного аргумен�
та (относительно аргумента 2α): sin 4α = sin (2æ2α) = 2 sin 2α cos 2α.

Д о к а з а т е л ь с т в о
22 cos 21 cos 4 cos2

ctg2 .
sin 4 2 sin2 cos2 sin2

α+ α α = α
α α α α

= =

Задача 3* Сократите дробь 
1 sin2

cos2
.+ α

α

К о м м е н т а р и й

Преобразовывая тригонометрические выражения, следует помнить не толь�
ко тригонометрические, но и алгебраические формулы. В частности, если в
знаменателе дроби применить  формулу косинуса двойного аргумента:
cos 2α = сos2 α – sin2 α, то получим выражение, которое является разностью
квадратов сos α и sin α. Его можно разложить на множители как произведение
суммы и разности сos α и sin α. Учитывая вид выражения, полученного в зна�
менателе, в числителе представим выражение sin 2α = 2 sin α cos α  как удво�
енное произведение sin α на cos α. Тогда для получения квадрата суммы этих
выражений нам необходима еще сумма sin2 α + сos2 α, которую по основному
тригонометрическому тождеству дает единица, стоящая в числителе.

Р е ш е н и е

2 2

2 2

1 sin 2 sin cos 2 sin cos

cos2 cos sin

+ α α + α + α α
α α − α

= =
2(sin cos ) sin cos

(cos sin )(cos sin ) cos sin
.α + α α + α

α + α α − α α − α
=
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Задача 4 Зная, что 3

5
cosα =  и что ( )3

2
; 2 ,πα ∈ π  вычислите:

1) sin 2α;     2) cos 2α;     3) tg 2α;     4) ctg 2α.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Чтобы найти значение sin 2α по
формуле синуса двойного аргумента
sin 2α = 2 sin α cos α, необходимо, кро�
ме данного значения cos α, иметь еще
и значение sin α, которое легко нахо�
дится с использованием основного
тригонометрического тождества:

sin2 α = 1 – сos2 α.

Напомним, что для нахождения
sin α следует также учесть знак сину�
са в заданном промежутке (по
условию α находится в IV четверти,
где синус отрицателен).

Заметим, что cos 2α можно найти
также по формуле

cos 2α = 2 cos2 α – 1,

не вычисляя sin α, а ctg 2α — по фор�

муле ctg ,
tg

2 1

2
α

α
=  подставив найден�

ное значение tg 2α.

2 2 9

25
sin 1 cos 1 ,α = − α = −  то есть

2 16

25
sin .α =  Таким образом,

4

5
sinα =  или 4

5
sin .α = −

Учитывая, что ( )3

2
; 2 ,πα ∈ π  полу�

чаем  4

5
sin .α = −  Тогда:

1) sin 2 2 sin cosα = α α =

( )4 3 24

5 5 25
2 ;= ⋅ − ⋅ = −

2) 2 2cos 2 cos sinα = α − α =

9 16 7

25 25 25
;= − = −

3)
24
25
7

25

sin2 24

cos2 7
tg 2 ;

−α
α −

α = = =

4) cos2 7

sin2 24
ctg 2 .α

α
α = =

Вопросы для контроля

1. Запишите формулы синуса, косинуса и тангенса двойного аргумента.
2*. Докажите формулы синуса, косинуса и тангенса двойного аргумента.

Упражнения

1°. Вычислите:

1) cos2 15° – sin2 15°; 2) 
8 8

2 sin cos ;π π
3) (cos 15° + sin 15°)2;

4) (cos 75° – sin 75°)2; 5) 2

2tg15

1 tg 15
;°

− °
6) 

2

tg
8

1 tg
8

.

π

π−
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Докажите тождество (2–3).

2°. 1) 2 2

2 2
cos sin cos ;x x x− = 2) 

1

2
sin 5 cos 5 sin 10 ;x x x=

3) (sin x + cos x)2 = 1 + sin 2x; 4) (sin x – cos x) 2 = 1 – sin 2x.

3. 1) 
sin4

4sin
cos cos 2 ;α

α
= α α 2) 

sin 4

4cos
sin cos 2 ;α

α
= α α

3) (ctg α – tg α) sin 2α = 2 cos 2α; 4) 
2

sin2
tg ctg ;

α
α + α =

5) 
2ctg 1

2ctg
ctg 2 .

α −
α

α =

4. Упростите выражение:

1°) 
sin2

cos
sin ;α

α
− α 2°) cos2 α – cos 2α;

3) 
sin 2 2sin

cos 1
;

α − α
α −

4*) 
cos 2 sin 2

cos 4
.

α − α
α

5. Зная, что 4

5
sinα =  и что ( )2

; ,πα ∈ π  вычислите:

1) sin 2α; 2) cos 2α; 3) tg 2α; 4) ctg 2α.

6. Зная, что 5

13
cos α = −  и что ( )3

2
; ,πα ∈ π  вычислите:

1) sin 2α; 2) cos 2α; 3) tg 2α; 4) ctg 2α.

7. Зная, что 3

4
tg α =  и что ( )3

2
; ,πα∈ π  вычислите:

1) sin 2α; 2) cos 2α; 3) tg 2α; 4) ctg 2α.

8. Зная, что 4

3
ctgα = −  и что ( )3

2
; 2 ,πα ∈ π  вычислите:

1) sin 2α; 2) cos 2α; 3) tg 2α; 4) ctg 2α.

9*. Найдите cos 2α, если sin 3cos

sin cos
3.α + α

α − α
=

10*. Найдите наибольшее и наименьшее значения выражения cos 2α – | cos α |.
11. Постройте график функции:

1) y = sin x cos x;        2) y = sin
4 x – cos

4 x;  3*) y = tg x sin 2x.

§ 7. Формулы сложения и их следствия
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7.3. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ

Т а б л и ц а  17

Формулами приведения называют формулы, с помощью которых три�

гонометрические функции от аргументов вида kπ ä α и 
2

(2 1) ( )k kπ+ ± α ∈Z

приводят к тригонометрическим функциям от аргумента α
Алгоритм Примеры

1. Если к числу ααααα прибав�
ляется число kπππππ, k ∈∈∈∈∈ Z (то есть
число, которое изображается
на горизонтальном диаметре
единичной окружности), то
название заданной функции
не меняется, а если прибав�

ляется число ( ) π
2

2 1k +  (то

есть число, которое изобра�
жается на вертикальном диа�
метре единичной окружно�
сти), то название заданной
функции меняется на соот�
ветствующее (синус на коси�
нус, косинус на синус, тангенс
на котангес и котангенс на
тангенс).

2. Знак полученного выра�
жения определяется знаком
исходного выражения, если
условно считать угол ααααα ост�
рым.

1. Упростите по формулам приведения
tg(3π – α).

tg (3π – α) = –tg α.

К о м м е н т а р и й
Название заданной функции не меняется,
поскольку число 3π изображается на го�
ризонтальном диаметре (слева) единичной
окружности. Если угол α острый, то угол
3π – α находится во II четверти, где тан�
генс отрицателен, поэтому в правой части
формулы ставится знак «–».

2. Упростите ( )3

2
cos .π + α

( )π3

2
cos sin .+ α = α

К о м м е н т а р и й
Название заданной функции меняется, по�

скольку число 
π3

2
 изображается на верти�

кальном диаметре (внизу) единичной ок�
ружности. Если угол α острый, то угол

π3

2
+ α  находится в IV четверти, где коси�

нус положителен, поэтому в правой части
формулы ставится знак «+».
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Объяснение и обоснование

( Формулы сложения позволяют обосновать формулы приведения, по кото�
рым  тригонометрические функции от аргументов вида kπ ä α и (2k + 1) ×

×
2

π ± α  (k ∈ Z)  приводят к тригонометрическим функциям от аргумента α.

Рассмотрим несколько примеров.
sin (π – α) = sin π cos α – cos π sin α = 0æcos α – (–1)æsin α = sin α;

cos (π + α) = cos π cos α – sin π sin α = (–1)æcos α – 0æsin α = –cos α;

 ( ) ( )
( )

π π
π π

cos 6 cos6 cos sin6  sin cos

sin 6 sin6 cos cos6  sin sin
ctg 6 ctg

π − α α + α α
π − α α − α − α

π − α = = = = − α

(конечно, в последнем случае тот же результат можно получить, исполь�
зуя периодичность и нечетность функции котангенс);

 ( )π
2 2 2

sin sin cos cos sin 1 cos 0 sin cos ;π π− α = α − α = ⋅ α − ⋅ α = α

( ) ( )π π π7 7 7

2 2 2
cos cos cos sin sin 0 cos 1 sin sin ;+ α = α − α = ⋅ α − − ⋅ α = α

( ) ( )
( )

3 3 3
sin sin cos cos sin

3 cos2 2 2
2 3 3 3 sin

cos cos cos sin sin
2 2 2

tg ctg .

π π π+ α α + απ − α
π π π α+ α α − α

+ α = = = = − α

Для анализа полученных результатов составим такую таблицу:

Т а б л и ц а  18

§ 7. Формулы сложения и их следствия

Вид
аргумента

Полученная
формула

Изменение
названия
заданной
функции

Четверть
(если условно

считать угол α
острым)

Знак заданной
функции в

соответствую�
щей четверти

sin (π – α) = sin α нет II +

cos (π + α) = –cos α нет IІI –

ctg (6π – α) = –ctg α нет IV –

( )π
2

sin cos− α = α есть I +

( ) π
2

2 1k + ± α ( )π7

2
cos sin+ α = α есть IV +

( )π3

2
tg ctg+ α = − α есть IV –

 (k ∈ Z)

kπ ä α
(k ∈ Z)



92

РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Аналогично можно обосновать, что во всех случаях тригонометрические

функции от аргументов вида kπ ä α и (2k + 1) 
2

π ± α  (k ∈ Z) можно привести

к тригонометрическим функциям от аргумента α по такому алгоритму:

если к числу α α α α α  прибавляется число kπππππ, k ∈∈∈∈∈ Z (то есть число, которое
изображается на горизонтальном диаметре единичной окружно�
сти), то название заданной функции не меняется, а если прибавля�

ется число (2k + 1) 
2
π  (то есть число, которое изображается на вер�

тикальном диаметре единичной окружности), то название задан�
ной функции меняется на соответствующее (синус на косинус, коси�
нус на синус, тангенс на котангенс и котангенс на тангенс).

 Знак полученного выражения определяется знаком исходного вы�
ражения, если условно считать угол ααααα острым. )

В таблице 19 приведены основные формулы приведения. Все другие случаи
могут быть приведены к ним с помощью использования периодичности соот�
ветствующих тригонометрических функций.

Т а б л и ц а  19

π
2

+ α π
2

− α π3

2
+ α π3

2
− α

Укажем, что по формулам приведения ( )π
2

cos sin ,− α = α  ( )π
2

sin cos ,− α = α

( )π
2

ctg tg ,− α = α  ( )π
2

tg ctg .− α = α  Если последние формулы записать справа на�

лево, то получим полезные соотношения, которые часто называют формулами

дополнительных аргументов (аргументы α и π
2

− α  дополняют друг друга до )π2 :

( )π
2

sin cos ,α = − α ( )π
2

cos sin ,α = − α

( )π
2

tg ctg ,α = − α ( )π
2

ctg tg .α = − α

Например, sin 60° = cos (90°–60°) = cos 30°; cos 89° = sin (90°–89°) = sin 1°.
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Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите с помощью формул приведения:

1) cos 210°; 2) 
π3

4
tg .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 7. Формулы сложения и их следствия

1) ( )cos 210 cos 180 30° = ° + ° =

= − ° = −cos ;30 3

2

2) ( )3

4 2 4 4
tg tg ctg 1.π π π π= + = − = −

Задача 2* Докажите тождество

( )

( )
( )
( ) ( )2

sincos 3 32
tg 2

tg
2

cos cos 2 .

π + απ − α π
π π + α+ α

⋅ − − α = α

К о м м е н т а р и й

Докажем, что левая часть тождества равна правой. Сначала используем
формулы приведения, а потом упростим полученные выражения, применяя
формулы: tg αæctg α = 1 и cos2 α – sin2 α = cos 2α. При упрощении выражений
cos (3π – α) и tg (π + α) можно использовать как непосредственно формулы
приведения, так и периодичность соответствующих функций. Например, учи�
тывая, что периодом функции cos x является 2π, получаем:

cos (3π – α) = cos (2π + π – α) = cos (π – α) = –cos α.

Р е ш е н и е

( )

( )
( )
( ) ( )2

sincos 3 32
tg 2

tg
2

cos

π + απ − α π
π π + α+ α

⋅ − − α = ( )
( ) ( )2cos cos

ctg tg
sin

− α ⋅ α
− α ⋅ α

− − α =

2
2 2 2cos

1
sin cos sin cos2 .− α

−
= − α = α − α = α  

Вопросы для контроля

1. Проиллюстрируйте на примерах применение формул приведения. Объяс�
ните полученный результат.

2*. Докажите несколько формул приведения.

Представим заданные аргументы
так, чтобы можно было применить
формулы приведения (то есть выделим
в аргументе такие части, которые изоб�
ражаются на горизонтальном или вер�
тикальном диаметре единичной ок�
ружности). Например, 210° = 180° +
+ 30°. Конечно, можно представить
аргумент и так: 210° = 270° – 60° и так�
же применить формулы приведения.
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Упражнения

1. Вычислите с помощью формул приведения:
1) sin 240°; 2) tg 300°; 3) cos 330°; 4) ctg 315°;

5)
π4

3
cos ; 6) ( )π11

6
sin ;− 7)

π7

6
tg ; 8) ( )π3

4
ctg .−

2. Вычислите:
1) cos 8° cos 37° – cos 82° cos 53°; 2) sin 68° sin 38° – sin 52° cos 112°.

3. Упростите выражение:

1°) 
( ) ( )

( )
sin cos

3
ctg

2

;
π + α π − α

π − α
       2°) 

( ) ( )
( )

3
sin cos

2 2
tg

;

π π− α + α

π − α
3°) 

( ) ( )
( )

5
sin 3 sin

2
sin 2

;

ππ + α − α

π − α

4) 
( )
( ) ( )( )2

3
tg cos( )sin(3 )

2

cos 3,5 sin 1,5 1
;

π − α − π − α π + α

π − α + π + α −
 5*) tg 1°ætg 2°ætg 3°æ...ætg 87°ætg 88°ætg 89°.

4. Докажите тождество:
1°) 2 sin (90° + α) sin (180° + α) = –sin 2α;     2°) ctg 20°æctg 70° = 1;

3) 
( ) ( )

( ) 2

sin 2 2sin
2

cos sin
2

2 ctg ;

ππ − α − − α

π − α − α
= − α                  4*) 

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

2
sin cos

12 2
4

tg ctg
2 2

sin 2 .

π π+ α − α −

π π+ α − α −
= α

7.4. ФОРМУЛЫ СУММЫ И РАЗНОСТИ ОДНОИМЕННЫХ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. ФОРМУЛЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ПРОИЗВЕДЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В СУММУ

Т а б л и ц а  20

1. Формулы суммы и разности тригонометрических функций

  sin sin sin cosαα ββ αα ββ αα ββ+ = + −2
2 2

      sin sin sin cosαα ββ αα ββ αα ββ− = − +2
2 2

  cos cos cos cosαα ββ αα ββ αα ββ+ = + −2
2 2

      cos cos sin sinαα ββ αα ββ αα ββ− = − + −2
2 2

            
( )++ = sin

cos cos
tg tg

α β
α β

α β                    tg tg sin
cos cos

αα ββ αα ββ
αα ββ

− = ( )−

2. Преобразование произведения тригонометрических функций в сумму

sin sin cos cosαα ββ αα ββ αα ββ== −−(( ))−− ++(( ))(( ))1
2

cos cos cos cosαα ββ αα ββ αα ββ== −−(( ))++ ++(( ))(( ))1
2

sin cos sin sinαα ββ αα ββ αα ββ== −−(( ))++ ++(( ))(( ))1
2
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Объяснение и обоснование

1. Формулы суммы и разности тригонометрических функций.
( По формулам сложения

sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y;
sin (x – y) = sin x cos y – cos x sin y.

Складывая почленно эти равенства, получаем

           sin (x + y) + sin (x – y) = 2 sin x cos y.           (1)
Если обозначить

       х + у = α,           (2)
       х – у = β,           (3)

то, складывая и вычитая равенства (2) и (3), имеем:
2

,x α + β=  .
2

y α − β=

Тогда из равенства (1) получаем формулу преобразования суммы синусов
в произведение:

    sin sin sin cos .αα ββ αα ββ αα ββ+ = + −2
2 2

          (4)

Словесно ее можно сформулировать так:

Сумма синусов двух аргументов равна удвоенному произведению
синуса полусуммы этих аргументов на косинус их полуразности.

Если заменить в формуле (4) β на (–β) и учесть нечетность синуса:
sin (–β) = –sin β, то получим формулу:

    sin sin sin cos .αα ββ αα ββ αα ββ− = − +2
2 2

Разность синусов двух аргументов равна удвоенному произведению
синуса полуразности этих аргументов на косинус их полусуммы.

Аналогично, складывая почленно равенства
cos (x + y) = cos x cos y – sin x sin y,           (5)
cos (x – y) = cos x cos y + sin x sin y,           (6)

получаем
              cos (x + y) + cos (x – y) = 2 cos x  cos y,           (7)

и, выполняя замены (2) и (3), имеем

cos cos cos cos .αα ββ αα ββ αα ββ+ = + −2
2 2

Сумма косинусов двух аргументов равна удвоенному произведению
косинуса полусуммы этих аргументов на косинус их полуразности.

Если вычесть почленно из равенства (5) равенство (6), то получим

           ( ) ( )cos cos 2 sin sin .x y x y x y+ − − = −           (8)

Тогда               cos cos sin sin .αα ββ αα ββ αα ββ− = − + −2
2 2

§ 7. Формулы сложения и их следствия
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Разность косинусов двух аргументов равна: минус двойное произведе�
ние синуса полусуммы этих аргументов на синус их полуразности.

Для обоснования формулы преобразования суммы (разности) тангенсов
достаточно применить определение тангенса и формулы сложения:

( )sin sin cos cos sin sinsin

cos cos cos cos cos cos
tg tg .β α β + α β α + βα

α β α β α β
α + β = + = =

Таким образом, tg tg .
sin( )

cos cos
αα ββ

αα ββ

αα ββ
+ = +

          (9)

Если в формуле (9) заменить β на (–β) и учесть нечетность тангенса
(tg (–β) = –tg β) и четность косинуса (cos (–β) = cos β), то получим

( )−− = sin
cos cos

tg tg .α β
α β

α β        (10)

Отметим, что формулы (9) и (10) справедливы только тогда, когда cos α ≠ 0
и cos β ≠ 0. )

2. Преобразование произведения тригонометрических функций в сумму.
( Укажем, что в процессе обоснования формул преобразования суммы и раз�

ности синусов и косинусов в произведение мы фактически получили и фор�
мулы преобразования произведений тригонометрических функций в сум�
му. Действительно, если разделить обе части равенства (1) на 2 и записать
полученное равенство справа налево, то получим:

sin cos sin sin .x y x y x y= −( ) + +( )( )1
2         (11)

Аналогично из формулы (7) получим

cos cos cos cos ,x y x y x y= −( ) + +( )( )1
2

        (12)

а из формулы (8) (после деления на –2) формулу

sin sin cos cos .x y x y x y= −( ) − +( )( )1
2

        (13)

Заменяя в формулах (11–13) значение x на α, а y на β, получаем запись
этих формул, приведенную в таблице 20. )

Примеры решения задач

Задача 1 Преобразуйте заданную сумму или разность в произведение и,
если возможно, упростите: 1) sin 75° + sin 15°;  2*) cos2 α – cos2 β.

К о м м е н т а р и й
1) В первом задании можно непосредственно применить формулу

2 2
sin sin 2 sin cos ,α + β α − βα + β =  а потом использовать табличные значения

sin 45° и cos 30°.
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2) Во втором задании выражение cos2 α – cos2 β можно рассмотреть как раз�
ность квадратов и разложить его на множители, а затем к каждому из
полученных выражений применить формулы преобразования разности или
суммы косинусов в произведение. Для дальнейшего упрощения получен�
ного выражения используем формулу синуса двойного аргумента:

( )
2 2

2 sin cos sinα + β α + β = α + β  і ( )
2 2

2 sin cos sin .α − β α − β = α − β

Р е ш е н и е

1)
75 15 75 15

2 2
sin75 sin15 2sin cos° + ° ° − °° + ° = = 2 3 6

2 2 2
2sin45 cos30 2 .° ° = ⋅ ⋅ =

2) ( )( )2 2cos cos cos cos cos cosα − β = α − β α + β =

2 2 2 2
2 sin sin 2 cos cosα + β α − β α + β α − β= − ⋅ = ( ) ( )sin sin .− α + β α − β

Задача 2 Преобразуйте в произведение sin α + cos β.

К о м м е н т а р и й
Мы умеем преобразовывать в произведение сумму синусов или косинусов.

Для перехода к таким выражениям достаточно вспомнить, что

( ) ( )( )π π
2 2

cos sin или sin cosβ = − β α = − α .

Р е ш е н и е

( )π
2

sin cos sin sinα + β = α + − β =
( )

2 2
2 2

2 sin cos

π πα + − β α − − β
⋅ =

( ) ( )2 4 2 4
2 sin cos .α − β α + βπ π= + ⋅ −

Задача 3 Упростите выражение 
( )( )sin8 sin2 cos2 cos8

1 cos6
.

α − α α − α
− α

К о м м е н т а р и й
Для упрощения заданной дроби можно попытаться сократить ее: для этого

представим числитель и знаменатель в виде произведений, которые содержат
одинаковые выражения. В числителе используем формулы преобразования
разности синусов и косинусов в произведение (а также нечетность синуса:

sin (–3α) = –sin 3α), а в знаменателе воспользуемся формулой 2

2
1 cos 2 sin .xx− =

Р е ш е н и е

( )( )sin8 sin2 cos2 cos8

1 cos6

α − α α − α
− α

=
( ) ( )

2

2sin3 cos5 2 sin5 sin 3

2sin 3

α α ⋅ − α − α
α

=

2 cos 5 sin 5 sin10= α α = α .

§ 7. Формулы сложения и их следствия
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Задача 4* Докажите тождество 1
sin 10

4 sin 70 2.
°

° − = −

К о м м е н т а р и й
Докажем, что левая часть тождества равна правой. После приведения к об�

щему знаменателю преобразуем произведение синусов в разность косинусов,

а потом учтем, что 
1

2
cos 60 ,° =  а cos 80° = sin 10° (поскольку 80° + 10° = 90°).

Р е ш е н и е

4 sin 70 sin 10 11

sin 10 sin 10
4 sin 70

° ° −
° °

° − = =
( )1

4 cos 60 cos 80 1
2

sin 10

⋅ ° − ° −

°
=

1
2 2 cos 80 1 2 cos 802

sin 10 sin 10

⋅ − ° − − °
° °

= = 2 sin 10

sin 10
2.

− °
°

= = −

Задача 5* Докажите, что если А, В, С — углы треугольника, то

2 2 2
sin sin sin 4 cos cos cos .A B CA B C+ + =

К о м м е н т а р и й

Если A, B, C — углы треугольника, то A + B + C = π. Тогда C = π – (A + B), и
по формулам приведения sin (π – (A + B)) = sin (A + B). После преобразования
суммы синусов sin A + sin B в произведение замечаем, что аргумент (А + В) вдвое

больше, чем аргумент 
2

.A B+
 Это позволяет записать sin (A + B) по формуле

синуса двойного аргумента и в полученной сумме вынести за скобки 
2

2 sin ,A B+

а затем в скобках преобразовать сумму косинусов в произведение. Далее сле�

дует учесть, что 
2 2 2 2

A B C C+ π − π= = − , и применить формулы приведения.

Р е ш е н и е

Учитывая, что для углов треугольника  C = π – (A + B), получаем
sin  A + sin  B + sin  C = sin  A + sin  B + sin (π – (A + B)) =

( )
2 2

2 sin cos sinA B A B A B+ −= + + =
2 2 2 2

2 sin cos 2 sin cosA B A B A B A B+ − + ++ =

( )2 2 2
2 sin cos cosA B A B A B+ − += + =

2 2 2
2 sin 2 cos cosC A Bπ − ⋅ =

( )2 2 2 2
4 sin cos cosC A Bπ= − = .

2 2 2
4 cos cos cosC A B
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Вопросы для контроля

1. Запишите формулы преобразования суммы и разности синусов или суммы
и разности косинусов в произведение. Приведите примеры применения этих
формул.

2*. Запишите формулы преобразования суммы и разности тангенсов. Приве�
дите примеры применения этих формул.

3*. Докажите формулы преобразования суммы и разности тригонометриче�
ских функций в произведение.

4. Приведите примеры применения формул:

( ) ( )( )1

2
sin cos sin sin ;x y x y x y= − + +  ( ) ( )( )1

2
cos cos cos cos ;x y x y x y= − + +

( ) ( )( )1

2
sin sin cos cos .x y x y x y= − − +

5*. Докажите формулы, приведенные в вопросе 4.

Упражнения

1. Преобразуйте сумму (или разность) тригонометрических функций в про�
изведение и упростите:
1°) cos 152° + cos 28°; 2°) cos 48° – cos 12°; 3) cos 20° – sin 20°;

4)
sin25 sin 15

sin25 sin 15
;

+
−

� �

� � 5*) sin2 α – sin2 β;       6*) sin α + sin 2α + sin 3α + sin 4α;

7*) cos α + cos 2α + cos 3α + cos 4α.
2. Докажите тождество:

1°) 
sin 75 sin 15

cos 75 cos 15
3;+

−
= −

� �

� �         2°) 
sin sin +

cos cos 2
tg ;α + β α β

α + β
=         3) 

cos6 cos10

sin8
2 sin 2 ;α − α

α
= α

4) 
cos

sin sin 2
sin cos cos sin

cos
2

;

α − β
α + β

α β + α β α + β
=         5) 

( )( )sin2 sin6 cos2 cos6

1 cos 8
sin4 ;

α + α α − α
− α

= α

6*) ( )sin cos

cos sin 2 4
tg ;

α − β α − β π
α − β

= −                7*) 
sin sin3 sin5 sin7

cos cos 3 cos5 cos7
ctg2 .α + α + α + α

α − α + α − α
= α

3. Преобразуйте в сумму:

1) cos 45° cos 15°;     2)
5

24 24
sin cos ;π π

     3) sin 20° sin 10°;      4) 
10 5

cos cos .π π

4. Вычислите:
1) 2 cos 20°æcos 40° – cos 20°;           2*) 4 sin 10°æsin 50°æsin 70°.

5*) Докажите, что при α + β + γ = π выполняется равенство:

1) 
2 2 2

sin sin sin 4 sin cos sin ;β γαα − β + γ =

2) 
2 2 2

cos cos cos 1 4 sin sin sin .β γαα + β + γ = +

§ 7. Формулы сложения и их следствия
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Т а б л и ц а  21

1. Построение графиков функции вида   y = f (x) + g (x)

Если нам известны графики функций y = f (x) и y = g (x), то эскиз
графика функции y = f (x) + g (x) можно построить так: изобразить в од#
ной системе координат графики функций f (x) и g (x), а потом постро#
ить искомый график по точкам, выполняя для каждого значения х (из
области определения функции f (x) + g (x)) необходимые операции с от#
резками, изображающими соответствующие ординаты f (x) и g (x).

Аналогично можно построить и схематические графики функций

y = f (x)æg (x) и 1
( )

.
f x

y =

                 Пример Комментарий

Постройте график функции

2 1 .
x

y x= +

Построим в одной системе коор�
динат графики функций�слагае�

мых: y = x2 и 
1

x
y =  (на рисунке они

показаны штриховыми линиями).
Для каждого значения х (кроме
х = 0, которое не принадлежит об�
ласти определения заданной функ�
ции) справа от оси Оy прибавляем
соответствующие отрезки — значе�
ния функций f (x) и g (x) (обе функ�
ции имеют одинаковые знаки),
слева от оси Оу — вычитаем (функ�
ции имеют противоположные зна�
ки). На рисунке синей линией изоб�

ражен график функции 2 1 .
x

y x= +

§§§§§88888 ГРАФИКИ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ
С ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ
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§ 8. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными

П р о д о л ж.  т а б л.  21

2. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными

О п р е д е л е н и е. Графиком уравнения (неравенства) с двумя перемен�
ными х и у называется множество всех точек координатной плоскости
с координатами (х; у), где пара чисел (х; у) является решением соответ�
ствующего уравнения.

Графики некоторых уравнений и неравенств

3. Геометрические преобразования графика уравнения   F (x; y) = 0

        Преобразование                                                      Пример

Параллельный перенос графика
уравнения F (x; y) = 0

на вектор ( ); .n a b

F (x – a; y – b) = 0
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Объяснение и обоснование

1. Построение графиков функций вида y = f (x) + g (x). Если известны графи�
ки функций y = f (x) и y = g (x), то можно построить ориентировочный вид

графика функции y = f (x) + g (x), или y = f (x)æg (x), или ( )
1 .=

f
y

x
 Для этого

достаточно изобразить в одной системе координат графики функций f (x) и
g (x), а потом построить искомый график по точкам, выполняя для каждого
значения x (из области определения заданной функции) необходимые опера�
ции над отрезками (или над длинами этих отрезков), которые изображают
соответствующие ординаты функций f (x) и g (x).

Пример построения графика функции вида y = f (x) + g (x) приведен в таб�

лице 21, а графика функции вида ( )
1

f
y

x
=  — на с. 107 (в последнем случае

удобно строить графики функций y = f (x) и ( )
1

f
y

x
=  не в одной системе коор�

динат, а в разных, расположенных так, чтобы их оси ординат находились на
одной прямой).

Заметим, что такой способ построения графика функции не всегда дает
возможность определить все характерные особенности поведения графика
(часто это можно сделать только в результате специального исследования
функции, которое будет рассмотрено в учебнике для 11 класса), но во многих
случаях приведенный способ позволяет получить определенное представле�
ние о виде графика заданной функции.

П р о д о л ж.  т а б л.  21

  Преобразование                                                      Пример

F (| x |; y) = 0
Часть графика уравнения
F (х; у) = 0 справа от оси Оy
(и на самой оси) остается
без изменений, и эта же
часть графика отобража#
ется симметрично относи#
тельно оси Оy.

F (x; | y |) = 0
Часть графика уравнения
F (х; у) = 0 выше оси Ох (и
на самой оси) остается без
изменений, и эта же часть
графика отображается
симметрично относитель#
но оси Оx.
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2. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными. С понятием гра�
фика уравнения с двумя переменными вы ознакомились в курсе алгебры. Ана�
логично вводится и понятие графика неравенства с двумя переменными. По�
этому можно дать общее определение этих графиков:

Графиком уравнения (неравенства) с двумя переменными х и у назы�
вается множество всех точек координатной плоскости с координатами
(х; у), где пара чисел (х; у) является решением соответствующего урав�
нения (неравенства).

( Для построения графика неравенства y > f (x) (или y < f (x)) достаточно
иметь график функции y = f (x). Действительно, по определению график
функции y = f (x) состоит из всех точек M координатной плоскости с коорди�
натами (x; y) = (x; f (x)). Тогда для каждого значения x точки, координаты
которых удовлетворяют неравенству y > f (x), будут находиться выше точ�
ки M (рис. 73, а), а точки, координаты которых удовлетворяют неравенству
y < f (x), будут находиться ниже точки M (рис. 73, б). Таким образом,

график неравенства y > f (x) состоит из всех точек координатной плоско�
сти, находящихся выше графика функции y = f (x), а график неравенства
y < f (x) состоит из всех точек координатной плоскости, находящихся
ниже графика функции y = f (x). )
Например, на рисунке 74 изображен график неравенства y > x2, а на рисун�

ке 75 — график неравенства y m x2. Поскольку точки графика y = x2 не при�

§ 8. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными

Рис. 73
а б

Рис. 74 Рис. 75
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

надлежат графику неравенства y > x2, то на первом графике парабола y = x2

изображена штриховой линией; а так как точки графика y = x2 принадлежат
графику неравенства y m x2, то на втором графике парабола y = x2 изображена
сплошной линией.

Аналогично, если на координатной плоскости есть прямая x = a, то

графиком неравенства x > a будут все точки координатной плоскости,
находящиеся справа от этой прямой, а графиком неравенства x < a будут
все точки координатной плоскости, находящиеся слева от этой прямой.

Например, на рисунке 76 изображен график неравенства x > 2, а на рисун�
ке 77 — график неравенства x m –1.

Отметим, что в том случае, когда на координатной плоскости есть изобра�
жение окружности x2 + y2 = R2, то

графиком неравенства x2 + y2 < R2 будут все точки координатной плоско�
сти, находящиеся внутри окружности, а графиком неравенства x2 + y2 > R2

будут все точки координатной плоскости, находящиеся вне окружности.

( Действительно, если на координатной плоскости рассмотреть точку
M (x, y), то OM2 = x2 + y2 (O — начало координат). Если x2 + y2 = R2 (где
R > 0), то OM2 = R2, таким образом, OM = R — точка M лежит на окружно�
сти радиуса R с центром в начале координат (рис. 78, а).

Рис. 76 Рис. 77

а б в

Рис. 78
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Если x2 + y2 < R2, то OM2 < R2, таким образом, OM < R. То есть неравенству
x2 + y2 < R2 удовлетворяют координаты всех точек (и только этих точек),
которые находятся внутри круга, ограниченного окружностью радиуса R
с центром в начале координат (рис. 78, б).
Если x2 + y2 > R2, то OM2 >R2, таким образом, OM > R . То есть неравенству
x2 + y2 > R2 удовлетворяют координаты всех точек (и только этих точек), кото�
рые находятся вне круга, ограниченного окружностью радиуса R (рис. 78, в).
Аналогично, если на плоскости есть изображение окружности (x – a)2 +
+ (y – b)2 = R2, то графиком неравенства (x – a)2 + (y – b)2 < R2 будут все
точки координатной плоскости, находящиеся внутри этой окружности,
а графиком неравенства  (x – a)2 + (y – b)2 > R2 будут все точки координат�
ной плоскости, находящиеся вне окружности. Например, на рисунке 79
изображен график неравенства x2 + y2 > 9, а на рисунке 80 — график нера�
венства (x – 1)2 + (y – 2)2 � 16. )

3. Геометрические преобразования графика уравнения F (x; y) = 0.
( По определению график уравнения

      F (x; y) = 0                 (1)
состоит из всех точек M (x

0
; y

0
) координатной плоскости, координаты (x

0
; y

0
)

которых являются решениями этого уравнения. Это означает, что при под�
становке пары чисел (x

0
; y

0
) в данное уравнение оно обращается в верное

числовое равенство, таким образом, F (x
0
; y

0
) = 0 — верное равенство.

Рассмотрим точку M
1 
(x

0 
+ a; y

0 
+ b). Если координаты этой точки подста�

вить в уравнение
       F (x – a; y – b) = 0,           (2)

то получим верное равенство
F (x

0
; y

0
) = 0. Поэтому координаты

точки M
1
 являются решениями

уравнения (2), значит, точка M
1

принадлежит графику уравнения
F (x – a; y – b) = 0.
Точку M

1
(x

0 
+ a; y

0 
+ b) можно полу�

чить из точки M (x
0
; y

0
) параллель�

§ 8. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными

Рис. 79 Рис. 80

(x – 1)2 + (y – 2)2 � 16

Рис. 81
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ным переносом ее на вектор ( ); .n a b  Поскольку каждая точка M
1
 графика

уравнения F (x – a; y – b) = 0 получается из точки M графика уравнения

F (x; y) = 0 параллельным переносом ее на вектор ( ); n a b  (рис. 81), то и весь

график уравнения F (x – a; y – b) = 0 можно получить из графика урав�

нения F (x; y) = 0 параллельным переносом его на вектор ( ); .n a b  )

( Для обоснования связи между графиками F (х; у) = 0 и F (| x |; y) = 0 доста�
точно заметить, что при х l 0 уравнение F (| x |; y) = 0 совпадает с уравнением

F(х; у) = 0, таким образом, совпадают и
их графики справа от оси Оy и на самой
оси. Пусть точка M (x

0
; y

0
) (где х

0
 l 0 ) —

одна из общих точек этих графиков. Тог�
да F (x

0
; y

0
) = 0 — верное равенство.

Рассмотрим точку M
1 
(–x

0 
; y

0 
). Если ко�

ординаты этой точки подставить в урав�
нение F (| x |; y) = 0 и учесть, что х

0
l 0,

то получим равенство F (x
0
; y

0
) = 0. По�

этому координаты точки M
1
 являются

решениями уравнения F (| x |; y) = 0, значит, точка M
1
 принадлежит графи�

ку этого уравнения. Учитывая, что точки M
 
и M

1
 симметричны относитель�

но оси Оy (рис. 82):
график уравнения F (| x |; y) = 0 можно получить из графика уравнения
F (х; у) = 0 следующим образом: часть графика уравнения F (х; у) = 0
справа от оси Оy (и на самой оси) остается без изменений, и эта же
часть графика отображается симметрично относительно оси Оy.  )

Аналогично обосновывается, что
для построения графика уравнения F (x; | y |) = 0 часть графика урав�
нения F (х; у) = 0 выше оси Ох (и на самой оси) остается без измене�
ний, и эта же часть графика отображается симметрично относи�
тельно оси Оx.

В таблице 21 приведены простейшие примеры использования геометри�
ческих преобразований графиков уравнений. Указанные соотношения при�
ходится применять в заданиях типа: построить график уравнения или нера�
венства или изобразить на координатной плоскости множество точек, коор�
динаты которых удовлетворяют заданному уравнению (неравенству).

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции 2

1

9
.

x
y

−
=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Рис. 82

x2 – 9 = 0 при x = ä 3. Поэтому об�
ласть определения заданной фун�
кции:

Построим две системы координат
так, чтобы оси ординат были у них
на одной прямой. В тех точках, где
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Задача 2 Покажите штриховкой на координатной плоскости множество

точек, координаты которых удовлетворяют системе 
2 0,

2.

x y

x y

+
 − <

m

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

функция f (x) = x2 – 9 равна нулю
(x = ä 3), не существует графика

функции ( ) 2
1 1

9
.

xf
y

x −
= =  Поэтому

проведем через эти точки вертикаль�
ные прямые, которые не пересекают

график функции ( )
1 .=

f
y

x
 Затем для

каждого значения x разделим 1 на со�
ответствующее значение ординаты
f (x) (используя то, что ординаты f (x)
отмечены на верхнем графике). На
рисунке синей линией изображен
результат — график функции

2

1

9x
y

−
= . (Для построения этого гра�

фика масштаб по осям Ох и Оу вы�
бран разный.)

Заданная система равносильна си�

стеме 
2,

2.

y x

y x

−
 > −

m

Изобразим штриховкой графики
неравенств системы (первого — вер�
тикальной штриховкой, второго —
горизонтальной):

Перепишем заданную систему так,
чтобы было удобно изображать гра�
фики данных неравенств (то есть за�
пишем неравенства в виде y > f (x) или
y < f (x)). Множество точек, координа�
ты которых удовлетворяют неравен�
ству y m –x2, является объединением
точек параболы y = –x2 и точек коор�

x2 – 9 ≠ 0, то есть x ≠ ä 3.
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Задача 3 Постройте график уравнения | х – у | + 2| х+у | = х +6.

О р и е н т и р

Для упрощения выражения с несколькими модулями с двумя переменны#
ми можно найти нули подмодульных выражений (то есть приравнять
их к нулю) и разбить область определения рассматриваемого выраже#
ния на несколько частей, в каждой из которых знак каждого модуля рас#
крывается однозначно.

Используя этот ориентир, получаем план решения примера.
Приравняем к нулю подмодульные выражения х – у = 0 (отсюда у = х) и

х + у = 0 (отсюда у = – х ). Прямые у = х и у = –х разбивают координатную
плоскость на четыре области. В каждой из этих областей знак каждого моду�
ля раскрывается однозначно, после преобразования полученного равенства
строим соответствующую часть графика заданного уравнения.

Р е ш е н и е
1. Область определения: х ∈ R, у ∈ R.
2. х – у = 0 при у = х; х + у = 0 при у = –х.

Тогда множество точек, координа�
ты которых удовлетворяют системе,
будет таким:

динатной плоскости, находящихся
ниже параболы (на рисунке это множе�
ство обозначено вертикальной штри�
ховкой). Множество точек, координа�
ты которых удовлетворяют неравен�
ству y > x – 2, состоит из точек коорди�
натной плоскости, находящихся выше
прямой y = x – 2 (на рисунке это мно�
жество обозначено горизонтальной
штриховкой).

Системе неравенств удовлетворя�
ют координаты тех и только тех то�
чек, которые принадлежат пересече�
нию множеств точек, заданных каж�
дым из неравенств данной системы (на
рисунке пересечению множеств соот�
ветствует та область, где штриховки
наложились одна на другую).

Заметим, что в подобных задани�
ях можно не выполнять промежуточ�
ных рисунков, а сразу штриховать ис�
комое множество точек координатной
плоскости (выше прямой y = x – 2
и ниже параболы y = –x2 вместе с той
частью параболы, которая лежит
выше прямой).

y x= – 2

2

–2

y
x

=
– 2
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3. Прямые у = х и у = –х разбивают координатную плоскость на четыре части,
в каждой из которых обозначены знаки первого и второго подмодульных
выражений (рис. 83, а). (Будем считать, что каждая область берется вмес�
те с лучами, которые ее ограничивают.) Действительно, если точки нахо�
дятся в области І или на ее границе, то их координаты удовлетворяют сис�

теме неравенств 
,

,

y x

y x


 −

l
l

 которую можно записать так: 
0,

0.

x y

x y

−
 +

m
l

 Тогда

в области I первое подмодульное выражение отрицательно, а второе — по�
ложительно, поэтому данное уравнение имеет вид –(х – у) + 2(х + у) =
= х + 6. Отсюда у = 2. Строим ту часть графика этой функции, которая
находится в области І (рис. 83, б).

Аналогично для точек области II: 
,

,

y x

y x


 −

l
m

 то есть 
0,

0.

x y

x y

−
 +

m
m

Таким образом, в области ІІ данное уравнение имеет вид – (х – у) – 2(х + у) =
= х + 6. Отсюда у = –4х – 6. Строим ту часть графика этой функции, кото�
рая находится в области ІI.

Если точки находятся в области III, то 
,

,

y x

y x


 −

m
m

 то есть
0,

0,

x y

x y

−
 +

l
m

 из дан�

ного уравнения получаем (х – у) – 2(х + у) = х +6. Отсюда 
2

3
2.y x= − −

Если точки находятся в области IV, то 
,

,

y x

y x


 −

m
l

 то есть 
0,

0,

x y

x y

−
 +

l
l

 из дан�

ного уравнения имеем (х – у) + 2(х + у) = х + 6. Отсюда у = –2x + 6.
Окончательный вид графика уравнения приведен на рисунке 83, б. 

а б
Рис. 83

§ 8. Графики уравнений и неравенств с двумя переменными
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно, имея графики функций y = f (x) и
y = g (x), построить эскиз графика функции y = f (x) + g (x) и функции

( )
1 .

f
y

x
=

2. Что называется графиком уравнения с двумя переменными? Что называ�
ется графиком неравенства с двумя переменными? Приведите примеры.

3. Как, зная график функции y = f (x), построить график неравенства y > f (x)
и неравенства y < f (x)? Приведите примеры.

4. Как, зная график уравнения F (x; y) = 0, можно построить график уравне�
ния F (x – a; y – b) = 0 и уравнений F (|x|; y) = 0 и F (x; | y |) = 0? Приведите
примеры.

5*. Обоснуйте правила геометрических преобразований графика уравнения
F (x; y) = 0 для полученния графиков уравнений F (x – a; y – b) = 0,
F (| x |; y) = 0, F (x; | y |) = 0.

6. Объясните на примере, как можно найти на координатной плоскости мно�
жество точек, координаты которых удовлетворяют системе неравенств
с двумя переменными.

Упражнения

1. Постройте эскиз графика функции:

1) 
1 ;
x

y x= + 2) 
1

;
x

y x= − 3) 3 1 ;
x

y x= + 4) 2 1 .
x

y x= −

2. Постройте график уравнения:
1)  | y | = x – 2; 2)  | y | = x2 – x; 3)  | x | = –y2;
4)  | x | +| y | = 2; 5)  | x | – | y | = 2.

3. Постройте график неравенства:

1) y > x2 – 3; 2) 
1 ;
x

y < 3) x2 + y2 m 25;

4) (x – 2)2 + (y + 3 )2 > 4.

4. Покажите штриховкой на координатной плоскости множество точек, ко�
ординаты которых удовлетворяют системе:

1) 
2 2 4,

;

x y

y x

+
 >

m
2) 

2 2

2 2

9,

25;

x y

x y

+
 +

l
m

3) 
25 ,

;

y x

y x

−
 < −

m
     4) 

y x

y x

y x

m
l
m

5

2 4

−

+







,

,

.
5. Постройте график уравнения:

1)  | х – у | – | х + у | = y + 3; 2)  | х – 2у | + | 2х – у | = 2 – y;
3)  | 3х + у | + | х – у | = 4.
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При решении математических задач иногда возникает потребность обосно�
вать, что определенное свойство выполняется для произвольного натураль�
ного числа n.

Проверить данное свойство для каждого натурального числа мы не мо�
жем — их количество бесконечно. Приходится рассуждать так: 1) я могу про�
верить, что это свойство выполняется при n = 1; 2) я могу показать, что для

МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ§§§§§99999

Схема доказательства утверж�
дений с помощью метода

математической индукции

Пример

Докажите, что для любого натурального n:

( ) ( )( )1

3
1 2 2 3 ... 1 1 2 .n n n n n⋅ + ⋅ + + + = + +

Для удобства записи обозначим
S

n
= 1æ2 + 2æ3 + ... + п (п + 1).

1. При п = 1 равенство выполняется:
1

3
1 2 1 2 3,⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  то есть 2 = 2.

2. Предполагаем, что заданное равенство
верно при п = k, где k l 1, то есть

S k kk = ⋅ + ⋅ + + +( ) =1 2 2 3 1...

         ( )( )1

3
1 2 .k k k= + +      (1)

3. Докажем, что равенство выполняется и
при п = k + 1, то есть докажем, что

S k kk+ = ⋅ + ⋅ + + +( ) +1 1 2 2 3 1...

( )( ) ( )( )( )1

3
1 2 1 2 3 .k k k k k+ + + = + + +

Учитывая, что S
k + l

 = S
k
+ (k+ 1)(k +2), и

подставляя S
k
 из равенства (1), получаем

( )( ) ( )( )1
1

3
1 2 1 2kS k k k k k+ = + + + + + =

( )( )( )1

3
1 2 3 ,k k k= + + +

что и требовалось доказать.
4. Итак, заданное равенство верно для лю�

бого натурального п. 

1. Проверяем, выполняет�
ся ли данное утверждение
при п = 1 (иногда начина�
ют с п = р).

2. Предполагаем, что за�
данное утверждение спра�
ведливо при п = k, где
k l 1 (другой вариант —
при п m k).

3. Доказываем (опираясь
на предположение) спра�
ведливость нашего утвер�
ждения и при п = k + 1.

4. Делаем вывод, что данное
утверждение справедливо
для любого натурального
числа п (для любого
п l р).

Т а б л и ц а  22
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РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

каждого следующего значения п оно тоже выполняется, таким образом, свой�
ство будет выполняться для каждого следующего числа, начиная с единицы,
то есть для всех натуральных чисел.

Такой способ рассуждений при доказательстве математических утвержде�
ний называется методом математической индукции. Он является одним из
универсальных методов доказательства математических утверждений, в ко�
торых содержатся слова «для любого натурального n» (возможно, не сформу�
лированные явно). Доказательство с помощью этого метода всегда состоит из
двух этапов:
1) начало индукции: проверяется, выполняется ли рассматриваемое утверж�

дение при n = 1;
2) индуктивный переход: доказывается, что если данное утверждение вы�

полняется для k, то оно выполняется и для k +1.
Таким образом, начав с n = 1, мы на основании доказанного индуктивного

перехода получаем, что сформулированное утверждение справедливо и для
п = 2, 3, ..., то есть для любого натурального п.

На практике этот метод удобно применять по схеме, приведенной в таб�
лице 22.

Примеры решения задач

Задача 1 Докажите, что 10n – 9n – 1 делится на 81 при любом нату�
ральном п.

К о м м е н т а р и й

Поскольку утверждение необходимо доказать для любого натурального п,
то используем метод математической индукции по схеме, приведенной в табли�
це 22. При выполнении индуктивного перехода (от п = k к п = k + 1) представим
выражение, полученное при n = k + 1, как сумму двух выражений: того, что
получили при n = k, и еще одного выражения, которое делится на 81.

Д о к а з а т е л ь с т в о
1. Проверяем, выполняется ли данное утверждение при п = 1. Если п = 1,

данное выражение равно 0, то есть делится на 81. Таким образом, данное
свойство выполняется при п = 1.

2. Предполагаем, что данное утверждение выполняется при п = k, то есть что
10k – 9k – 1 делится на 81.

3. Докажем, что данное утверждение выполняется и при n = k + 1, то есть  что
10k+1 – 9(k + 1) – 1

 
делится на 81.

10k+1 – 9(k + 1) – 1 = 10 kæ10 – 9k – 9 – 1 = 10(10k – 9k – 1) + 81k.
Выражение в скобках — это значение заданного выражения при n = k,
которое по предположению индукции делится на 81. Следовательно, каж�
дое слагаемое последней суммы делится на 81, тогда и вся сумма, то есть
10k+1 – 9(k + 1) – 1, делится на 81. Таким образом, данное утверждение
выполняется и при n = k + 1.

4. Следовательно, 10n – 9n – 1 делится на 81 при любом натуральном п. 
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Задача 2 Докажите, что 2 2 1n n> + , если 3n ≥ , п ∈ N.

К о м м е н т а р и й

Поскольку утверждение должно выполняться, начиная с n = 3, то провер�
ку проводим именно для этого числа. Записывая предположение индукции,
удобно воспользоваться тем, что по определению понятия «больше» a > b
тогда и только тогда, когда a – b > 0. Доказывая неравенство при n = k + 1,
снова используем то же определение и доказываем, что разность между его
левой и правой частями положительна.

Д о к а з а т е л ь с т в о

1. При n = 3 получаем 23 > 2æ3 + 1, то есть 8 > 7 — верное неравенство. Таким
образом, при n = 3 данное неравенство выполняется.

2. Предполагаем, что данное неравенство выполняется при п = k (где k l 3):
2k > 2k + 1, то есть
   2k – 2k – 1 > 0.     (1)

3. Докажем, что данное неравенство выполняется и при n = k + 1, то есть
докажем, что 2k+1 > 2(k + 1) + 1.
Рассмотрим разность: 2k+1 – (2(k + 1) + 1) = 2kæ2 – 2k – 3 =

= 2(2k – 2k – 1) + 2k – 1 > 0
(поскольку выражение в скобках по неравенству (1) положительно и при
k l 3 выражение 2k – 1 также положительно). Следовательно, 2k+1 >
> 2(k + 1) + 1, то есть данное неравенство выполняется и при n = k + 1.

4. Итак, данное неравенство выполняется при всех натуральных n l 3.

Упражнения

Докажите с помощью метода математической индукции (1–12).

1. ( )
1 1 1

1 2 2 3 1 1
... n

n n n⋅ ⋅ + +
+ + + =  при всех натуральных п (п ∈ N).

2. ( )( )
1 1 1

1 5 5 9 4 3 4 1 4 1
... ,n

n n n⋅ ⋅ − + +
+ + + =  где п ∈ N.

3. ( )22
3 3 3 3 1

4
1 2 3 ... ,

n n
n

++ + + + =  где п ∈ N.

4. ( )( ) ( )( )( )1

4
1 2 3 2 3 4 ... 1 2 1 2 3 ,n n n n n n n⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + + + = + + +  где п ∈ N.

5. Произведение 1æ2æ3æ...æn обозначается п! (читается: «п факториал»).
Докажите, что 1æ1! + 2æ2! + ... + næn! = (n + 1)! – 1, где п ∈ N.

6. 4n > 7n – 5, если п ∈ N.
7. 2n > n3, если n l 10.
8. Докажите, что 9n – 8n – 1 делится на 16 при любом натуральном п.
9. Докажите, что 5n + 5æ3n – 3 делится на 8 при любом натуральном п.

10. Докажите, что 7n + 3n – 2 делится на 8 при любом натуральном п.
11. Докажите, что 23n+3 – 7n + 41 делится на 49 при любом натуральном п.

12. Докажите, что когда a
1
 = 2, a

2
 = 8, a

n+2
 = 4a

n+1
– 3a

n
, то a

n
 = 3n – 1, где п ∈ N.

§ 9. Метод математической индукции
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10.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
И ИХ ТОЖДЕСТВЕННОЕ РАВЕНСТВО

Рассмотрим одночлен и многочлен, которые зависят только от одной пере�
менной, например, от переменной х.

По определению одночлена числа и буквы (в нашем случае одна буква — х)
в нем связаны только двумя действиями — умножением и возведением в на�
туральную степень. Если в этом одночлене произведение всех чисел записать
перед буквой, а произведение всех степеней буквы записать как целую неот�
рицательную степень этой буквы (то есть записать одночлен в стандартном
виде), то получим выражение вида ахп, где а — некоторое число. Поэтому
одночлен от одной переменной х — это выражение вида ахп, где а — некото#
рое число, п — целое неотрицательное число. Если а ≠ 0, то показатель сте�
пени п переменной х называется степенью одночлена. Например, 25х6 — од�

ночлен шестой степени, 22

3
x  — одночлен второй степени. Если одночлен яв�

ляется числом, не равным нулю, то его степень считается равной нулю. Для
одночлена, заданного числом 0, понятие степени не определяется (посколь�
ку 0 = 0æх = 0æх2 = 0æх3...).

По определению многочлен от одной переменной х — это сумма одночле�
нов от одной переменной х. Поэтому

многочленом от одной переменной х называется выражение вида
f (x) = апхп + ап – 1хп – 1 + ... + а2х2 + а1х + а0,           (1)
где коэффициенты a

п
, a

п – 1, ..., a0 — некоторые числа.

Если а
n
 ≠ 0, то этот многочлен называют многочленом п#й степени от пере�

менной х. При этом член а
п
хп называют старшим членом многочлена f(х),

число а
п
 — коэффициентом при старшем члене, а член a

0
 — свободным чле#

ном. Например, 5х3 – 2х + 1 — многочлен третьей степени, у которого свобод�
ный член равен 1, а коэффициент при старшем члене равен 5.

Заметим, что иногда нумерацию коэффициентов многочлена начинают с на�
чала записи выражения (1), и тогда общий вид многочлена f (х) записывают так:

f (x) = b0xn + b1xn – 1 + ... + bп – 1x + bп,

где b
0
, b

1
, ..., b

n
 — некоторые числа.

Т е о р е м а 1. Одночлены ахп, где а ≠≠≠≠≠ 0, и bхm, где b ≠≠≠≠≠ 0, тождественно
равны тогда и только тогда, когда а = b и п = m.
Одночлен ахп тождественно равен нулю тогда и только тогда, ког�
да а = 0.

( Поскольку равенство одночленов
ахn = bхm                 (2)

выполняется при всех значениях х (по условию эти одночлены тождественно
равны), то, подставляя в это равенство х = 1, получаем, что а = b. Сокращая

МНОГОЧЛЕНЫ ОТ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
И ДЕЙСТВИЯ НАД НИМИ§§§§§1010101010
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обе части равенства (2) на а (где а ≠ 0 по условию), получаем хn = хm. При х = 2
из этого равенства имеем: 2n = 2m. Поскольку

 
 раз

2 2 2 ... 2,n

n

= ⋅ ⋅ ⋅���������  
а

 
 раз

2 2 2 ... 2,m

m

= ⋅ ⋅ ⋅���������

то равенство 2n = 2m возможно только тогда, когда n = m. Таким образом, из
тождественного равенства ахn = bхm (а ≠ 0, b ≠ 0) получаем, что а = b и n = m.
Если известно, что ахп = 0 для всех х, то при х = 1 получаем а = 0. Поэтому
одночлен ахп тождественно равен нулю при а = 0 (тогда axn = 0æxn ≡ 0*). )
Далее любой одночлен вида 0æхп будем заменять на 0.

Т е о р е м а 2. Если многочлен f (х) тождественно равен нулю (то есть
принимает нулевые значения при всех значениях х), то все его коэф�
фициенты равны нулю.

( Для доказательства используем метод математической индукции.
Пусть f (x) = апхп + ап – 1хп – 1 + ... + а1х + а0 ≡ 0.
При п = 0 имеем f (х) = а

0
 ≡ 0, поэтому а

0
 = 0. То есть в этом случае утверж�

дение теоремы выполняется.
Предположим, что при n = k это утверждение также выполняется: если
многочлен а

k
хk + а

k – 1
хk – 1 + ... + а

1
х + а

0
 тождественно равен 0, то

а
k
 = а

k – 1
 = … = а

1
 = а

0
 = 0.

Докажем, что данное утверждение выполняется и при n = k + 1. Пусть
              f (x) = а

k + 1
х k + 1 + а

k
хk + … + а

1
х + а

0
 ≡ 0.                 (3)

Поскольку равенство (3) выполняется при всех значениях х, то, подстав�
ляя в это равенство х = 0, получаем, что а

0
 = 0. Тогда равенство (3) обраща�

ется в следующее равенство: а
k + 1

х k + 1 + а
k
хk + ... + а

1
х ≡ 0. Вынесем х

в левой части этого равенства за скобки и получим
х(а

k + 1
х k + а

k
х k – 1 + ... + а

1
) ≡ 0.           (4)

Равенство (4) должно выполняться при всех значениях х. Для того чтобы
оно выполнялось при х ≠ 0, должно выполняться тождество

    а
k + 1

х k + а
k
х k – 1 + ... + а

1
 ≡ 0.

В левой части этого тождества стоит многочлен со степенями переменной
от х0 до хk.Тогда по предположению индукции все его коэффициенты рав�
ны нулю: а

k + 1
 = a

k
 = …= а

1
 = 0. Но мы также доказали, что а

0
= 0, поэтому

наше утверждение выполняется и при п = k + 1. Таким образом, утвержде�
ние теоремы справедливо для любого целого неотрицательного п, то есть
для всех многочленов. )
Многочлен, у которого все коэффициенты равны нулю, обычно называют

нулевым многочленом, или нуль�многочленом, и обозначают 0 (х) или прос�
то 0 (поскольку 0 (х) = 0).

Т е о р е м а  3. Если два многочлена f (x) и g (x) тождественно равны,
то они совпадают (то есть их степени одинаковы и коэффициенты
при одинаковых степенях равны).

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними

* Значком ≡ обозначено тождественное равенство многочленов.
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( Пусть многочлен f (х) = а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
, а многочлен

g (x) = b
m

xm + b
m – 1

xm – 1 + ... + b
2
х2 + b

1
x + b

0
. Рассмотрим многочлен

f (x) – g (x). Поскольку многочлены f (x) и g (x) по условию тождественно
равны, то многочлен f (x) – g (x) тождественно равен 0. Таким образом, все
его коэффициенты равны нулю.
Но f (x) – g (x) = (a

o
 – b

o
) + (a

1
 – b

1
)x + (а

2
 – b

2
)х2 + ... .

Тогда a
0
 – b

0
 = 0, a

1
 – b

1
 = 0, а

2
 – b

2
 = 0, ... . Отсюда a

0
 = b

0
, a

1
 = b

1
, а

2
 = b

2
, ... .

Как видим, если допустить, что у какого�то из двух данных многочленов
степень выше, чем у второго многочлена (например, п больше т), то коэф�
фициенты разности будут равны нулю. Поэтому, начиная с (т + 1)�го но�
мера, все коэффициенты a

i
 также будут равны нулю. То есть действитель�

но, многочлены f (x) и g (x) имеют одинаковую степень и соответственно
равные коэффициенты при одинаковых степенях. )

Теорема 3 является основанием так называемого метода неопределенных
коэффициентов. Покажем его применение на следующем примере.

Пример Докажите, что выражение (х + 2)(х + 4)(х + 6)(х + 8) + 16
является полным квадратом.

Данное выражение может быть записано в виде многочлена четвертой сте�
пени, поэтому оно может быть полным квадратом только многочлена второй
степени вида ах2 + bх + с (а ≠ 0).

Получаем тождество:
(х + 2)(х + 4)(х + 6)(х + 8) + 16 = (ах2 + bх + с)2.           (5)

Раскрывая скобки в левой и правой частях этого тождества и приравнивая
коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем систему равенств. Этот
этап решения удобно оформлять в следующем виде:

x4 =1 a2

x3 2=8+6+4+2 ba

x2 2æ 2+4 æ 2+6 æ 4+8 æ 4+6 æ 6+8 æ =8 b2 2+ ca

x1 2æ4æ 2+6 æ4æ 2+8 æ6æ 4+8 æ6æ 2=8 cb

x0 2æ4æ6æ =61+8 c2

Из первого равенства получаем а = 1 или а = –1.
При а = 1 из второго равенства имеем b = 10, а из третьего —  с = 20. Как

видим, при этих значениях а, b и с последние два равенства также выполня�
ются. Следовательно, тождество (5) выполняется при а = 1, b = 10, с = 20
(аналогично можно также получить а = –1, b = –10, с = –20).

Таким образом, (х + 2)(х + 4)(х + 6)(х+8) + 16 = (х2 + 10х + 20)2. 



117

Упражнения

1. Зная, что многочлены f (x) и g (x) тождественно равны, найдите значение
коэффициентов а, b, c, d:
1) f (x) = 2x2 – (3 – a) x + b, g (x) = cx3 + 2dx2 + x + 5;
2) f (x) = (a + 1) x3 + 2, g (x) = 3x3 + bx2 + (c – 1) x + d.

2. Найдите такие числа а, b, c, чтобы данное равенство а(х2 – 1) + b (х – 2) +
+ с (х + 2) = 2 выполнялось при любых значениях х.

3. Докажите тождество:
1) (х – 1)(х + 1)(х2 – х + 1)(х2 + х + 1) = х6 – 1;

2) 1 1 2 1 24 2 2+ = + +( ) − +( )x x x x x .
4. Докажите, что данное выражение является полным квадратом:

1) (х – 1)(х – 2)(х – 3)(х – 4) + 1;
2) (х + а)(х + 2а)(х + 3а)(х + 4а) + а4.

5. Найдите такие а и b, чтобы при любых значениях х выполнялось равен�
ство: 3х4 + 4х3 + 8х2 + 3х + 2 = (3х2 + ах + 1)(х2 + х + b).

6. Запишите алгебраическую дробь 2

2

15 2x x+ −
 как сумму двух алгебраиче�

ских дробей вида 
3 1

a

x −
 и 

5 2
.b

x +

10.2. ДЕЙСТВИЯ НАД МНОГОЧЛЕНАМИ.
ДЕЛЕНИЕ МНОГОЧЛЕНА НА МНОГОЧЛЕН С ОСТАТКОМ

Сложение и умножение многочленов от одной переменной выполняется с
помощью известных правил сложения и умножения многочленов. В резуль�
тате выполнения действий сложения или умножения над многочленами
от одной переменной всегда получаем многочлен от той же переменной.

Из определения произведения двух многочленов вытекает, что старший
член произведения двух многочленов равен произведению старших членов
множителей, а свободный член произведения равен произведению свободных
членов множителей. Отсюда получаем, что степень произведения двух мно#
гочленов равна сумме степеней множителей.

При сложении многочленов одной степени получаем многочлен этой же
степени, хотя иногда можно получить многочлен меньшей степени.

Например, 2х3 – 5х2 + 3х + 1 + (–2х3 + 5х2 + х + 5) = 4х + 6.
При сложении многочленов разных степеней всегда получаем многочлен,

степень которого равна большей степени слагаемого.
Например, (3х3 – 5х + 7) + (х2 + 2х + 1) = 3х3 + х2 – 3х + 8.
Деление многочлена на многочлен определяется аналогично делению це�

лых чисел. Напомним, что число а делится на число b (b ≠ 0), если существует
такое число q, что а = bæq.

О п р е д е л е н и е. Многочлен А (х) делится на многочлен В (х) (где В (х) —
не нулевой многочлен), если существует такой многочлен Q (x), что

А (х) = В (х)æææææQ (x).

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними
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Как и для целых чисел, операция деления многочлена на многочлен вы�
полняется не всегда, поэтому во множестве многочленов вводится операция
деления с остатком. Говорят, что

многочлен А (х) делится на многочлен В (х) (где В (х) — не нулевой мно�
гочлен) с остатком, если существует такая пара многочленов Q (x) и R (x),
что А (х) = В (х)æææææQ (x) + R (x), причем степень остатка R (x) меньше сте�
пени делителя В (х) (в этом случае многочлен Q (х) называется непол�
ным частным.)

Например, поскольку х3 – 5х + 2 = (х2 – 5)х + 2, то при делении многочлена
х3 – 5х + 2 на многочлен х2 – 5 получаем неполное частное х и остаток 2.

Иногда деление многочлена на многочлен удобно выполнять «уголком»,
как и деление многозначных чисел, пользуясь следующим алгоритмом:

При делении многочленов от одной переменной переменные в делимом и
в делителе размещают по убыванию степеней и делят старший член
делимого на старший член делителя. Потом полученный результат ум#
ножается на делитель, и это произведение вычитается из делимого. С по#
лученной разностью выполняют аналогичную операцию: делят ее стар#
ший член на старший член делителя и полученный результат снова ум#
ножают на делитель и т. д. Этот процес продолжают до тех пор, пока
не получится в остатке 0 (если один многочлен делится на другой), или
пока в остатке не получится многочлен, степень которого меньше сте#
пени делителя.

Пример Разделим многочлен А (х) = х4 – 5х3 + х2 + 8х – 20 на многочлен
В (х) = х2 – 2х + 3.
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Докажем, что полученный результат действительно является результа�
том деления А (х) на В (х) с остатком.
( Если обозначить результат выполнения первого шага алгоритма через f

1
(x),

второго шага — через f
2

(x), третьего — через f
3
(x), то операцию деления,

выполненную выше, можно записать в виде системы равенств:
f

1
(x) = А (х) – х2æВ (х);           (1)

f
2

(x) = f
1

(x) – (–3х)æВ (х);           (2)
f

3
(x) = f

2
(x) – (–8)æВ (х).           (3)
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Сложим почленно равенства (1), (2), (3) и получим

             А (х) = (х2 – 3х – 8) В (х) + f
3

(x).           (4)

Учитывая, что степень многочлена f
3

(x) = х + 4 меньше степени делителя
В (х) =  х2 – 2х + 3, обозначим f3 (x) = R (x) (остаток), а х2 – 3х – 8 = Q (x)
(неполное частное). Тогда из равенства (4) имеем: А (х) = В (х)æQ (x) + R (x),
то есть х4 – 5х3 +  х2 + 8х – 20 = (х2 – 2х + 3)(х2 – 3х – 8) + х + 4, а это
и означает, что мы разделили А (х) на В (х) с остатком. )

Очевидно, что приведенное обоснование можно провести для любой пары
многочленов А (х) и В (х) в случае их деления столбиком. Поэтому описанный
выше алгоритм позволяет для любых делимого А (х) и делителя В (х) (где
В (х) — не нулевой многочлен) найти неполное частное Q (x) и остаток R (x).

Отметим, что в случае, когда степень делимого А (х) меньше степени дели�
теля В (х), считают, что неполное частное Q (x) = 0, а остаток R (x) = А (х).

Упражнения

1. Выполните деление многочлена на многочлен:
1) 3х3 – 5х2 + 2х – 8 на х – 2; 2) х10 + 1 на х2 + 1;
3) х5 + 3х3 + 8х – 6 на х2 + 2х + 3.

2. Выполните деление многочлена на многочлен с остатком:
1) 4х4 – 2х3 + х2 – х + 1 на x2 + x + 2;
2) х5 + х4 + х3 + х2 + 1 на х2 – х – 2.

3. При каких значениях а и b многочлен А (х) делится без остатка на много�
член В (х)?
1) А (х) = х3 + ах + b, В (х) = х2 + 5х + 7;
2) А (х) = 2х3 – 5х2 + ах + b, В (х) = х2 – 4;
3) А (х) = х4 – х3 + х2 – ах + b, В (х) = х2 – х + 2.

4. Найдите неполное частное и остаток при делении многочлена А (х) на мно�
гочлен В (х) методом неопределенных коэффициентов:
1) А (х) = х3 + 6х2 + 11х + 6, В (х) = х2 – 1;
2) А (х) = х3 – 19х – 30, В (х) = х2 + 1.

10.3. ТЕОРЕМА БЕЗУ. КОРНИ МНОГОЧЛЕНА. ФОРМУЛЫ ВИЕТА
Рассмотрим деление многочлена f (x) на двучлен (х – а). Поскольку сте�

пень делителя равна 1, то степень остатка, который мы получим, должна
быть меньше 1, то есть в этом случае остатком будет некоторое число R. Та�
ким образом, если разделить многочлен f (x) на двучлен (х – а), то получим

        f (x) = (х – а)æQ (x) + R.

Это равенство выполняется тождественно, то есть при любом значении х.
При х = а имеем f (а) = R. Полученный результат называется теоремой Безу*.

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними

*  Безу Этьен (1730–1783), французский математик, внесший значительный вклад
в развитие теории алгебраических уравнений.
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Т е о р е м а 1 (теорема Безу). Остаток от деления многочлена f (х) на
двучлен (х – а) равен f (а) (то есть значению многочлена при х = а).

Задача 1 Докажите, что х5 – 3х4 + 2х3 + 4х – 4 делится на х – 1 без
остатка.

Подставив в f (х) = х5 – 3х4 + 2х3 + 4х – 4 вместо х значение 1, получаем:
f (1) = 0. Таким образом, остаток от деления f (х) на (х – 1) равен 0, то есть
f (x) делится на (х – 1) без остатка. 

О п р е д е л е н и е. Число ααααα называется корнем многочлена f (x), если
f (ααααα) = 0.

Если многочлен f (х) делится на (х – α), то α — корень этого многочлена.
( Действительно, если f (х) делится на (х – α), то f (х) = (х – α)æQ (x) и поэто�

му f (α) = (α – α)æQ (α) = 0. Таким образом, α — корень многочлена f (х). )
Справедливо и обратное утверждение. Оно является следствием теоремы

Безу.

Т е о р е м а 2. Если число ααααα является корнем многочлена f (x), то этот
многочлен делится на двучлен (х – ααααα) без остатка.

( По теореме Безу остаток от деления f (x) на (х – α) равен f (α). Но по усло�
вию α — корень f (x), таким образом, f (α) = 0. )

Обобщением теоремы 2 является следующее утверждение.

Т е о р е м а 3. Если многочлен f (x) имеет попарно разные корни
ααααα1

, ααααα2
, ..., αααααп

, то он делится без остатка на произведение
(х – ααααα1)(x – ααααα2)æææææ...æææææ(х – αααααn

).

( Для доказательства используем метод математической индукции.
При п = 1 утверждение доказано в теореме 2.
Допустим, что утверждение справедливо при п = k. То есть если α

1
, α

2
, ...,

α
k
 — попарно разные корни многочлена f (x), то он делится на произведе�

ние (х – α
1
)(х – α

2
)æ…æ(х – α

k
). Тогда

      f (x) = (х – α
1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

k
)æQ (x).           (1)

Докажем, что утверждение теоремы справедливо и при n = k + 1. Пусть α
1
,

α
2
, ..., α

k
, α

k + 1
 — попарно разные корни многочлена f(x). Поскольку α

k + 1
 —

корень f (x), то f (α
k + 1

) = 0. Принимая во внимание равенство (1), которое
выполняется согласно допущению индукции, получаем:

f (αk + 1) = (αk + 1 – α1)(αk + 1 – α2)æ...æ(αk + 1 – αk)æQ (αk + 1) = 0.
По условию все корни α

1
, α

2
, ..., α

k
, α

k + 1
 разные, поэтому ни одно из чисел

α
k + 1

– α
1
, α

k + 1
 – α

2
, ..., α

k + 1
 – α

k
 не равно нулю. Тогда Q (α

k + 1
) = 0. Таким

образом, α
k + 1

 — корень многочлена Q (x). Тогда по теореме 2    Q (x) делится
на (х – α

k + 1
), то есть Q (x) = (х – α

k + 1
)æQ

1 
(x) и из равенства (1) имеем

f (x) = (х – α
1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

k
)(х – α

k + 1
)æQ

1
(x).

Это означает, что f (х) делится на произведение
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(х – α
1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

k
)(х – α

k + 1
),

то есть теорема доказана и при n = k + 1.
Таким образом, теорема справедлива для любого натурального п. )

С л е д с т в и е. Многочлен степени п имеет не больше п разных корней.

( Допустим, что многочлен n�й степени имеет (п + 1) разных корней: α
1
, α

2
,

..., α
п
, α

п + 1
. Тогда f (x) делится на произведение (х – α

1
)(х – α

2
)æ... ×

× (х –α
п + 1

) — многочлен степени (п + 1), но это невозможно. Поэтому мно�
гочлен n�й степени не может иметь больше, чем п корней. )
Пусть теперь многочлен n�й степени f (x) = а

п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х +

+ а
0
 (a

п
 ≠ 0) имеет п разных корней α

1
, α

2
, ..., α

п
. Тогда этот многочлен делится

без остатка на произведение (х – α
1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

п
). Это произведение

является многочленом той же n�й степени. Таким образом, в результате де�
ления можно получить только многочлен нулевой степени, то есть число.
Таким образом,

     а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + … + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 = b (х – α

1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

п
).    (2)

Если раскрыть скобки в правой части равенства (2) и приравнять коэффи�
циенты при старших степенях, то получим, что b = а

п
, то есть

  а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 = а

п
(х – α

1
)(х – α

2
)æ...æ(х – α

п
)   .    (3)

Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой
частях тождества (3), получаем соотношение между коэффициентами урав�
нения и его корнями, которые называются формулами Виета:

1
1 2 ... ;n

n
n

a

a
−α + α + + α = −

2
1 2 1 3 1... ;n

n n
n

a

a
−

−α α + α α + + α α =

3
1 2 3 1 2 4 2 1... ;n

n n n
n

a

a
−

− −α α α + α α α + + α α α = −                 (4)

.................................................

( ) 0
1 2 3... 1 .

n

n
n

a

a
α α α α = −

Например, при п = 2 имеем:

                1
1 2

2

,
a

a
α + α = −    0

1 2
2

,
a

a
α α =

а при п = 3:

        
2

1 2 3
3

;
a

a
α + α + α = −

        
1

1 2 1 3 2 3
3

;
a

a
α α + α α + α α =           (5)

      
0

1 2 3
3

.
a

a
α α α = −

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними
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Выполнение таких равенств является необходимым и достаточным усло�
вием того, чтобы числа α

1
, α

2
, …, α

п
 были корнями многочлена

 f (x) = а
п
хп + а

п – 1
хп – 1 + ... + а

2
х2 + а

1
х + а

0
 (a

п
 ≠ 0).

Формулы (3) и (4) справедливы не только для случая, когда все корни
многочлена f (x) разные. Введем понятие кратного корня многочлена.

Если многочлен f (x) делится без остатка на (х – ααααα)k, но не делится без
остатка на (х – ααααα)k + 1, то говорят, что число ααααα является корнем кратно�
сти k многочлена f (x).

Например, если произведение (х + 2)3(х – 1)2(х + 3) записать в виде многочле�
на, то для этого многочлена число (–2) является корнем кратности 3, чис�
ло 1 — корнем кратности 2, а число (–3) — корнем кратности 1.

При использовании формул Виета в случае кратных корней необходимо
каждый корень записать такое количество раз, которое равно его кратности.

Задача 2 Проверьте справедливость формул Виета для многочлена
 f (x) = х3 + 2х2 – 4х – 8.

f (x) = х3 + 2х2 – 4х – 8 = х2(х + 2) – 4(х + 2) = (х + 2)(х2 – 4) = (х – 2)(х + 2)2.
Поэтому f (х) имеет корни: α

1
 = 2, α

2
 = –2, α

3
 = –2 (поскольку (–2) — ко�

рень кратности 2).
Проверим справедливость формулы (5).
В нашем случае: а

3
 = 1, а

2
 = 2, а

1
= –4, а

0
 = –8. Тогда

( ) ( ) 2

1
2 2 2 ;+ − + − = −  ( ) ( ) ( ) ( ) 4

1
2 2 2 2 2 2 ;−⋅ − + ⋅ − + − ⋅ − =  ( ) ( ) 8

1
2 2 2 .−⋅ − ⋅ − = −

Как видим, все равенства выполняются, поэтому формулы Виета спра�
ведливы для данного многочлена. 

Задача 3 Составьте квадратное уравнение, корнями которого являют�
ся квадраты корней уравнения х2 – 8х + 4 = 0.

Обозначим корни уравнения х2 – 8х + 4 = 0 через х
1
 и х

2
. Тогда корнями

искомого уравнения должны быть числа 2
1 1xα =  и 2

2 2.xα =  Поэтому иско�

мое уравнение имеет вид х2 + рх + q = 0,

где p x x x x x x= − +( ) = − +( ) = − +( ) −( )α α1 2 1
2

2
2

1 2

2

1 22 ,  ( )22 2
1 2 1 2 1 2 .q x x x x= α α = =

По формулам Виета имеем х
1
 + х

2
 = 8 и х

1
х

2
 = 4. Отсюда находим, что

 q = (х
1
х

2
)2 = 42 = 16, а p x x x x= − +( ) −( ) = − − ⋅( ) = −1 2

2

1 2
22 8 2 4 56.

Таким образом, искомое уравнение имеет вид х2 – 56х + 16 = 0. 

Упражнения

1. Найдите остаток от деления многочлена х5 – 4х4 + 2х3 – 5х + 1 на х + 2.
2. Найдите коэффициент а, зная, что остаток от деления многочлена

х3 – ах2 + + 5х – 3 на х – 1 равен 6.
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3. Многочлен f (х) при делении на х – 1 дает остаток 4, а при делении на
х – 3 дает остаток 6. Найдите остаток от деления многочлена f (х) на
х2 – 4х + 3.

4. При каких значениях а и b многочлен х4 + 2х3 + ах2 – bх + 2 делится без
остатка на х + 2, а при делении на х – 1 имеет остаток, который равен 3?

5. Остаток от деления многочлена f (x) на 3х2 – 5х + 2 равен 7х + 1. Найдите
остаток от деления этого многочлена на двучлены х – 1 и 3х – 2.

6. Запишите формулы Виета при п = 4.
7. Составьте кубический многочлен, который имеет корни 5, –2, 1 и коэф�

фициент при старшем члене –2. Решите задачу двумя способами.
8. При каких значениях а сумма квадратов корней трехчлена

х2 – (а + 2)х + 3а равна 12?
9. Какую кратность имеет корень 2 для многочлена

f (х) = х5 – 5х4 + 7х3 – 2х2 + 4х – 8?
10. Составьте кубический многочлен, который имеет корень 3 кратности 2

и корень (–1), а коэффициент при старшем члене 2.
11. Найдите такие а и b, чтобы число 3 было корнем кратности не меньше

чем 2 для многочлена f (х) = х3 – 5х2 + ах + b.
12. Составьте квадратное уравнение, корни которого противоположны кор�

ням уравнения х2 – 5х + 1 = 0.
13. Составьте квадратное уравнение, корни которого обратны корням урав�

нения 2х2 – 5х + 1 = 0.
14. Составьте квадратное уравнение, корнями которого являются квадраты

корней уравнения х2 + 6х + 3 = 0.

10.4.  СХЕМА ГОРНЕРА
Делить многочлен f (x) на двучлен (х – а) иногда удобно с помощью специ�

альной схемы, которую называют схемой Горнера.
( Пусть многочлен f (x) = а

0
хп + а

1
хп – 1 + ... + а

п – 1
х + а

п
 (a

0
 ≠ 0) необходимо

разделить на двучлен (х – а). В результате деления многочлена n�й степени
на многочлен первой степени получим некоторый многочлен Q (x) (п – 1)�й
степени (то есть Q (x) = b

0
xп – 1 + b

1
xп – 2 + ... + b

п – 2
x + b

п – 1
,  где b

0
 ≠ 0)

и остаток R. Тогда f(x) = (х – а)æQ (x) + R, то есть

а
0
хп + а

1
хп – 1 + ... + а

п – 1
х + а

п
 =

= (х – а)æ(b
0
xп – 1 + b

1
xп – 2 + ... + b

п – 2
x + b

п – 1
) + R.

Левая и правая части полученного равенства тождественно равны, поэто�
му, перемножив многочлены, стоящие в правой части, можем приравнять
коэффициенты при соответствующих степенях х:

хп а
0
 = b

0

хп – 1 а
1
 = b

1
 – аb

0

хп – 2 а
2
 = b

2
 – аb

1

.......   .........................
х1 а

п – 1
 = b

п – 1
 – аb

п – 2

х0 а
п
 = R – аb

п – 1

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними



124

РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Найдем из этих равенств коэффициенты b
0
, b

1
,..., b

n – 1
 и остаток R:

b
0
 = а

0
, b

1
 = ab

0
 + a

1
, b

2
 = ab

1
 + a

2
, …, b

п – 1
 = ab

п – 2
 + a

п – 1
, R = ab

п – 1
 + a

п
.

Как видим, первый коэффициент неполного частного равен первому коэф�
фициенту делимого. Остальные коэффициенты неполного частного и оста�
ток находятся одинаково: для того чтобы найти коэффициент b

k + 1 
непол�

ного частного, достаточно предыдущий найденный коэффициент b
k
 умно�

жить на а и добавить k�й коэффициент делимого. Эту процедуру целесоб�
разно оформлять в виде специальной схемы�таблицы, которая называ�
ется схемой Горнера.

2 6 4 2– 24–

3– 2 0 4 41– =котатсо(0 f ))3–(

Пример 1 Разделите по схеме Горнера многочлен f (х) = 3х4 – 2х3 – 4х + 1
на двучлен х – 2.

Запишем сначала все коэффициенты многочлена f (х) (если в данном мно�
гочлене пропущена степень 2, то соответствующий коэффициент считаем
равным 0), а потом найдем коэффициенты неполного частного и остаток по
указанной схеме:

Таким образом, 3х4 – 2х3 – 4х +1 = (х – 2)(3х3 + 4х2 + 8х + 12) + 25. 

Пример 2 Проверьте, является ли х = –3 корнем многочлена
f (х) = 2х4 + 6х3 + 4х2 – 2х – 42.

По теореме Безу остаток от деления многочлена f (х) на х – а равен f (а),
поэтому найдем с помощью схемы Горнера остаток от деления f (х) на
х – (–3) = х + 3.

Поскольку f (–3) = 0, то х = –3 — корень многочлена f (х). 

Упражнения

1. Используя схему Горнера, найдите неполное частное и остаток от деления
многочлена А (х) на двучлен В (х):
1) А (х) = х3 + 3х2 + 3х + 1; В (х) = х + 1;

)

остаток

остаток
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2) А (х) = 5х3 – 26х2 + 25х – 4; В (х) = х – 5;
3) А (х) = х4 – 15х2 + 10х + 24; В (х) = х + 3.

2. Используя схему Горнера, проверьте, делится ли многочлен f (x) на дву�
член q (x):
1) f (х) = 4х3 – х2 – 27х – 18; q (x) = x + 2;
2) f (х) = х4 – 8х3 + 15х2 + 4х – 20; q (x) = x – 2.

3. Разделите многочлен А (х) на двучлен В (х):
1) А (х) = 2х3 – 19х2 + 32х + 21; В (х) = х – 7;
2) А (х) = 4х3 – 24х2 + 21х – 5; В (х) = 2х – 1.

10.5. НАХОЖДЕНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ КОРНЕЙ МНОГОЧЛЕНА
С ЦЕЛЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Т е о р е м а 4.  Если многочлен с целыми коэффициентами

f (x) = а
п
хп + а

п – 1хп – 1 + ... + а1х + а0 имеет рациональный корень p

q
x =

(q ≠≠≠≠≠ 0), то р является делителем свободного члена (а0), а q — делите�
лем коэффициента при старшем члене а

п
.

( Если p

q
 является корнем многочлена f (х), то 0.p

q
f   =  

 Подставляем p

q
вместо х в f (x) и из последнего равенства имеем

1

1 1 01
... 0.

n n

n nn n

p p p

q q q
a a a a

−

− −+ + + + =           (1)

Умножим обе части равенства (1) на qn (q ≠ 0). Получаем

       а
п
рп + а

п – 1
рп – 1q + ... + а

1
рqn – 1 + а

0
qn = 0.           (2)

В равенстве (2) все слагаемые, кроме последнего, делятся на р. Поэтому
a

0
qn = – (а

п
рп + а

п – 1
рп – 1q + ... + а

1
рqn – 1) делится на р.

Но когда мы записываем рациональное число в виде ,p

q
 то эта дробь счита�

ется несократимой, то есть р и q не имеют общих делителей. Произведение
a

0
qn может делится на р (если р и q — взаимно простые числа) только тогда,

когда a
0
 делится на р. Таким образом, р — делитель свободного члена a

0
.

Аналогично все слагаемые равенства (2), кроме первого, делятся на q. Тог�
да а

п
рп = –(а

п – 1
рп – 1q + ... + а

1
рqn – 1 + а

0
qn) делится на q. Поскольку р и q

взаимно простые числа, то а
п
 делится на q, следовательно, q — делитель

коэффициента при старшем члене. )

Отметим два следствия из этой теоремы. Если взять q = 1, то корнем много�
члена будет целое число р — делитель a

0
. Таким образом, имеет место:

С л е д с т в и е  1. Любой целый корень многочлена с целыми коэффи�
циентами является делителем его свободного члена.

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними
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Если в заданном многочлене f (х) коэффициент а
п
 = 1, то делителями а

п

могут быть только числа ä 1, то есть q = ä 1, и имеет место:

С л е д с т в и е  2. Если коэффициент при старшем члене уравнения
с целыми коэффициентами равен 1, то все рациональные корни это�
го уравнения (если они существуют) — целые числа.

Задача 1 Найдите рациональные корни многочлена 2х3 – х2 + 12х – 6.

Пусть несократимая дробь p

q
 является корнем многочлена. Тогда р необ�

ходимо искать среди делителей свободного члена, то есть среди чисел ä 1,
ä 2, ä 3, ä 6, а q — среди делителей старшего коэффициента: ä 1, ä 2.
Таким образом, рациональные корни многочлена необходимо искать сре�

ди чисел 1

2
,±  ä 1, 3

2
,±  ä 2, ä 3, ä 6. Проверять, является ли данное число

корнем многочлена, целесобразно с помощью схемы Горнера. При 1

2
x =

имеем следующую таблицу.
Кроме того, по схеме Горнера можно
записать, что

   ( )( )3 2 21

2
2 12 6 2 12 .x x x x x− + − = − +

Многочлен 2х2 + 12 не имеет действи�
тельных корней (а тем более рациональных), поэтому заданный много�

член имеет единственный рациональный корень 
1

2
.x =  

Задача 2 Разложите многочлен Р (х) = 2х4 + 3х3 – 2х2 – х – 2 на множи�
тели.

Ищем целые корни многочлена среди делителей свободного члена: ä 1, ä 2.
Подходит 1. Делим Р (х) на х – 1 с помощью схемы Горнера.

Тогда Р (х) = (х – 1)(2х3 + 5х2 + 3х + 2).
Ищем целые корни кубического мно�
гочлена 2х3 + 5х2 + 3х + 2 среди дели�
телей его свободного члена: ä 1, ä 2.
Подходит (–2). Делим на х + 2.

Имеем
      Р (х) = (х – 1)(х + 2)(2х2 + х +1).
Квадратный трехчлен 2х2 + х +1 не
имеет действительных корней и на
линейные множители не раскладыва�
ется.

Ответ: Р (х) = (х – 1)(х + 2)(2х2 + х +1). 

1

2

2 1– 21 6–

2 0 21 0

2 3 2– 1– 2–

1 2 5 3 2 0

2 5 3 2

2– 2 1 1 0
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Отметим, что во множестве действительных чисел не всегда можно найти
все корни многочлена (например, квадратный трехчлен х2 + х + 1 не имеет
действительных корней). Таким образом, многочлен n�й степени не всегда
можно разложить на линейные множители. В курсах высшей алгебры дока�
зывается, что многочлен нечетной степени всегда можно разложить на  ли�
нейные и квадратные множители, а многочлен четной степени представить
в виде произведения квадратных трехчленов.

Например, многочлен четвертой степени раскладывается в произведение
двух квадратных трехчленов. Для нахождения коэффициентов этого разло�
жения иногда можно применить метод неопределенных коэффициентов.

Задача 3 Разложите на множители многочлен х4 + х3 + 3х2 + х + 6.

Попытка найти рациональные корни ничего не дает: многочлен не имеет
рациональных (целых) корней.
Попытаемся разложить этот многочлен в произведение двух квадратных
трехчленов. Поскольку старший коэффициент многочлена равен 1, то и
у квадратных трехчленов возьмем старшие коэффициенты равными 1. То
есть будем искать разложение нашего многочлена в виде:

х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = (х2 + ах + b)(х2 + сх + d),           (3)

где а, b, с и d — неопределенные (пока что) коэффициенты. Многочлены,
стоящие в левой и правой частях этого равенства, тождественно равны, поэтому
и коэффициенты при одинаковых степенях х у них равны. Раскроем скобки в
правой части равенства и приравняем соответствующие коэффициенты. Это
удобно записать так:                  х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = x4 + cx3 + dx2 +

                                  + ax3 + acx2 + adx +
                                            + bx2 + bcx + bd.

Получаем систему

             

x

x

x

x

x

a c

ac b d

bc ad

bd

4

3

2

1

0

1 1

1

3

1

6

=
= +
= + +
= +
=














,

,

,

.

,

     
     (4)

Попытка решить эту систему методом подстановки приводит к уравнению
4�й степени, поэтому попробуем решить систему (4) в целых числах. Из
последнего равенства системы (4) получаем, что b и d могут быть только
делителями числа 6. Все возможные варианты запишем в таблицу.

Коэффициенты b и d в равенстве
(3)  равноправны, поэтому мы не рас�
сматриваем случаи b = 6 и d = 1 или
b = –6 и d = –1 и т. д.

§ 10. Многочлены от одной переменной и действия над ними

b 1 1– 2 2–

d 6 6– 3 3–
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Для каждой пары значений b и d из третьего равенства системы (4) найдем
ас = 3 – (b + d), а из второго равенства имеем а + с = 1.
Зная а + с и ас, по теореме, обратной теореме Виета, находим а и с как корни
квадратного уравнения. Найденные таким образом значения а, b, с, d под�
ставим в четвертое равенство системы (4)  bс + ad = 1, чтобы выбрать те
числа, которые являются решениями системы (4). Удобно эти рассуждения
оформить в виде таблицы:

Как видим, системе (4) удовлетворяет набор целых чисел а = –1, b = 2,
с = 2, d = 3. Тогда равенство (3) имеет вид

х4 + х3 + 3х2 + х + 6 = (х2 – х + 2)(х2 + 2х + 3).           (5)
Поскольку квадратные трехчлены х2 – х + 2 и х2 + 2х + 3 не имеют не
только рациональных, но и действительных корней, то равенство (5) дает
окончательный ответ.

Упражнения
1. Найдите целые корни многочлена:

1) х3 – 5х + 4; 2) 2x3 + x2 – 13x + 6;
3) 5х3 + 18х2 – 10х – 8; 4) 4х4 – 11х2 + 9х – 2.

2. Найдите рациональные корни уравнения:
1) х3 – 3х2 + 2 = 0; 2) 2х3 – 5х2 – х + 1 = 0;
3) 3х4 + 5х3 – х2 – 5х – 2 = 0; 4) 3х4 – 8х3 – 2х2 + 7х – 2 = 0.

3. Разложите многочлен на множители:
1) 2х3 – х2 – 5х – 2; 2) х3 + 9х2 + 23х +15;
3) х4 – 2х3 + 2х – 1; 4) х4 – 2х3 – 24х2 + 50х – 25.

4. Найдите действительные корни уравнения:
1) х3 + х2 – 4х + 2 = 0; 2) х3 – 7х – 6 = 0;
3) 2х4 – 5х3 + 5х2 – 2 = 0; 4) 2х3 – 5х2 + 1 = 0.

5*. Разложите многочлен на множители методом неопределенных коэффици�
ентов:
1) х4 + х3 – 5х2 + 13х – 6; 2) х4 – 4х3 – 20х2 + 13х – 2.

6*. Разложите многочлен на множители, заранее записав его с помощью мето�
да неопределенных коэффициентов в виде (х2 + bх + с)2 – (тх + п)2:
1) х4 + 4х – 1; 2) х4 – 4х3 – 1; 3) х4 + 4а3х – а4.

b 1 1– 2 2–

d 6 6– 3 3–
c+a 1= 1 1 1 1

ca (–3= d+b ) 4– 01 2– 8

a еолецен �ещусен
теувтс 2 1– �ещусен

теувтс

c еолецен �ещусен
теувтс 1– 2 �ещусен

теувтс

da+cb 1= – –
da+cb 4=

4 ≠ 1
da+cb 1=
1=1

–
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11.1. ФОРМУЛЫ ТРОЙНОГО И ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТОВ.
ВЫРАЖЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ЧЕРЕЗ ТАНГЕНС ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА

Т а б л и ц а  23

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ ТРИГОНОМЕТРИИ§§§§§1111111111

1. Формулы тройного аргумента

     sin 3ααααα = 3 sin ααααα – 4 sin3 ααααα              cos 3ααααα = 4 cos3 ααααα – 3cos ααααα
3

2
3tg tg

1 3tg
tg3 ,α − α

− α
α = αα ππ≠ +( )

6
2 1k , k ∈ Z                       

3

2
3ctg ctg

1 3ctg
ctg3 ,α − α

− α
α =  ≠

3
,kπα  k ∈ Z

2. Формулы понижения степени

3. Формулы половинного аргумента

(Знак перед корнем выбирается в зависимости от знака тригонометрической
функции, стоящей в левой части равенства.)

4. Выражение тригонометрических функций
через тангенс половинного аргумента

   
2

2tg
2

1 tg
2

sin ,
α

α
α

+
=   α ≠ π + 2πk, k ∈ Z     

2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos ,
α

α
α

−

+
=  α ≠ π + 2πk, k ∈ Z

2

2 tg
2

1 tg
2

tg ,
α

α
α

−
=  

2
,nπα π≠ +  n ∈ Z,  α ≠ π + 2πk, k ∈ Z

−
=

21 tg
2

2tg
2

ctg ,
α

α
α  α ≠ πk, k ∈ Z

sin cos2 1 2
2

αα αα= − cos cos2 1 2
2

αα αα= +

cos cosαα αα
2

1
2

= ± +sin cosαα αα
2

1
2

= ± −

tg ,cos
cos

sin
cos

αα αα
αα

αα
αα2

1
1 1

= ± =−
+ +

 α ≠ π + 2πk, k ∈ Z        tg ,cos
sin

αα αα
αα2

1= −  α ≠ πk, k ∈ Z

ctg ,cos
cos

sin
cos

αα αα
αα

αα
αα2

1
1 1

= ± =+
− −

 α ≠ 2πk, k ∈ Z             ctg ,cos
sin

αα αα
αα2

1= +  α ≠ πk, k ∈ Z
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Объяснение и обоснование

1. Формулы тройного аргумента. Используя формулы сложения, формулы
двойного аргумента, основное тригонометрическое тождество и формулу
tg αæctg α = 1, получаем следующие формулы:

sin 3α = sin (2α + α) = sin 2αæcos α + cos 2αæsin α = 2 sin αæcos 2 α +
+ (1 – 2 sin2 α)æsin α = 2 sin αæ(1– sin 2 α) + (1 – 2 sin2 α)æsin α =

= 3 sin α – 4 sin3 α. Таким образом,

sin 3ααααα = 3 sin ααααα – 4 sin3 α  α  α  α  α  .
cos 3α = cos (2α + α) = cos 2αæcos α – sin 2αæsin α =

= (2 cos 2 α – 1)æcos α – 2 sin 2 αæcos α =
= (2cos 2 α –1)æcos α – 2(1– cos2 α)æcos α= 4 cos3 α – 3 cos α. Следовательно,

cos 3ααααα = 4 cos3 ααααα – 3 cos α  α  α  α  α  .

( )
32

2 2

2

2tg
tg

tg2 tg 3tg tg1 tg

1 tg2 tg 2tg 1 3tg
1

1 tg

tg3 tg 2 .

α + α
α + α α − α− α

− α ⋅ α α − α−
− α

α = α + α = = =
 Тогда

3

2
3tg tg

1 3tg
tg3 .α − α

− α
α =

( )22 32

3 2 2

3

3
1

ctg 3 ctg1 1 3tg 3ctg ctgctg
ctg3

tg3  3tg tg 3 1  3ctg 1 1 3ctg

ctg ctg

.
−

α − α− α α − ααα =
α α − α α − − α−

α α

= = = =

Следовательно,
       

3

2
3ctg ctg

1 3ctg
ctg3 .α − α

− α
α =

З а м е ч а н и е. Функции sin 3α и cos 3α существуют при любых значениях α,

а функция tg 3α существует только тогда, когда π
2

3 ,kα ≠ + π  k ∈ Z. Отсюда

π
6 3

,kπα ≠ +  то есть ( )π 2 1 ,
6

kα ≠ +  k ∈ Z. Аналогично функция ctg 3α существует

только тогда, когда 3α ≠ πk, k ∈ Z, то есть при π
3

,kα ≠  k ∈ Z.

2. Формулы понижения степени. Из формул cos 2α = 1 – 2 sin2 α
и cos 2α = 2 cos2 α – 1 получаем формулы понижения степени:

sin ,cos2 2αα αα== −−1
2

          (1)

cos .cos2 2αα αα== 1+
2

          (2)

3. Формулы половинного аргумента.  Если в формулах (1) и (2) вместо α

взять аргумент 
2

,α
 то получим:
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 2 1 cos

2 2
sin ,α − α=                             (3)

 2 1+cos

2 2
cos α α=           (4)

Из формул (3) и (4) получаем формулы половинного аргумента для синуса
и косинуса:

1 cos

2 2
sin ,

− αα = ±           (5)

cos .cosαα αα
2
== ±± 1+

2
          (6)

В этих формулах знак перед корнем выбирается в зависимости от знака
тригонометрической функции, стоящей в левой части равенства.

Если почленно разделить формулы (5) и (6) и учесть, что 
sin

2
2

cos
2

tg ,

α
α

α
=

а
cos

2
2

sin
2

ctg ,

α
α

α
=  то получим:

tg 1
1+

αα αα
αα2

== ±± −− cos
cos

,           (7)

ctg 1+
1

αα αα
αα2

== ±±
−−

cos
cos

.     (8)

В формулах (7) и (8) знак перед корнем также выбирается в зависимости от
знака тригонометрической функции, стоящей в левой части равенства.

Отметим, что формулы (5) и (6) можно применять при любых значениях α,

а формулы (7) и (8) только тогда, когда существуют значения 
2

tg α  и 
2

ctg α

соответственно. Таким образом, формулу (7) можно применять, если

2 2
,kα π≠ + π  то есть если α ≠ π + 2πk, k ∈ Z, а формулу (8) — если 

2
,kα ≠ π  то есть

если α ≠ 2πk, k ∈ Z.
Заметим, что для тангенса и котангенса половинного аргумента можно

получить формулы, которые не содержат квадратных корней. Например,

tg .sin
cos

αα αα
αα2 1

==
++

          (9)

Действительно, если учесть, что аргумент α вдвое больше аргумента 
2

,α
 то

2

2sin cos sinsin 2 2 2
1 cos 2

2cos cos
2 2

= tg

α α α
α α

+ α α α
= = . Естественно, формулу (9) можно применять

только при 1 + cos α ≠ 0, то есть при α ≠ π + 2πk, k ∈ Z.



132

РАЗДЕЛ 1. Тригонометрические функции

Аналогично обосновывается формула

tg .cos
sin

αα αα
αα2

1= −
       (10)

22sin sin
1 cos 2 2

sin 2
2sin cos cos

2 2 2

tg ,

α α
− α α

α α α α
= = =  если sin α ≠ 0, то есть формулу (10) можно

применять при α ≠ πk, k ∈ Z.

Учитывая, что 1
2

tg
2

ctg ,α
α

=  получаем формулы:

ctg ,sin
cos

αα αα
αα2 1

=
−

                            ctg .cos
sin

αα αα
αα2

1= +

4. Выражение тригонометрических функций через тангенс половинного ар�
гумента. Чтобы получить соответствующие формулы для sin α и cos α, запи�
шем каждое из этих выражений по формулам двойного аргумента и разделим на

2 2

2 2
1 sin cos .α α= +  Затем, чтобы перейти к тангенсам, разделим числитель и зна�

менатель полученной дроби на 2

2
cos α  (разумеется, при условии, что 2

2
cos 0,α ≠

то есть при α ≠ π + 2πk, k ∈ Z).

2

2 2 2 2 2 2

2 2

2sin cos sin
2 2 22

2sin cos cos cos 2tg
sin 2 2 2 2 2

1
sin cos sin cos sin tg 1

2 2 2 2 2 21

cos cos
2 2

sin .

α α α

α α α α α
α

α α α α α α+ + +
+

α α

α = = = = =
 
Таким образом,

+
=

2

2 tg
2

1 tg
2

sin ,
α

α
α  α ≠ π + 2πk, k ∈ Z  .         (11)

2 2 2

2 2 2

cos sin 1 tg
cos 2 2 2

1
sin cos tg 1

2 2 2

cos .

α α α− −α
α α α+ +

α = = =  Поэтому

         

2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos ,
α

α
α

−

+
=  α ≠ π + 2πk, k ∈ Z  .  (12)

Если почленно разделить равенства (11) и (12), то получим формулы:
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2

2tg
2

1 tg
2

tg  ,
α

α−
α =   

2
,nπα ≠ + π  n ∈ Z, α ≠ π + 2πk,  k ∈ Z  ,         (13)

          
21 tg

2

2 tg
2

ctg  ,
α−

α
α =   α ≠ πk, k ∈ Z  .

Заметим, что формулу (13) можно получить и по формуле тангенса двой�

ного аргумента, поскольку 
2

2 .αα = ⋅

Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите, не пользуясь таблицами и калькулятором:
1) sin 15°;     2) cos 15°;     3) tg 15°.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 11. Дополнительные формулы тригонометрии

Поскольку аргумент 15° равен по�
ловине аргумента 30°, а косинус 30°
известен, то можно найти искомые
значения по формулам половинного
аргумента. Учитывая, что аргумент
15° находится в I четверти (где значе�
ния всех тригонометрических функ�
ций положительны), в формулах (5)
и (6) перед знаком квадратного кор�
ня ставится знак «+». Для нахожде�
ния тангенса 15° можно применить
любую из формул (7), (9) или (10), но
удобнее применить формулы (9) или
(10), запись которых не содержит
квадратных корней. После нахожде�
ния sin 15° и cos 15° можно использо�
вать также формулу

sin15

cos15
tg 15 .°

°
° =

З а м е ч а н и е. Записи ответов для sin 15° и cos 15° можно несколько упро�
стить, выделяя под знаком внешнего квадратного корня квадрат двучлена.

Чтобы представить, например, 2 3−  в виде квадрата двучлена, умножим и

разделим это выражение на 2 (и рассмотрим выражение 2 3  как удвоенное

произведение чисел 3  и 1). Получаем:

1) 
1 cos 30

2
sin 15 − °° = =

3
21 2 3

;
2 2

− −= =

2) 
1 cos30

2
cos 15 + °° = =

3
21 2 3

;
2 2

+ += =

3) tg .
cos

sin
15 2 3

1 30

30

1 3
2

1
2

° = = = −− °
°

−
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2 3 4 2 3

2

3 1

2

2

− = =
( )− −

,  2 3 4 2 3

2

3 1

2

2

+ = =
( )+ +

.

Тогда sin .15 2 3

2

3 1

2
2

3 1

2 2

6 2

4

2

° = =

( )
= =−

−

− −

Выполняя аналогичные преобразования, получаем 6 2

4
cos 15 .+° =

Вопросы для контроля

1. Запишите формулы тройного и половинного аргументов и формулы, выра�
жающие тригонометрические функции через тангенс половинного аргу�
мента. Проиллюстрируйте на примерах применение этих формул.

2. Обоснуйте формулы тройного и половинного аргументов и формулы, вы�
ражающие тригонометрические функции через тангенс половинного ар�
гумента.

Упражнения

1. Вычислите, не пользуясь таблицами и калькулятором:
1) sin 22°30R; 2) cos 22°30R; 3) tg 22°30R.

2. Найдите 
2

sin ;α
2

cos ;α
,

2
tg α  если:

1) 3

5
cosα = −  и 3

2
;ππ < α < 2) 5

13
cosα =  и 3

2
2 .π < α < π

3. Вычислите ( )4
tg + ,πα  если 

1

3
cos 2α =  и 5

4
.ππ < α <

4. Вычислите 
2

cos ,α  если 12

13
sinα = −  и 3

2
.ππ < α <

5. Вычислите  sin α, если 1

2 3
tg .α =

6. Вычислите 
2

tg ,α  если 1

5
sin cosα + α =  и 3

2
2 .π < α < π

7. Вычислите sin2 cos

1 cos 1 cos2
,α α

+ α + α
⋅  если 

2
tg 2.α =

8. Учитывая, что sin 36° = cos 54°, вычислите sin 18°.
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11.2. ФОРМУЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВЫРАЖЕНИЯ  a sin ααααα + b cos ααααα

Т а б л и ц а  24

§ 11. Дополнительные формулы тригонометрии

Объяснение и обоснование

( Сначала докажем следующее утверждение: если для чисел m и n выполня#
ется соотношение m2 + n2 = 1, то одно из этих чисел можно считать
синусом, а другое косинусом некоторого аргумента ϕ.
Рассмотрим точку M координатной плоскости с координатами (m; n). Ко�
ординаты точки М удовлетворяют уравнению единичной окружности
x2 + y2 = 1 (поскольку по условию т2 + п2 = 1). Итак, точка M находится на
единичной окружности, и ее абсцисса является косинусом угла ϕ, который
радиус OM образует с положительным направлением оси Ox, а ордина�
та — синусом этого угла ϕ. То есть m = cos ϕ, n = sin ϕ.

Если взять 
2 2

,a

a b
m

+
=  

2 2
,

b

a b
n

+
=  то 

2 2
2 2

2 2 2 2
1.a b

a b a b
m n

+ +
+ = + =  Тогда

для некоторого угла ϕ    
2 2

cos ,a

a b
m

+
= = ϕ    

2 2
 = sin .b

a b
n

+
= ϕ

Теперь мы можем доказать, что правая часть формулы

a b a bsin cos sinα α α ϕ+ = + +( )2 2  равна левой:

a b a b2 2 2 2+ +( ) = + +( ) =sin sin cos cos sinα ϕ α ϕ α ϕ

2 2

2 2 2 2
sin cos sin cos ,a b

a b a b
a b a b

+ +
 = + α + α = α + α  

что и требовалось доказать. Таким образом,

a b a bsin cos sin ,αα αα αα ϕϕ++ == ++ ++(( ))2 2

где аргумент ϕ определяется из соотношений

2 2
cos ,a

a b+
ϕ =  

2 2
sin .b

a b+
ϕ = )

З а м е ч а н и е. В полученной формуле аргумент ϕ определяется с точно�
стью до 2π, но чаще всего выбирают значение, наименьшее по модулю.

a b a bsin cos sin ,αα αα αα ϕϕ++ == ++ ++(( ))2 2

где аргумент ϕ определяется из соотношений

2 2
cos ,a

a b+
ϕ =  2 2

sin b

a b+
ϕ =
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Например, для выражения sin α + cos α имеем a = 1, b = 1. Тогда

 2 2

1

2
cos ,a

a b+
ϕ = =  2 2

1

2
sin .b

a b+
ϕ = =

Таким образом, аргумент ϕ находится в I четверти и как значение ϕ можно

взять .
4
πϕ =  Тогда ( )+ = +

4
sin cos 2 sin .πα α α

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите наибольшее и наименьшее значения выражения

3sin cos .α − α
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

По формуле

a b a bsin cos sinα α α ϕ+ = + +( )2 2

получаем

( )6
3sin cos 2sin .πα − α = α −

Учитывая, что ( )6
sin πα −  прини�

мает все значения из промежутка

[–1; 1], имеем, что ( )2 sin
6
πα −  при�

нимает все значения из промежутка
[–2; 2]. Таким образом, наибольшее
значение заданного выражения рав�
но 2, а наименьшее — (–2). 

Выражение 3sin cosα − α  можно
преобразовать по формуле

a b a bsin cos sin .α α α ϕ+ = + +( )2 2

Здесь 3,a =  b = –1, тогда
2 2 4 2.a b+ = =  Таким образом,

2 2

3

2
cos ,a

a b+
ϕ = =

2 2

1

2
sin .b

a b+
ϕ = = −

Следовательно, аргумент ϕ нахо�
дится в IV четверти и как значение ϕ

можно взять, например,
6

.πϕ = −  Ис#

пользуя метод оценки для нахожде#
ния наибольшего и наименьшего зна#
чений выражения, учитываем, что
необходимо не только оценить значе#
ние выражения с помощью нестрогих

неравенств − −( )( )2 2 2
6

    m msin ,α π  но

и убедиться, что знак равенства в
этих неравенствах достигается.

Задача 2 Постройте график функции y x x= +( )2 sin cos .

К о м м е н т а р и й

Выражение sin x + cos x можно записать в виде ( )4
sin cos 2sin .x x x π+ = +

Тогда график заданной функции можно построить с помощью геометриче�
ских преобразований графика функции y = sin x.
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Р е ш е н и е

( ) ( )4
2 sin cos 2 sin .y x x x π= + = +

График заданной функции получаем из графика функции y = sin x растя�
жением в 2 раза вдоль оси Оy и параллельным переносом полученного графи�

ка вдоль оси Оx на ( )4

π− .

Вопросы для контроля

1. Запишите формулу преобразования выражения a sin α + b cos α в выраже�
ние вида c sin (x + ϕ). Проиллюстрируйте на примере применение этой фор�
мулы.

2. Обоснуйте формулу преобразования выражения a sin α + b cos α в выраже�
ние вида c sin (x + ϕ).

Упражнения

1. Найдите наибольшее и наименьшее значения выражения:

1) sin α + cos α; 2) sin 3cos ;α − α

3) 3sin cos ;α + α 4) 2sin 6 cos .α + α
2. Постройте график функции:

1) y x x= +3 sin cos ; 2) sin 2 cos 2 ;y x x= −

3) y x x= +sin cos ;3 4) 
2 2

3sin cos .x xy = +

3. Найдите область значений функции:
1) y = 3 sin x + 4 cos x; 2) y = 5 sin 3x – 12 cos 3x;

3) y = sin 7x – cos 7x; 4) 
3 3

8sin 15cos .x xy = +

4. Существуют ли такие значения x, при которых выполняется равенство:
1) 3 sin x – 4 cos x = 6; 2) 5 sin 2x + 12 cos 2x = 15;

3) 3sin4 cos4 5;x x− = 4) 
2 2

sin cos 1,5?x x+ =

§ 11. Дополнительные формулы тригонометрии
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Упростите выражение (1–2).

1. 1) tg2 α – sin2 α – tg2 α sin2 α; 2) ( ) ( )2 2sin 1 ctg cos 1 tg ;β + β + β + β

3) (3 sin α + 2 cos α)2 + (2 sin α – 3 cos α)2; 4) 2

cos tg

sin
ctg cos .

β β
β

− β β

2. 1) ( ) ( )3

2
2 tg tg ctg ;πα − α − π + − α 2) 

( )
( )

( )
( )

tgsin cos2
sin ctg

sin
2

;

π − α−α α
π − α α π + α

− +

3) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
tg cos tg

2
3

sin ctg tg
2 2 2

.

ππ − β π − β − β

π π π− β + α + α
4) 

( )
( )

3 3 16 13
tg sin sin cos

2 2 9 18
5 11

ctg cos sin cos2
18 9

.

π π π π+ α

π ππ − α π

Докажите тождество (3–4).

3. 1) 
( )

( )
tg tg tg

tg tg
tg ;

α + β − α − β
α α + β

= β 2) 
1 cos2 sin2

1 cos2 sin2
tg ;− α + α

+ α + α
= α

3) 
( ) ( )
( ) ( )

cos cos

sin sin
ctg ;α + β + α − β

α + β + α − β
= α 4) 

sin sin3

cos cos 3
ctg 2 .α − α

α − α
= − α

4. 1) 1 1 1 1

2 2 2 2 4
cos cos α− + α =    при π < α < 2π;

2) ( )1 1

2 2 4 2
1 cos 2 2cos π α− − α = −    при 

3

2
;ππ < α <

3) 1 1 1 1

2 2 2 2 2
cos 2 cos α+ + α = −    при 

3

2
2 ;π < α < π

4) ( )1 1

2 2 4 4
1 cos 2cos π α+ − α = −    при 

3

2
2 .π < α < π

5. Докажите равенство:

1) 
4 5 1

7 7 7 8
cos cos cos ;π π π = 2) tg 20° – 4 sin 20° sin 50° = –2 sin 20°;

3) 
1

10
4 70 2

sin
sin ;

°
− ° = 4) cos sin sin .20 2 55 2 65 1° + ° − ° =

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 1
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Сведения из истории

6. Докажите, что верно неравенство:

1) tg x + ctg x l 2, если 
2

0 ;x π< < 2) 
( )

( ) ( )
sin

3
5 2

sin sin
13 4 12 4

2 sin 2 3;

π + α α
π α π α+ −

+ m

3) (1 + sin ϕ + cos ϕ)(1 – sin ϕ + cos ϕ)(1 + sin ϕ – cos ϕ)(sin ϕ + cos ϕ – 1) m 1;
4) 2 sin 4α sin 2α + cos 6α l –1.

7. Вычислите:

1) cos4 α + sin4 α, если 2

3
sin2 ;α =       2) 

2
21 sin

1 sin
,

α−
+ α

 если 
2

tg ;mα =

3) cos α, если 1

2
sin tg ;α α =

4) sin α, cos 2α,
2

cos ,α  если 
2

tg 2,α = −  3

2
.ππ < α <

Слово «тригонометрия» впервые встречается (1505 г.) в названии книги
немецкого теолога и математика П и т и с к у с а. Происхождение этого слова
греческое: «тригонон» — треугольник, «метрио» — мера. Иными словами,
тригонометрия — наука об измерении треугольников. Множество понятий и
фактов, которые теперь относят к тригонометрии, были известны еще две
тысячи лет назад. Фактически, разные отношения отрезков треугольника и
окружности (собственно говоря, и тригонометрические функции) встречают�
ся уже в III в. до н. э. в работах великих математиков Древней Греции —
Е в к л и д а    и   А р х и м е д а.

Длительное время тригонометрия развивалась как часть геометрии, то есть
факты, которые мы теперь формулируем в терминах тригонометрических фун�
кций, формулировали и доказывали с помощью геометрических понятий и
утверждений. Вероятно, наибольшие стимулы для развития тригонометрии
возникали в связи с решением задач астрономии, что представляло большой
практический интерес (например, для решения задач по определению место�
нахождения судна, предсказания солнечных и лунных затмений и т. п.). Со�
временный вид тригонометрии придал великий математик XVIII в.
Л. Э й л е р (1707—1783), швейцарец по происхождению, который долгое вре�
мя работал в России и был членом Петербургской академии наук. Именно
Эйлер первым ввел известные определения тригонометрических функций,
начал рассматривать функции произвольного угла, вывел формулы приведе�
ния. После Эйлера тригонометрия приняла формы исчисления: разные фак�
ты начали доказывать формальным применением тригонометрических фор�
мул, доказательства стали намного компактнее.

СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ
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Т а б л и ц а  25

2Раздел
Тригонометрические

уравнения и неравенства

§§§§§1212121212 ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ

1. Понятие обратной функции

Если функция y = f (x) принимает каждое свое значение в единствен�
ной точке ее области определения, то можно задать функцию y = g (x),
которая называется обратной к функции y = f (x):

для каждого a ∈ D (f)
 
,

если f (a) = b, то g (b) = a

E (f) =D (g);    D (f) = E (g)

Функции f (x) и g (x)  взаимно обратные.

2. Свойства обратной функции

1) Графики прямой и обратной
функций симметричны относи�
тельно прямой y = x.

2) Если функция f (x) возрастает
(убывает) на некотором проме�
жутке, то она имеет обратную
функцию на этом промежутке,
которая возрастает, если f (x)
возрастает, и убывает, если f (x)
убывает.
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Объяснение и обоснование

1. Понятие обратной функции. Известно, что зависимость пути от времени

движения тела, которое движется равномерно с постоянной скоростью 0v ,
выражается формулой S = v

0
t. Из этой формулы можно найти обратную зави�

симость — времени от пройденного пути 
0

.S

v
t =  Функцию ( )

0

S

v
t S =  называют

обратной к функции S (t) = v
0
t. Отметим, что в рассмотренном примере каж�

дому значению t (t l 0) соответствует единственное значение S и, наоборот,
каждому значению S (S l 0) соответствует единственное значение t.

Рассмотрим процедуру получения обратной функции в общем виде.
Пусть функция f (x) принимает каждое свое значение в единственной точке

ее области определения (такая функция называется обратимой). Тогда для
каждого числа у

0
 = b (из области значений функции f (x)) существует един�

ственное значение х
0
 = a, такое, что f (a) = b. Рассмотрим новую функцию g (x),

которая каждому числу b из области значений функции f (x) ставит в соответ�
ствие число a, то есть g (b) = a для каждого числа b из области значений функ�
ции f (x). В этом случае функция g (x) называется обратной к функции f (x),

§ 12. Обратная функция

П р о д о л ж.  т а б л.  25

3. Практический прием нахождения формулы функции,
обратной  к функции  y = f (x)

                  Алгоритм Пример

1. Выяснить, будет ли функция
y = f (x) обратимой на всей обла�
сти определения: для этого дос�
таточно выяснить, имеет ли урав�
нение y = f (x) единственный ко�
рень относительно переменной x.
Если нет, то попытаться выде�
лить промежуток, где существу�
ет обратная функция (например,
это может быть промежуток, где
функция y = f (x) возрастает или
убывает).

2. Из равенства y = f (x) выразить x
через y.

3. В полученной формуле ввести
традиционные обозначения: ар�
гумент обозначить через  x,
а функцию — через y.

Найдите функцию, обратную к
функции y = 2x + 4.

Из равенства y = 2x + 4 можно
однозначно выразить x через y:

1

2
2.x y= −

Эта формула задает обратную
функцию, но в ней аргумент обозна�
чен через у, а функция — через x.

Обозначим в полученной форму�
ле аргумент через x, а функцию —
через y.

Получаем функцию 1

2
2y x= − ,

обратную к функции y = 2x + 4.



142

РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

а функция f (x) — обратной к функции
g (x). Поэтому говорят, что функции
f (x) и g (x) взаимно обратные.

Из определения обратной функции
вытекает, что область значений пря�
мой функции E (f) является областью
определения обратной функции D (g),
а область определения прямой функ�
ции D (f) является областью значений
обратной функции E (g).

То есть:
E (f) = D (g),   D (f) = E (g).

2. Свойства обратной функции.
С в о й с т в о  1. Графики прямой и обратной функций симметричны
относительно прямой у = х.

( Учитывая приведенную выше процедуру построения функции, обратной к
функции у =f (x), имеем: если f (a) = b, то по определению графика функции
точка M с координатами (a; b) принадлежит графику функции y = f (x).
Аналогично, поскольку g (b) = a, то точка M

1
 с координатами (b; a) принад�

лежит графику функции y = g (x). Точки M (a; b) и M
1 
(b; a) расположены на

координатной плоскости симметрично относительно прямой y = x (рис. 84).
Действительно, прямая y = x является осью симметрии системы коорди�
нат. Таким образом, при симметрии относительно этой прямой ось Оx ото�
бражается на ось Оy, а ось Оy — на ось Оx. Тогда (например, при a > 0 и
b > 0) прямоугольник OAMD со сторонами OA = a и OD = b на осях коорди�
нат отображается на прямоугольник OA

1
M

1
D

1
 со сторонами на осях коор�

динат OA
1

= OA = a и OD
1

= OD = b. Следовательно, при симметрии относи�
тельно прямой y = x точка M (a; b) отображается в точку M

1 
(b; a) (а точ�

ка M
1 
— в точку M). Таким образом, при симметрии относительно прямой

y = x любая точка M (a; b), принадлежащая графику функции y = f (x),
имеет соответствующую точку M

1 
(b; a), принадлежащую графику функ�

ции y = g (x), а любая точка M
1 
(b; a), которая принадлежит графику функ�

ции y = g (x), имеет соответствующую точку M (a; b), принадлежащую гра�
фику функции y = f (x). То есть графики взаимно обратных функций сим�
метричны относительно прямой y = x. )

С в о й с т в о  2. Если функция f (x) возрастает (убывает) на некото�
ром промежутке, то она имеет обратную функцию на этом проме�
жутке, которая возрастает, если f (x) возрастает, и убывает, если
f (x) убывает.

( Действительно, если функция f (x) возрастает (убывает) на некотором про�
межутке, то по свойству возрастающей (убывающей) функции каждое свое
значение она принимает в единственной точке из этого промежутка (с. 14),
таким образом, она имеет обратную функцию g (x) на этом промежутке.

Рис. 84
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Обосновать, что функция g (x) возрастает, если f (x) возрастает, можно
методом от противного.
Пусть числа а

1
 и а

2
 входят в область определения функции f (x) и

         а
2
 > а

1
.           (1)

Обозначим f (а
1
) = b

1
, f (а

2
) = b

2
. Если функция f (x) возрастает, то f (а

2
) > f (а

1
),

то есть b
2
 > b

1
. По определению обратной функции g (x) числа b

1
 и b

2
 входят

в ее область определения и
            g (b

1
) = а

1
, g (b

2
) = а

2
.           (2)

Если допустить, что функция g (x) не является возрастающей, то из нера�
венства b

2
 > b

1
 не может вытекать неравенство g (b

2
) > g (b

1
) (иначе функция

g (x) будет возрастающей), таким образом, может выполняться только не�
равенство g (b

2
) m g (b

1
). Но тогда по формулам (2) получаем a

2
 m a

1
, что

противоречит условию (1). Таким образом, наше предположение неверно,
и функция g (x) возрастает, если функция f (x) возрастает.
Аналогично обосновывается, что в случае, когда функция f (x) убывает,
обратная к ней функция g (x) тоже убывает. )

3. Практический прием нахождения формулы функции, обратной к функ�
ции y = f (x). Из определения обратной функции следует, что для получения
обратной зависимости необходимо знать, как значение x выражается через зна�
чение y. Это можно сделать, решив уравнение y = f (x) относительно пе�
ременной x. Если заданная функция обратима, то уравнение будет иметь един�
ственное решение для всех y из области значений функции f (x), и мы получим
формулу x = g (y), которая задает обратную функцию. Но в этой формуле аргу�
мент обозначен через y, а функция — через x. Если поменять обозначения на
традиционные, то получим запись функции, обратной к функции y = f (x).

Эти рассуждения вместе с соответствующим алгоритмом приведены в таб�
лице 25 и реализованы в решении следующих задач.

Примеры решения задач

§ 12. Обратная функция

Задача 1 Найдите функцию, обратную к функции 
1

1
.

x
y

−
=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
Область определения: х ≠ 1. Тогда

из равенства 
1

1x
y

−
=  имеем

ху – у = 1, ху =  у + 1, 1.y

y
x +=

Обозначим аргумент через x,
а функцию — через y и получим функ�

цию 
1x

x
y += , обратную к заданной.

На всей области определения (х ≠ 1)
заданная функция обратима, посколь�

ку из уравнения 
1

1x
y

−
=  можно одно�

значно выразить x через y (у ≠ 0 в об�
ласти значений заданной функции).

Полученная формула 1y

y
x +=  задает

обратную функцию, но в ней аргумент
обозначен через y, а функция — через
x. Изменяя обозначения на традици�
онные, получаем конечный результат.
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Задача 3 Найдите функцию, обратную к функции y = х2 при x l 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Из равенства y = х2 при y l 0 по�

лучаем x y= ± .  Учитывая, что по ус�

ловию x l 0, имеем x y= .
Обозначим аргумент через x, а

функцию — через y и получим, что
функцией, обратной к функции
y = х2, которая задана только при

x l 0, будет функция y x= .

Множество значений заданной
функции: y l 0. При x l 0 заданная
функция y = х2 возрастает, таким об�
разом, на промежутке x l 0 она имеет
обратную функцию, а значит, на этом
промежутке уравнение х2 = y мы смо�
жем решить однозначно: при x l 0

имеем x y= .
Эта формула задает обратную

функцию, но в ней аргумент обозна�
чен через y, а функция — через x. Из�
меняя обозначения на традиционные,
получаем конечный результат.

З а м е ч а н и е. В примерах 2 и 3 мы
фактически рассматриваем различ�
ные функции (они имеют разные об�
ласти определения), хотя в обоих слу�
чаях эти функции задаются одной и
той же формулой. Как известно, гра�
фиком функции y = х2 (пример 2)
является парабола, а графиком фун�
кции y = х2 при x l 0 (пример 3) явля�
ется только правая ветвь этой пара�
болы (рис.  85).Рис. 85

Из равенства y = х2 при y l 0 по�

лучаем x y= ± .  Тогда при y > 0 одно�
му значению y соответствуют два зна�
чения x. Таким образом, на всей об�
ласти определения x ∈ (–×; +×) фун�
кция y = x2 не является обратимой,
и для нее нельзя найти обратную
функцию.

Область значений заданной функ�
ции: y l 0. Но при y > 0 из равенства
y = x2 нельзя однозначно выразить x
через y. Например, при y = 4 получа�
ем x = ä 2. Вследствие этого мы не мо�
жем значению y = 4 поставить в соот�
ветствие единственное число, чтобы
построить обратную функцию.

Задача 2 Найдите функцию, обратную к функции y = х2.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
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Вопросы для контроля

1. При каком условии для заданной функции y = f (x) можно построить об�
ратную функцию?

2. Объясните построение графика обратной функции на примере функции
y = f (x), которая задана таблицей:

x 0 2 4 6

f (x) 1 3 5 7

Задайте обратную функцию y = g (x) с помощью таблицы:

x

g (x)

3. Как расположены графики прямой и обратной функций, если они постро�
ены в одной системе координат? Проиллюстрируйте соответствующее свой�
ство графиков на примере.

4*. Обоснуйте взаимное расположение графиков прямой и обратной функций.
5. Существует ли обратная функция к функции y = x2, где x m 0? Объясните

ответ, опираясь на соответствующие свойства обратной функции. Если
обратная функция существует, то задайте ее формулой вида y = g (x).

Упражнения

1. Запишите формулу, которая задает функцию y = g (x), обратную к задан�
ной. Укажите область определения и множество значений функции g (x):

1°) y = 3x – 6;       2°) y = – 3x – 6;       3) 
2 ;
x

y =        4) 
1 ;
x

y = −        5) y x= .

2. На одном рисунке постройте графики данной функции и функции, обрат�
ной к данной:

1°) y = 2x;       2°) y = x – 2;       3) 1 ;= −
x

y        4*) 1

1
;

x
y

−
=        5*) y x= +1.

3. Найдите функцию, обратную к данной на заданном промежутке, и по�
стройте на одном рисунке графики данной функции и функции, обратной
к данной:

1) 21

4
y x=  при x l 0; 2) 21

4
y x=  при x m 0;

3) y = (x – 2)2 при x l 2; 4) y = x2 – 2 при x m 0.

§ 12. Обратная функция
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Для получения обратных тригонометрических функций для каждой три�
гонометрической функции выделяется промежуток, на котором она возрас�
тает (или убывает). Для обозначения обратных тригонометрических функ�
ций перед соответствующей функцией ставится буквосочетание «arc» (чита�
ется: «арк»).

13.1. ФУНКЦИЯ y = arcsin x
Т а б л и ц а  26

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ§§§§§1313131313

1. График

     y = sin x              y = arcsin x

На промежутке 
2 2

;π π −    sin x возра�
стает.

2. Значение arcsin a  (| a | m 1)

Ориентир    Пример

arcsin а — это такое число из проме�

жутка ; ,π π −  2 2  синус которого ра�

вен а.

     arcsin a = ϕ, если 2 2
; ,

sin a

π π  ϕ∈ −   
 ϕ =

3

2 3
arcsin ,π=  так как

 
3 2 2

;π π π ∈ −    и 3

3 2
sin .π =

3. Нечетность функции y = arcsin  x

arcsin (–a) = –arcsin a
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Объяснение и обоснование

1. График функции y = arcsin x. Функция y = sin x возрастает на промежутке

2 2
;π π −    и принимает все значения от –1 до 1. Следовательно, на этом проме�

жутке функция y = sin x имеет обратную функцию, которая обозначается

y = arcsin x, с областью определения [– 1; 1] и областью значений 
2 2

; .π π −  
Функция y = arcsin x также возрастает, и ее график можно получить из гра�
фика функции y = sin x (на заданном промежутке) с помощью симметричного
отображения относительно прямой y = x (рис. 86).

2. Значение arcsin a. По определению обратной функции (на выбранном про�

межутке), если sin ϕ = a, то arcsin a = ϕ, причем 
2 2

;π π ϕ∈ −    и | a | m 1. Таким

образом, запись arcsin a = ϕ (| a | m 1) означает, что 
2 2

;π π ϕ∈ −    и sin ϕ = a, то есть

arcsin a — это такое число из промежутка 
2 2

; ,π π −    синус которого
равен a.

Например, 1

2 6
arcsin ,π=  поскольку 

6 2 2
;π π π ∈ −    и 1

6 2
sin .π =

Аналогично 3

2 3
arcsin ,π  − = −   поскольку 

3 2 2
;π π π − ∈ −    и ( ) 3

3 2
sin .π− = −

3. Нечетность функции y = arcsin x. Для нахождения арксинусов отрица�
тельных чисел можно также пользоваться нечетностью функции arcsin x, то
есть формулой: arcsin (–a) = –arcsin a.
( Это следует из того, что график функции y = arcsin x (рис. 86) симметричен

относительно начала координат, а также из того, что точки a и (–a) на
оси Оy  (рис. 87) симметричны относительно оси Оx. Тогда и соответствую�

§ 13. Обратные тригонометрические функции

Рис. 86 Рис. 87
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

щие точки A и B на единичной окружности (на промежутке )2 2
;π π −    так�

же будут симметричными относительно оси Оx. Таким образом, ∠ COA =

= ∠ COB. Но arcsin a = ∠ COA, а arcsin (–a) = –∠ COB (рисунок 87 приведен

для случая а > 0). Получаем

 arcsin (–a) = –arcsin a    . )

Например, ( )1 1

2 2 6
arcsin arcsin .π− = − = −

Пример.    Найдите:    1) ( )1

3
sin arcsin ;        2*) ( )3

5
cos arcsin .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) Пусть = ϕ1

3
arcsin ,  тогда по оп�

ределению арксинуса получаем,
что

1

3
sin .ϕ =

Таким образом,

 ( )1 1

3 3
sin arcsin sin .= ϕ =

1) Так как запись ϕ = arcsin a (| a | m 1)

означает, что 
2 2

;π π ϕ∈ −    и sin ϕ = a,

то всегда выполняется равенство

sin (arcsin a) = a,  | a | m 1  .

Эту формулу можно не запоми�
нать: достаточно обозначить вы#
ражение в скобках через ϕ и при#
менить определение арксинуса.

2) Если обозначить выражение
в скобках через ϕ, то по требова�
нию задачи необходимо найти
cos ϕ. Использовав определение
арксинуса, получаем стандартную
задачу: зная синус угла, найти его
косинус, если угол находится на

промежутке 
2 2

; .π π −  

Тогда cos sinϕ ϕ= ± −1 2 . Так как

2 2
; ,π π ϕ∈ −    то на этом промежут�

ке cos ϕ l  0, таким образом,

cos sin .ϕ ϕ= −1 2

2) Пусть = ϕ3

5
arcsin .  По определе�

нию арксинуса получаем, что

2 2
;π π ϕ∈ −    и 3

5
sin .ϕ =  Учитывая,

что  cos ϕ l 0, имеем:

( )2
2 3 4

5 5
cos 1 sin 1 .ϕ = − ϕ = − =

Таким образом,

( )3 4

5 5
cos arcsin cos .= ϕ =
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13.2. ФУНКЦИЯ y = arccos x

Т а б л и ц а  27

Объяснение и обоснование

1. График функции y = arccos x. Функция y = cos x убывает на промежутке
[0; π] и принимает все значения от 1 до –1. Таким образом, на этом промежут�
ке функция y = cos x имеет обратную функцию, которая обозначается

1. График

     y = cos x              y = arccos x

На промежутке [0; π] cos x убывает.

2. Значение  arccos a  (| a | m 1)

Ориентир    Пример

arccos a — это такое число из про�
межутка [0; πππππ], косинус которого
равен а.

      arccos a = ϕ, если 
[ ]0; ,

cos a

ϕ∈ π


ϕ =

2

2 4
arccos ,π=  так как

 [ ]
4

0;π ∈ π  и 2

4 2
cos .π =

3. Формула для arccos (–a)

arccos (–a) = πππππ – arccos a

§ 13. Обратные тригонометрические функции
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

y = arccos x, с областью определения [–1; 1] и областью значений [0; π].
Функция y = arccos x также убывает, и ее график можно получить из графика
функции y = cos x (на заданном промежутке) с помощью симметричного ото�
бражения его относительно прямой y = x (рис. 88).

2. Значение arccos a. По определению обратной функции (на выбранном про�
межутке), если cos ϕ = a, то arccos a = ϕ, причем ϕ ∈ [0; π] и | a | m 1. Таким
образом, запись arccos a = ϕ  (| a | m 1) означает, что ϕ ∈ [0; π] и cos ϕ = a, то есть

 arccos a — это такое число из промежутка [0; π], косинус которого
равен a.

Например, π=1

2 3
arccos ,  поскольку [ ]

3
0;π ∈ π  и 

1

3 2
cos .π =

Аналогично π  − = 
3 5

2 6
arccos ,  поскольку [ ]5

6
0;π ∈ π  и 5 3

6 2
cos .π = −

3. Формула для arccos (–a). Для нахождения арккосинусов отрицательных
чисел можно также пользоваться формулой arccos (–a) = π – arccos a.
( Это следует из того, что точки a и (–a) на оси Оx (рис. 89) являются сим�

метричными относительно оси Оy. Тогда и соответствующие точки A и B
на единичной окружности (на промежутке [0; π]) также будут симметрич�
ными относительно оси Оy. Таким образом, ∠ COA = ∠ DOB, значит,
∠ COB = π – ∠ DOB = π – ∠ COA. Но arccos a = ∠ COA, а arccos (–a) = ∠ COB =
= π – ∠ COA. Получаем

arccos (–a) = πππππ – arccos a   .

Например, ( )1 1 2

2 2 3 3
arccos arccos .π π− = π − = π − =

Отметим, что равенство arccos (–a) = π – arccos a означает, что функция
y = arccos x не является ни четной, ни нечетной.

Рис. 88 Рис. 89
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13.3. ФУНКЦИЯ y = arctg x
Т а б л и ц а  28

Пусть 2

3
arccos ,= ϕ  тогда по опреде�

лению арккосинуса получаем, что

2

3
cos .ϕ =  Таким образом,

 ( )2 2

3 3
cos arccos cos .= ϕ =

Поскольку запись ϕ = arccos a
(| a | m 1) означает, что ϕ ∈ [0; π] и

cos ϕ = a, то всегда выполняется ра�
венство

cos (arccos a) = a, | a | m 1  .

Эту формулу можно не запоми�
нать: достаточно обозначить выраже#
ние в скобках через ϕ и применить
определение арккосинуса.

Пример.     Найдите ( )2

3
cos arccos .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1. График

        y = tg x                     y = arctg x

На промежутке ( )2 2
;π π−  tg x возрас�

тает.

2. Значение arctg a

Ориентир    Пример

arctg a — это такое число из проме�

жутка ( )2 2
; ,π π−  тангенс которого

равен а.

    arctg a = ϕ, если ( )2 2
; ,

tg

π πϕ∈ −

 ϕ = α

3
arctg 3 ,π=  так как

( )3 2 2
;π π π∈ −  и 

3
tg 3.π =

§ 13. Обратные тригонометрические функции
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Объяснение и обоснование

1. График функции y = arctg x. Функция y = tg x возрастает на промежутке

( )2 2
;π π−  и принимает все значения от –× до +×. Таким образом, на этом про�

межутке функция y = tg x имеет обратную функцию, которая обозначается

y = arctg x, с областью определения (–×; +×) и множеством значений ( )2 2
; .π π−

Функция y = arctg x также возрастает, и ее график можно получить из графи�
ка функции y = tg x (на заданном промежутке) с помощью симметричного
отображения относительно прямой y = x (рис. 90).

2. Значение arctg a. По определению обратной функции (на выбранном про�

межутке), если tg ϕ = a, то arctg a = ϕ, причем ( )2 2
; .π πϕ∈ −  Таким образом,

запись arctg a = ϕ означает, что ( )2 2
;π πϕ∈ −  и tg ϕ = a. То есть

arctg a — это такое число из про�

межутка ( )2 2
; ,π π−  тангенс кото�

рого равен  a.

Например, 3

3 6
arctg ,π=  посколь�

ку ( )6 2 2
;π π π∈ −  и 3

6 3
tg .π =

Аналогично ( )
4

arctg 1 ,π− = −

поскольку ( )4 2 2
;π π π− ∈ −  и ( )4

tg 1.π− = −

П р о д о л ж.  т а б л.  28

arctg (–a) = –arctg a

3. Нечетность функции y = arctg x

Рис. 90
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3. Нечетность функции y = arctg x. Для
нахождения арктангенсов отрицатель�
ных чисел можно также пользоваться
нечетностью функции arctg x, то есть
формулой arctg (–a) = –arctg a.

( Это следует из того, что график функ�
ции y = arctg x (рис. 90) симметричен
относительно начала координат, а
также из того, что точки a и (–a) на ли�
нии тангенсов являются симметрич�
ными относительно оси Ox (рис. 91).
Тогда и соответствующие точки A и B на единичной окружности (на про�

межутке ( ))2 2
;π π−  также будут симметричными относительно оси Ox. Та�

ким образом, ∠ COA = ∠ COB. Но arctg a = ∠ COA, а arctg (–a) =  –∠ COB.
Получаем

arctg (–a) = –arctg a   .

Например, 3 3

3 3 6
arctg arctg .π 

 −  = − = − 

Пример     Найдите tg (arctg 4).

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Рис. 91

Пусть arctg 4 = ϕ, тогда по опре�
делению арктангенса получаем, что

tg ϕ = 4.

Таким образом,
 tg (arctg 4) = tg ϕ = 4. 

Поскольку запись ϕ = arctg a озна�

чает, что ( )2 2
;π πϕ∈ −  и tg ϕ = a, то все�

гда выполняется равенство

tg (arctg a) = a  .

Эту формулу можно не запоми�
нать: достаточно обозначить выра#
жение в скобках через ϕ и применить
определение арктангенса.

§ 13. Обратные тригонометрические функции
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

13.4. ФУНКЦИЯ y = arcctg x
Т а б л и ц а  29

1. График

    y = ctg x y = arcctg x

На промежутке (0; π) ctg x убывает.

2. Значение  arcctg a

Ориентир    Пример

arcctg a — это такое число из про�
межутка (0; πππππ), котангенс которого
равен а.

arcctg a = ϕ, если 
( )0; ,

ctg a

ϕ∈ π


ϕ =

6
arcctg 3 ,π=  так как

( )
6

0;π ∈ π  и 
6

ctg 3.π =

3. Формула для  arcctg (–a)

arcctg (–a) = πππππ – arcctg a

Объяснение и обоснование

1. График функции y = arcctg x. Функция y = ctg x убывает на промежутке
(0; π) и принимает все значения от –× до +×. Таким образом, на этом проме�
жутке функция y = ctg x имеет обратную функцию, которая обозначается
y = arcctg x, с областью определения (–×; +×) и областью значений (0; π).
Функция y = arcctg x также убывает, и ее график можно получить из графика
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функции y = ctg x (на заданном промежутке) с помощью симметричного отоб�
ражения его относительно прямой y = x (рис. 92).

2. Значение arcсtg a.  По определению обратной функции (на выбранном про�
межутке), если ctg ϕ = a, то arcctg a = ϕ, причем ϕ ∈ (0; π). Таким образом,
запись arcctg a = ϕ означает, что ϕ ∈ (0; π) и ctg ϕ = a. То есть

arcctg a — это такое число из промежутка (0; πππππ), котангенс которого
равен a.

Например, 
4

arcctg1 ,π=  поскольку ( )
4

0;π ∈ π  и 
4

ctg 1.π =

Аналогично 3 2

3 3
arcctg ,π  −  =   поскольку ( )2

3
0;π ∈ π  и 2 3

3 3
ctg .π = −

3. Формула для arcctg (–a). Для нахождения арккотангенсов отрицатель�
ных чисел можно также пользоваться формулой arcctg (–a) = π – arcctg a.

( Это следует из того, что точки a и (–a) на линии котангенсов (рис. 93)
являются симметричными относительно оси Оy. Тогда и соответствующие
точки A и B на единичной окружности (на промежутке (0; π)) также будут
симметричными относительно оси Оy. Таким образом, ∠ COA = ∠ DOB,
значит, ∠ COB = π – ∠ DOB = π – ∠ COA.
Но arcctg a = ∠ COA, а arcctg (–a) = ∠ COB = π – ∠ COA.
Получаем

arcctg (–a) = πππππ – arcctg a  .

Например, ( ) 3

4 4
arcctg 1 arcctg1 .π π− = π − = π − =

Отметим, что равенство arcctg (–a) = π – arcctg a означает, что функция
y = arcctg x не является ни четной, ни нечетной.

§ 13. Обратные тригонометрические функции

Рис. 92 Рис. 93

)



156

РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Задача 1     Найдите ctg (arcctg 7).

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Пусть arcctg 7 = ϕ, тогда по опре�
делению арккотангенса получаем,
что ctg ϕ = 7.
Таким образом,

 ctg (arcctg 7) = ctg ϕ = 7.

Поскольку запись ϕ = arcctg a
означает, что ϕ ∈ (0; π) и ctg ϕ = a, то
всегда выполняется равенство

ctg (arcctg a) = a  .

Эту формулу можно не запоми�
нать: достаточно обозначить выра#
жение в скобках через ϕ и применить
определение арккотангенса.

Вопросы для контроля

1. Объясните, какое число обозначает выражение: а) arcsin a; б) arccos a;
в) arctg a; г) arcctg a. При каких значениях a существуют эти выражения?
Проиллюстрируйте объяснение примерами.

2. Объясните, как можно получить графики обратных тригонометрических
функций.

Задача 2*     Докажите, что 
2

arctg arcctg  .a a π+ =

Р е ш е н и е  К о м м е н т а р и й

Пусть πϕ = −
2

arcctg .a

1) Поскольку arcctg a ∈ (0; π), то

( )2 2
; .π πϕ∈ −

2) Если arcctg a = β,

то ctg β = a  и  
2

.πϕ = −β  Тогда

( )2
tg tg ctg .aπϕ = − β = β =

По определению арктангенса полу�
чаем arctg a = ϕ.

Таким образом, π= −
2

arctg arcctg ,a a

а это и означает, что

2
arctg arcctg .a a π+ =

Запишем заданное равенство в виде

π= −
2

arctg arcctga a . Если обозна�

чить πϕ = −
2

arcctg a, то для доказа�

тельства равенства arctg a = ϕ  по оп�
ределению арктангенса достаточно
доказать, что:

1) ( )2 2
; π πϕ∈ −      и      2) tg ϕ = a.

При доказательстве следует также
учесть определение арккотангенса:
если

arcctg a = β, то

β ∈ (0; π) и ctg β = a.
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§ 13. Обратные тригонометрические функции

3*. Изобразите графики обратных тригонометрических функций, укажите и
обоснуйте их простейшие свойства (область определения, множество зна�
чений, возрастание или убывание, четность, нечетность):
а) y = arcsin x; б) y = arccos x; в) y = arctg x; г) y = arcctg x.

4. Обоснуйте формулы:
а) arcsin (–a) = –arcsin a; б) arctg (–a) = –arctg a;
в) arccos (–a) = π – arccos a; г) arcctg (–a) = π – arcctg a.

Упражнения

Вычислите (1–9).

1°. 1) arcsin 0; 2) arcsin 1; 3) 2

2
arcsin ;

4) 3arcsin ;
2

5) arcsin (–1); 6) 2

2
arcsin .

  − 

2°. 1) arctg 0; 2) arctg 1; 3) arctg 3; 4) ( )arctg 3 .−

3°. 1) arccos 0; 2) arccos 1; 3) 2

2
arccos ;

4) 3

2
arccos ; 5) arccos (–1); 6) 

2

2
arccos .

  − 

4°. 1) arcctg 0; 2) 3

3
arcctg ; 3) 3arcctg ; 4) ( )arcctg 3 .−

5. 1) ( )2

7
sin arcsin ; 2*) ( )1

5
cos arcsin ; 3*) ( )1

4
tg arcsin ; 4*) ( )4

5
ctg arcsin .

6. 1) tg (arctg 7); 2*) ( )1

3
ctg arctg ; 3*) sin (arctg 3); 4*) ( )cos arctg 2 .

7. 1) ( )2

7
cos arccos ; 2*) ( )1

3
sin arccos ; 3*) ( )3

5
tg arccos ; 4*) ( )1

5
ctg arccos .

8. 1) ( )ctg arcctg 7 ;  2*) ( )2

3
tg arcctg ; 3*) sin (arcctg 5); 4*) ( )3

4
cos arcctg .

9*. 1) ( )15

7
arcsin sin ;π 2) arcsin (sin 7); 3) ( )21

5
arccos cos ;π   4) arccos (cos 8);

5) ( )6

5
arctg tg ;π

6) arctg (tg 4); 7) ( )10

9
arcctg ctg ;π

   8) arcctg (ctg 10).

10*. Докажите, что 
2

arcsin arccosa a π+ =  при | a | m 1.
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Простейшими тригонометрическими уравнениями называют уравнения
 cos x = a, sin x = a, tg x = a, ctg x = a.

Чтобы рассуждения по нахождению корней этих уравнений были более
наглядными, воспользуемся графиками соответствующих функций.

14. 1. УРАВНЕНИЕ cos x = a

Т а б л и ц а  30

РЕШЕНИЕ ПРОСТЕЙШИХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ§§§§§1414141414

1. Графическая иллюстрация и решение уравнения cos x = a

Графическая иллюстрация

Решения Примеры

cos x = a

| a | > 1 | a | m 1

   Корней нет

                  х = äääää arccos a + 2πππππn, n ∈∈∈∈∈ Z

1.
1

2
cos ,x =

     1

2
arccos 2 ,= ± + πx n  n ∈ Z,

      3
2 , .x n nπ= ± + π ∈Z

2. cos 3.x =
Корней нет, поскольку 3 1.>

2. Частные случаи решения уравнения cos x = a

cos x = 0    
2

,x kπ= + π  k ∈ Z

cos x = 1    x = 2πk, k ∈ Z

cos x = –1   x = π + 2πk, k ∈ Z
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Объяснение и обоснование

1. Корни уравнения cos x = a. При | a | > 1 уравнение не имеет корней, по�
скольку | cos x | m 1 для любого x (прямая y = a на рисунке из пункта 1 табли�
цы 30 при a > 1 или при a < –1 не пересекает график функции y = cos x).

Пусть | a | m 1. Тогда прямая у = а пересекает график функции у = cos х. На
промежутке [0; π] функция y = cos x убывает от 1 до –1, поэтому уравнение
cos x = a имеет только один корень x 1 = arccos a на этом промежутке (рис. из
пункта 1 табл. 30).

Косинус — четная функция, поэтому на промежутке [–π; 0] уравнение
cos x = a также имеет только один корень — число, противоположное x

1
, то

есть x
2
 = –arccos a.

Таким образом, на промежутке [–π; π] (длиной 2π) уравнение cos x = a при
| a | m 1 имеет только корни x = ä arccos a.

Функция y = cos x периодическая с периодом 2π, поэтому все остальные
корни отличаются от найденных на 2πn (n ∈ Z). Получаем следующую форму�
лу корней уравнения     cos x = a     при | a | m 1:

x = äääää arccos a + 2πππππn, n ∈ Z   .           (1)

2. Частные случаи решения уравнения cos x = a.
( Полезно помнить специальные записи корней уравнения cos x = a при a = 0,

a = –1, a = 1, которые можно легко получить, используя как ориентир
единичную окружность.
Поскольку косинус равен абсциссе соответствующей точки единичной ок�
ружности, получаем, что cos x = 0, если соответствующей точкой единич�
ной окружности является  точка A или точка B (рис. из пункта 2 табл. 30).
Тогда

2
,x kπ= + π  k ∈ Z.

Аналогично cos x = 1 тогда и только тогда, когда соответствующей точкой
единичной окружности является точка C, следовательно, x = 2πππππk, k ∈∈∈∈∈ Z.
Также cos x = –1 тогда и только тогда, когда соответствующей точкой еди�
ничной окружности является точка D, таким образом, x = πππππ + 2πππππk, k ∈∈∈∈∈ Z. )

Примеры решения задач

Задача 1    Решите уравнение 
1

2
cos .x = −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 14. Решение простейших тригонометрических уравнений

( )1

2
arccos 2 ,x n= ± − + π  n ∈ Z,

( )3
2 ,x nπ= ± π − + π

Поскольку 
1

2
1,− <  то данное урав�

нение вида cos x = a имеет корни, ко�
торые можно найти по формуле (1).
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Задача 2 Решите уравнение cos 2.x =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Для вычисления ( )1

2
arccos −  мож�

но воспользоваться формулой:

arccos (–a) = πππππ – arccos a.

Тогда

( ) ( )1 1 2

2 2 3 3
arccos arccos .π π− = π − = π − =

2

3
2 .x nπ= ± + π

Ответ: π2

3
2 ,n± + π  n ∈ Z.

Поскольку 2 1,>  то корней

нет.
Ответ: корней нет.

Поскольку 2 1,>  то данное урав�

нение не имеет корней (то есть фор�
мулу (1) нельзя применить).

Задача 3 Решите уравнение 
1

3
cos 4 .x =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
1

3
4 arccos 2 ,= ± + πx n  n ∈ Z,

     1 1

4 3 2
arccos ,π= ± + nx  n ∈ Z.

Ответ:
1 1

4 3 2
arccos ,nπ± +  n ∈ Z.

Поскольку 1

3
1,<  то можно вос�

пользоваться формулой (1).

Учитывая, что 1

3
arccos  не является

табличним значением, для получен�
ния ответа достаточно после нахож�
дения 4х по формуле (1) обе части по�
следнего уравнения разделить на 4.

З а м е ч а н и е. Если по условию задания необходимо найти приближенное
значение корней данного уравнения на каком�то промежутке, то с помощью

калькулятора находим 
1 1

4 3
arccos 0,31,≈  

2
1,57,π ≈  записываем приближенное

значение корней в виде x ≈ ä 0,31 + 1,57п, n ∈ Z, находим приближенное
значение корней при п = 0, ä1, ä2... и выбираем корни, входящие в данный
промежуток.

 Задача 4 Решите уравнение ( )π 2

3 2
cos 2 .− =x

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
2

3 2
2 arccos 2 ,π− = ± + πx n  n ∈ Z, Поскольку 2

2
1,<  то можно вос�

пользоваться формулой (1) для на�
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14.2. УРАВНЕНИЕ  sin x = a

Т а б л и ц а  31

§ 14. Решение простейших тригонометрических уравнений

3 4
2 2 ,x nπ π− = ± + π

6 8
,x nπ π= ± + π  n ∈ Z.

Ответ: π
6 8

,nπ± + π  n ∈ Z.

хождения значения выражения

π
3

2 ,x −  стоящего под знаком косину�

са. После этого из полученного линей�
ного уравнения находим х.

1. Графическая иллюстрация и решения уравнения  sin x = a

Графическая иллюстрация

Решения Примеры

sin x = a

| a | > 1 | a | m 1

  Корней нет

         x = (–1)n arcsin a + πππππn, n ∈∈∈∈∈ Z

1.
1

2
sin ,x =

           ( ) 1

2
1 arcsin ,= − + πn

x n  n ∈ Z.

           ( )
6

1 ,π= − + πn
x n  n ∈ Z.

2. sin 3.=x
Корней нет, так как 3 1.>

2. Частные случаи решения уравнения  sin x = a

sin x = 0      x = πk, k ∈ Z

sin x = 1     
2

2 ,x kπ= + π  k ∈ Z

sin x = –1  
2

2 ,x kπ= − + π  k ∈ Z
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Объяснение и обоснование

1. Корни уравнения sin x = a. При | a | > 1 уравнение не имеет корней, по�
скольку | sin x | m 1 для любого x (прямая y = a на рисунке 94 при a > 1 или при
a < –1 не пересекает график функции y = sin x).

Пусть | a | m 1. Тогда прямая у = а пересекает график функции y = sin x. На

промежутке 
π π
2 2

; −    функция y = sin x возрастает от –1 до 1, поэтому уравне�

ние sin x = a имеет только один корень x 1 = arcsin a на этом промежутке

(рис. 94) (и для этого корня sin x = a).

На промежутке 
π π3

2 2
; 

    функция y = sin x убывает от 1 до –1, поэтому

уравнение sin x = a имеет на этом промежутке также только один корень
x

2
 = π – arcsin a (рис. 94). Для проверки правильности записи значения второ�

го корня x
2
 заметим, что x

2
 = π – x

1
, тогда sin x

2
 = sin (π – x

1
) = sin x

1
 = a. То есть

х
2
 — корень уравнения sin x = a.

Таким образом, на промежутке 
π 3

2 2
; π −    (длиной 2π) уравнение sin x = a

при | a | m 1 имеет только корни x
1
 = arcsin a, x

2
 = π – arcsin a.

Функция y = sin x периодическая с периодом 2π, поэтому все остальные
корни отличаются от найденных на 2πk (k ∈ Z). Получаем следующие форму�
лы корней уравнения sin x = a при | a | m 1:

x = arcsin a + 2πk;           (1)
         x = π – arcsin a + 2πk, k ∈ Z.           (2)

Все значения корней уравнения sin x = a при | a | m 1, которые дают форму�
лы (1) и (2), можно записать с помощью одной формулы

        x = (–1)n arcsin a + πππππn, n ∈ Z   .           (3)

Действительно, из формулы (3) при четном n = 2k получаем
x = arcsin a + 2πk — формулу (1), а при нечетном n = 2k + 1 — формулу
x = –arcsin a + π (2k + 1) =  π – arcsin a + 2πk, то есть формулу (2).

Рис. 94
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2. Частные случаи решения уравнения
sin x = a.
( Полезно помнить специальные запи�

си корней при a = 0, a = –1, a = 1, ко�
торые можно легко получить, исполь�
зуя как ориентир единичную окруж�
ность (рис. 95).
Учитывая, что синус равен ординате
соответствующей точки единичной
окружности, получаем, что sin x = 0,
если соответствующей точкой еди�
ничной окружности является точка C или точка D. Тогда

x = πππππk, k ∈∈∈∈∈ Z.
Аналогично sin x = 1 тогда и только тогда, когда соответствующей точкой
единичной окружности является точка А, следовательно,

2
2 ,x kπ= + π  k ∈∈∈∈∈ Z.

Также sin x = –1 тогда и только тогда, когда соответствующей точкой
единичной окружности является точка В, таким образом,

3

2
2 ,x kπ= + π  k ∈∈∈∈∈ Z. )

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение 3

2
sin .x = −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 14. Решение простейших тригонометрических уравнений

Рис. 95

( ) 3

2
1 arcsin ,

  = − − + π 
n

x n  n ∈ Z.

( ) ( )3
1 ,

n
x nπ= − − + π  n ∈ Z.

Ответ:

( ) ( )3
1 ,π− − + πn

n  n ∈ Z.

Поскольку 3

2
1,− <  то данное

уравнение вида sin x = a имеет корни,
которые можно найти по формуле (3).

Для вычисления 3

2
arcsin

  − 
можно воспользоваться формулой:

arcsin (–a) = –arcsіn a.

Тогда

3 3

2 2 3
arcsin arcsin .π  − = − = − 

З а м е ч а н и е. Ответ к задаче 1 часто записывают в виде

( ) 1

3
1 ,

+ π= − + πn
x n  n ∈ Z, но такая запись не является обязательной.
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РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Задача 2 Решите уравнениe 
2

sin .x π=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Поскольку 
2

1,π >  то корней нет.

Ответ: корней нет.

Поскольку 
2

1,π >  то данное урав�

нение не имеет корней (то есть фор�
мулой (3) нельзя воспользоваться).

Задача 3 Решите уравнение ( )π 1

4 2
sin 2 .x + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

( ) 1

4 2
2 1 arcsin ,π+ = − + πn

x n  n ∈ Z,

( )
4 6

2 1 ,
n

x nπ π+ = − + π

( )
12 8 2

1 ,π π π= − − +n nx  n ∈ Z.

Ответ: ( )
12 8 2

1 ,π π π− − +n n  n ∈ Z.

Поскольку 1

2
1,<  то можно вос�

пользоваться формулой (3) для на�
хождения значения выражения

4
2 ,x π+  а потом из полученного ли�

нейного уравнения найти перемен�
ную х.

14.3. УРАВНЕНИЯ tg x = a и ctg x = a
Т а б л и ц а  32

1. Графическая иллюстрация и решения уравнения  tg x = a

Формула

tg x = a
x = arctg a + πππππn, n ∈∈∈∈∈ Z

Частный случай

tg x = 0
х = πn, n ∈ Z

Пример

tg x = 1.

x = arctg 1 + πn, n ∈ Z.

4
,x nπ= + π  n ∈ Z. 
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Объяснение и обоснование

1. Корни уравнений tg x = a и ctg x = a.

( Рассмотрим уравнение tg x = a. На промежутке ( )π
2 2

; π−  функция y = tg x

возрастает (от –× до +×), поэтому уравнение tg x = a при любом значе�
нии a имеет только один корень х

1
 = arctg a на этом промежутке (рис. из

пункта 1 табл. 32).
Функция y = tg x периодическая с периодом π, поэтому все остальные кор�
ни отличаются от найденного на πn (n ∈ Z). Получаем следующую формулу
корней уравнения tg x = a:

          x = arctg a + πππππn, n ∈ Z   .           (1)

При a = 0      arctg 0 = 0, таким образом, уравнение

 tg x = 0 имеет корни x = πππππn, n ∈ Z. )

( Рассмотрим уравнение ctg x = a. На промежутке (0; π) функция y = ctg x
убывает (от +× до –×), поэтому уравнение ctg x = a при любом значении a
имеет только один корень x

1
 = arcctg a на этом промежутке (рис. из пункта 2

§ 14. Решение простейших тригонометрических уравнений

П р о д о л ж.  т а б л.  32

2. Графическая иллюстрация и решения уравнения  сtg x = a

Формула

сtg x = a
x = arсctg a + πππππn, n ∈∈∈∈∈ Z

Частный случай

сtg x = 0

2
,x nπ= + π  n ∈ Z

Пример

сtg x = 7.

x = arcctg 7 + πn, n ∈ Z. 
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табл. 32). Функция y = ctg x периодическая с периодом π, поэтому все ос�
тальные корни отличаются от найденного на πn (n ∈ Z). Получаем такую
формулу корней уравнения ctg x = a:

          x = arcctg a + πππππn, n ∈ Z   .           (2)

При a = 0      
2

arcctg 0 ,π=   таким образом, уравнение

 ctg x = 0 имеет корни 
2

,x nπ= + π  n ∈ Z. )

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение tg .x = − 3

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

( )arctg  3 ,= − + πx n  n ∈ Z.

π
3

,x n= − + π  n ∈ Z.

Ответ: π
3

,n− + π  n ∈ Z.

Уравнение tg x = а имеет корни при
любом значении а, поэтому всегда
можно воспользоваться формулой (1):

x = arctg a + πn, n ∈ Z.

Для нахождения ( )arctg 3−
можно применить формулу
arctg (–a) = –arctg a. Тогда

( )
3

arctg 3 arctg 3 .π− = − = −

Задача 2 Решите уравнение ( )π2 4
tg 1.− =x

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
π

2 4
arctg1 ,− = + πx n  n ∈ Z,

π
2 4 4

,x nπ− = + π

x = π + 2πn, n ∈ Z.

Ответ: π + 2πn, n ∈ Z.

Сначала по формуле (1) найдем

значение выражения 
2 4

,x π−  а потом из

полученного линейного уравнения
найдем значение переменной х.

Задача 3 Решите уравнение ctg x = 5.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

x = arcctg 5 + πn, n ∈ Z.

Ответ: arcctg 5 + πn, n ∈ Z.

Уравнение ctg x = a имеет корни
при любом значении а, поэтому все�
гда можно воспользоваться форму�
лой (2):

        x = arcctg a + πn, n ∈ Z.
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Задача 4 Решите уравнение ( )π6ctg 3 1.+ = −x

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 14. Решение простейших тригонометрических уравнений

Учитывая, что arcctg 5 не являет�
ся табличним значением (см. табл. 8,
приведенную на с. 47), полученная
формула дает окончательный ответ.

( )π
6

3 arcctg 1 ,+ = − + πx n  n ∈ Z,

π 3

6 4
3 ,x nπ+ = + π

π7

36 3
,nx π= +  n ∈ Z.

Ответ: 
π7

36 3
,π+ n
 n ∈ Z.

Сначала по формуле (2) найдем

значение выражения 
6

3 ,x π+  а потом

из полученного линейного уравнения
найдем значение переменной х.

Для нахождения arcctg (–1) мож�
но воспользоваться формулой
arcctg (–a) = π – arcctg a. Тогда

( ) π 3

4 4
arcctg 1 arcctg1 .π− = π − = π − =

Вопросы для контроля

1. Какие уравнения называют простейшими тригонометрическими?
2. Запишите формулы решения простейших тригонометрических уравнений.

В каких случаях нельзя найти корни простейшего тригонометрического
уравнения по этим формулам?

3*. Выведите формулы решения простейших тригонометрических уравнений.
4*. Обоснуйте формулы решения простейших тригонометрических уравнений

для частных случаев (для sin x = a и cos x = a случаи a = 0; 1; –1, для tg x = a
и ctg x = a случай a = 0).

Упражнения

Решите уравнение (1–11).

1°. 1) 2

2
cos ;x = 2) cos 3;x = 3) 

1

2
cos ;x = − 4) 

2

2
cos .x = −

2°. 1) 1

2
sin ;x = 2) 3

2
sin ;x = 3) 1

2
sin ;x = − 4) 5

2
sin .x = −

3°. 1) tg x = 1; 2) 
1

3
tg ;x = 3) tg x = –1; 4) tg .x = − 3
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4°. 1) ctg x = 1; 2) 1
;

3
ctgx = 3) ctg x = –1; 4) ctg .x = − 3

5.  1) sin x = –0,6; 2) cos x = 0,3; 3) tg x = –3,5; 4) ctg x = 2,5.

6. 1) 
1

2
cos 2 ;x = 2) sin 4x = 0; 3) tg 3x = 1; 4) tg 4x = 3.

7. 1) ( ) 2

4 2
sin ;t− = − 2) 

2

5 2
cos ;t = − 3) ( ) 1

3 3
tg ;x− = 4) 

7
ctg 1.x =

8°. 1) 2

2
sin 2 ;x = 2) 

1

3 2
cos ;x = − 3) 

1

4 2
sin ;x = 4) cos 4x = 0.

9. 1) ( ) 2

3 2
sin ;x− =  2) ( ) 3

2
cos 2 ;x− = − 3) ( ) 1

3
tg 4 ;x− = 4) ( )2

ctg 1.x− =

10. 1) ( )2 6
2 cos 3;x π− = 2) ( )3 6

3tg 3;x π+ =

3) ( )4
2 sin 3 2;x π− = − 4) ( )2 6

sin 1 0.x π− + =

11. 1) ( )6
cos 2 1;xπ − = − 2) ( )4 2

tg 1;xπ − = −

3) ( )3 4
2 sin 3;xπ − = 4) ( )4

2 cos 3 2.xπ − =

Найдите корни уравнения на заданном промежутке (12–13).

12*. 1) 2
,

2
sin 3x =     [0, 2π]; 2) 3

2
cos 3 ,x =     [–π, π];

3) 3

2 3
tg ,x =     [–3π, 3π]; 4) ctg 4x = –1,    [0, π].

13*. 1) 
1

2
sin 3 ,x = −     [–4, 4]; 2) 

2
sin 0,x =     [–12, 18];

3) cos x = 1,    [–6, 16]; 4) 2

2
cos3 ,x = −     [1, 7].
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Как правило, решение тригонометрических уравнений сводится к реше�
нию простейших уравнений с помощью преобразований тригонометрических
выражений, разложения на множители и замены переменных.

15.1. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ ПРИ РЕШЕНИИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ

Следует помнить общий ориентир, когда замена переменных может вы�
полняться без преобразования данных тригонометрических выражений.

Если в уравнение, неравенство или тождество переменная входит
в одном и том же виде, то удобно соответствующее выражение с пе�
ременной обозначить одной буквой (новой переменной).

Задача 1 Решите уравнение 2 sin2 x – 7 sin x + 3 = 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ,
ОТЛИЧАЮЩИХСЯ ОТ ПРОСТЕЙШИХ§§§§§1515151515

Пусть sin x = t, тогда получаем:
2t2 – 7t + 3 = 0.

Отсюда t
1
 = 3; 2

1

2
.t =

1. При t = 3 имеем sin x = 3 — уравне�
ние не имеет корней, поскольку
| 3 | > 1.

2. При 
1

2
t =  имеем 1

,
2

sinx =

тогда ( ) 1

2
1 arcsin ,= − + πn

x n

( ) π
6

1 ,
n

x n= − + π  n ∈ Z.

Ответ: ( ) π
6

1 ,
n

n− + π  n ∈ Z.

Анализируя вид этого уравнения,
замечаем, что в его запись входит
только одна тригонометрическая
функция sin x. Поэтому удобно ввес�
ти новую переменную sin x = t.

После решения квадратного урав�
нения необходимо выполнить обрат�
ную замену и решить полученные про�
стейшие тригонометрические уравне�
ния.

З а м е ч а н и е. Записывая решения задачи 1, можно при введении замены
sin x = t учесть, что | sin x | m 1, и записать ограничения | t | m 1, а далее заме�
тить, что один из корней t = 3 не удовлетворяет условию | t | m 1, и после этого

обратную замену выполнять только для 1
.

2
t =
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Задача 2 Решите уравнение tg3 2x – tg 2x = 0.

К о м м е н т а р и й

В заданное уравнение переменная входит только в виде tg 2x. Поэтому
удобно ввести новую переменную tg 2x = t. После выполнения обратной заме�
ны и решения полученных простейших тригонометрических уравнений сле�
дует в ответ записать все полученные корни.

Р е ш е н и е

Пусть tg 2x = t. Тогда получаем t3 – t = 0. Отсюда t (t2 – 1) = 0, то есть t = 0
или t2 – 1 = 0. Из последнего уравнения имеем t2 = 1, тогда t = 1 или t = –1.
Выполняем обратную замену:

1. При t = 0 имеем tg 2x = 0, тогда 2x = πn, n ∈ Z. Таким образом, π
2

,nx =  n ∈ Z.

2. При t = 1 имеем tg 2x = 1, тогда 2x = arctg 1 + πm, π
4

2 .x m= + π  Следова�
тельно,

π
8 2

,mx π= +  т ∈ Z.

3. При t = –1 имеем tg 2x = –1, тогда 2x = arctg (–1) + πk, π
4

2 .x k= − + π  Отсюда

π
8 2

,kx π= − +  k ∈ Z.

Ответ: π
2

,n  n ∈ Z; π
8 2

,mπ +  т ∈ Z; π
8 2

,kπ− +  k ∈ Z.

При поиске плана решения более сложных тригонометрических уравне�
ний можно воспользоваться таким о р и е н т и р о м.

1. Пробуем привести все тригонометрические функции
к одному аргументу.

2. Если удалось привести к одному аргументу, то пробуем все тригоно#
метрические выражения привести к одной функции.

3. Если к одному аргументу удалось привести, а к одной функции — нет,
тогда пробуем привести уравнение к однородному.

4. В других случаях переносим все члены в одну сторону и пробуем полу�
чить произведение или используем специальные приемы решения.

15.2. РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ПРИВЕДЕНИЕМ
К ОДНОЙ ФУНКЦИИ (С ОДИНАКОВЫМ АРГУМЕНТОМ)

Задача 1 Решите уравнение соs 2x – 5 sin x – 3 = 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Используя формулу косинуса
двойного аргумента и основное
тригонометрическое тождество,
получаем:

Все тригонометрические функции
приводим к одному аргументу х, ис�
пользуя формулу

соs 2x = cos2 x – sin2 x.
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§ 15. Решение тригонометрических уравнений, отличающихся от простейших

соs2 x – sin2 x – 5 sin x – 3 = 0,
1 – sin2 x – sin2 x – 5 sin x – 3 = 0,

– 2 sin2 x – 5 sin x – 2 = 0.
Замена sin x = t дает уравнение

–2t2 – 5t – 2 = 0.

Тогда 2t2 + 5t + 2 = 0, t
1
 = –2, 2

1

2
.t = −

Выполняем обратную замену.
1. При t = –2 имеем sin x = –2 — кор�

ней нет, поскольку | 2 | > 1.

2. При 1

2
t = −  имеем 

1

2
sin .x = −  Тогда

( ) ( )1

2
1 arcsin ,= − − + πn

x n

( ) ( )π61 ,= − − + πn
x n  n ∈ Z.

Ответ: ( ) ( )π61 ,
n

n− − + π  n ∈ Z.

Потом все тригонометрические
выражения приводим к одной функ�
ции sin x (учитываем, что

соs2 x = 1 – sin2 x).
В полученное уравнение перемен�

ная входит в одном и том же виде
sin x, поэтому удобно выполнить за�
мену sin x = t.

З а м е ч а н и е. При желании ответ можно записать в виде

( ) π1

6
1 ,

+− + πn
n  n ∈ Z.

Задача 2 Решите уравнение tg x + 2 сtg x = 3.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

2

tg 
tg 3.

x
x + =  Замена tg x = t дает

уравнение 
2 3.
t

t + =

При t ≠ 0 получаем равносильное
уравнение t2 – 3t + 2 = 0.

Отсюда t
1
 = 1, t

2
 = 2.

Выполняем обратную замену:
1. При t = 1 имеем tg x = 1, тогда

x = arctg 1 + πп,

4
,x nπ= + π  п ∈ Z.

2. При t = 2 имеем tg x = 2, тогда
x = arctg 2 + πт, т ∈ Z.

Ответ: π
4

,n+ π  п ∈ Z;

arctg 2 + πт, т ∈ Z.

Все аргументы уже одинаковые
(х), поэтому приводим все тригоно�
метрические выражения к одной
функции tg x (учитываем, что

)1

tg 
ctg .

x
x =

В полученное уравнение перемен�
ная входит в одном и том же виде tg x,
поэтому удобно выполнить замену
tg x = t.
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15.3. РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
И ПРИВЕДЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ
К ОДНОРОДНОМУ

Рассмотрим уравнение sin2 x – sin x соs x – 2 соs2 x = 0.           (1)
Для поиска плана решения этого уравнения (но не для его решения) вы�

полним замены: sin x = u, cos x = v. Тогда уравнение (1) будет иметь вид
u2 – uv – 2v2 = 0.           (2)

Все одночлены, стоящие в левой части этого уравнения, имеют степень 2
(напомним, что степень одночлена uv также равна 2). В этом случае уравне�
ние (2) (и соответственно уравнение (1)) называется однородным, и для рас�
познавания таких уравнений и их решения можно применять такой ориентир.

Если все члены уравнения, в левой и правой частях которого стоят
многочлены от двух переменных (или от двух функций одной пере#
менной), имеют одинаковую суммарную степень*, то уравнение
называется однородным. Решается однородное уравнение делением
на наибольшую степень одной из переменных.

З а м е ч а н и е. Придерживаясь этого ориентира, приходится делить обе
части уравнения на выражение с переменной. При этом можно потерять кор�
ни (если корнями являются те числа, при которых делитель равен нулю).
Чтобы избежать этого, необходимо отдельно рассмотреть случай, когда вы�
ражение, на которое мы собираемся делить обе части уравнения, равно нулю,
и только после этого выполнять деление на выражение, не равное нулю.

Задача 1 Решите уравнение sin2 x – sin x соs x – 2 соs2 x = 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

* Конечно, если уравнение имеет вид f = 0, речь идет только о степени членов мно�
гочлена f, поскольку нуль�многочлен (то есть 0) степени не имеет.

При соs x = 0 уравнение не имеет
корней, поэтому разделим обе его
части на соs2 x ≠ 0.
Получаем

2 2

2 2 2

sin sin cos cos

cos cos cos
2 0,x x x x

x x x
− − =

то есть      
2

2

sin sin

cos cos
2 0.x x

x x
− − =

Тогда tg2 x – tg x – 2 = 0.
Замена: tg x = t.

Получаем уравнение t2 – t – 2 = 0,
t

1
 = –1, t

2
 = 2.

Данное уравнение однородное, по�
скольку все его члены имеют одина�
ковую суммарную степень 2. Его мож�
но решить делением обеих частей на
sin2 x или на соs2 x.

Если мы будем делить на соs2 x, то,
чтобы не потерять корни, случай
соs x = 0 рассмотрим отдельно.

Подставляя соs x = 0 в данное урав�
нение, получаем sin x = 0. Но одновре�
менно sin x и соs x не могут равняться
нулю (поскольку sin2 x + соs2 x = 1).
Таким образом, те значения перемен�
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Задача 2 Решите уравнение sin 3x = 5 соs 3x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Выполняем обратную замену:

1) При t = –1 имеем tg x = –1, тогда
x = arctg (– 1) + πп,

π
4

,x n= − + π  п ∈ Z.

2) При t = 2 имеем tg x = 2, тогда

x = arctg 2 + πт, т ∈ Z.

Ответ: π
4

,n− + π  п ∈ Z;

arctg 2 + πт, т ∈ Z.

ной x, для которых соs x = 0, не явля�
ются корнями данного уравнения.
А при соs x ≠ 0 можно разделить обе
части данного уравнение на соs2 x ≠ 0
и получить уравнение, равносильное
заданному (при этом учесть, что

)sin

cos
tg .x

x
x=

В полученное уравнение перемен�
ная входит в одном и том же виде tg x,
поэтому удобно выполнить замену
tg x = t.

При соs 3x = 0 уравнение не имеет
корней, поэтому разделим обе его
части на соs 3x ≠ 0.
Получаем

 
sin3

cos 3
5,x

x
=  то есть tg 3x = 5. Тогда

3x = arctg 5 + πт,

 
π1

3 3
arctg 5 ,= + mx  т ∈ Z.

Ответ: 
π1

3 3
arctg5 ,+ m

 т ∈ Z.

Данное уравнение однородное, по�
скольку все его члены имеют одина�
ковую степень 1. Его можно решить
делением обеих частей на sin 3x или
на соs 3x.

Если мы будем делить на соs 3x,
то, чтобы не потерять корни, случай
соs 3x = 0 рассмотрим отдельно.

Подставляя соs 3x = 0 в данное
уравнение, получаем sin 3x = 0. Но
одновременно sin 3x и соs 3x не могут
равняться нулю. Таким образом, при
соs 3x = 0 уравнение не имеет корней.
А при соs 3x ≠ 0 можно разделить обе
части данного уравнения на соs 3x ≠ 0
и получить уравнение, равносильное
заданному (при этом учесть, что

sin3x

x
x

cos
tg .

3
3= 



Задача 3 Решите уравнение 2 21

2
6 sin sin 2 cos 2.x x x+ − =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Используя формулу синуса двой�
ного аргумента, имеем

      6 sin2 x + sin x соs x – соs2 x = 2.  (1)
Запишем это уравнение так:

Сначала приведем все тригономет�
рические функции к одному аргумен�
ту x, используя формулу

sin 2x = 2 sin x соs x.

§ 15. Решение тригонометрических уравнений, отличающихся от простейших
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6 sin2 x + sin x соs x – соs2 x = 2æ1
и учтем, что 1 = sin2 x + соs2 x.
 Тогда 6 sin2 x + sin x соs x – соs2 x =

= 2 (sin2 x + соs2 x).
Отсюда

4 sin2 x + sin x соs x – 3 соs2 x = 0.    (2)
При соs x = 0 уравнение не имеет

корней, поэтому разделим обе его час�
ти на соs2 x ≠ 0. Получаем

        
2

2

sin sin

cos cos
4 3 0,x x

x x
+ − =

             4 tg2 x + tg x – 3 = 0.        (3)

Замена: tg x = t. Получаем уравне�
ние   4t2 + t – 3 = 0,

t
1
 = –1, 2

3

4
.t =

Выполняем обратную замену:

1. При t = –1 имеем tg x = –1, тогда
      x = arctg (– 1) + πп,

π
4

,x n= − + π  п ∈ Z.

2. При 3

4
t =  имеем 3

4
tg ,x =  тогда

3

4
arctg ,x m= + π  т ∈ Z.

Ответ: π
4

,n− + π  п ∈ Z;

3

4
arctg ,m+ π  т ∈ Z.

Теперь в левой части уравнения (1)
стоит однородное выражение вто#
рой степени, а в правой части — чис#
ло 2. Если домножить 2 на 1, а едини#
цу расписать по основному тригоно#
метрическому тождеству 1 = sin2 x +
+ соs2 x, то в левой и правой частях
полученного уравнения все выраже#
ния будут второй степени, то есть
получим однородное уравнение (2),
которое можно решить делением обе�
их частей или на sin2 x, или на соs2 x.

Если мы будем делить на соs2 x, то,
чтобы не потерять корни, случай
соs2 x = 0 рассмотрим отдельно.

Подставляя соs x = 0 в уравнение
(2), получаем sin x = 0. Но одновре�
менно sin x и соs x не могут равняться
нулю (поскольку sin2 x + соs2 x = 1).
Таким образом, при соs x = 0 уравне�
ние (2) не имеет корней.
А при соs x ≠ 0 можно разделить обе
части этого уравнения на соs2 x ≠ 0

(и учесть при этом, что )sin

cos
tg .x

x
x=

В полученное уравнение (3) пере�
менная входит в одном и том же виде
tg x, поэтому удобно выполнить за�
мену tg x = t.

15.4. РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВИДА f (x) = 0
С ПОМОЩЬЮ РАЗЛОЖЕНИЯ НА МНОЖИТЕЛИ

Задача 1 Решите уравнение sin 7x = sin 5x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

sin 7x – sin 5x = 0, тогда

7 5 7 5

2 2
2 sin cos 0,x x x x− + =

2 sin x cos 6x = 0.
Получаем:

Достаточно трудно все тригономет�
рические функции в этом уравнении
привести к одному аргументу.

В таком случае приходится пользо�
ваться четвертым пунктом ориентира,
приведенного на с. 170: переносим все



175

Задача 2 Решите уравнение sin x + sin 3x = sin 4x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

sin x = 0 или cos 6x = 0.
Решая последние простейшие три�

гонометрические уравнения, имеем:

x = πn, n ∈ Z, или π
2

6 ,x m= + π

то есть 
12 6

,mx π π= +  m ∈ Z.

Ответ: πn, n ∈ Z;

    
12 6

,mπ π+  m ∈ Z.

члены уравнения в одну сторону
и пробуем получить произведение,
равное нулю.

Для этого воспользуемся форму�
лой преобразования разности синусов
в произведение:

 
α β α β

2 2
sin sin 2 sin cos .− +α − β =

Если произведение равно нулю, то
хотя бы один из сомножителей равен
нулю, а остальные сомножители име�
ют смысл. В данном случае все дан�
ные и полученные выражения имеют
смысл на всем множестве действи�
тельных чисел. В конце учитываем,
что данное уравнение равносильно со�
вокупности уравнений sin x = 0 или
cos 6x = 0, и поэтому в ответе долж�
ны быть  записаны все корни каждо�
го из этих уравнений.

3 3

2 2
2 sin cos sin 4 0,x x x x x+ − − =

2 sin 2x cos x – sin 4x = 0,
2 sin 2x cos x – 2 sin 2x cos 2x = 0,

2 sin 2x (cos x – cos 2x) = 0,
sin 2x = 0 или cos x – cos 2x = 0.
Из первого из этих уравнений:

2x = πn, 
π
2

,nx =  n ∈ Z.

Второе уравнение преобразуем так:

2 2

2 2
2 sin sin 0,x x x x+ −− =

3

2 2
2 sin sin 0.x x =

Отсюда 3

2
sin 0=x  или 

2
sin 0.=x

Из этих уравнений получаем:

3

2
,x m= π  m ∈ Z, или 

2
,x k= π  k ∈ Z.

Сразу воспользуемся четвертым
пунктом ориентира, приведенного на
с. 170: переносим все члены уравнения
в одну сторону и пробуем получить
произведение, которое равно нулю.

Для этого применим формулу
преобразования суммы синусов, сто�
ящей в левой части уравнения, в про�
изведение:

α β α βα β
2 2

sin sin 2 sin cos+ −+ =

(и учтем, что cos (–х) = cos х).
Для того чтобы вынести какое�то

выражение за скобки и получить про�
изведение, достаточно записать sin 4x
как синус двойного аргумента (тогда
за скобки выносится sin 2x).

Если произведение равно нулю, то
хотя бы один из сомножителей равен
нулю.

§ 15. Решение тригонометрических уравнений, отличающихся от простейших
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З а м е ч а н и е. Запись ответа можно сократить. Так, если изобразить все
найденные решения на единичной окружности, то можно увидеть, что реше�

ние x = 2πk дает те же точки, что и формула π
2

nx =  при п, кратном 4 (n = 4k),

или формула 2

3
x m= π  при т, кратном 3 (т = 3k). Таким образом, формула

x = 2πk не дает новых корней в сравнении с формулами π
2

nx =  или 
π2

3
,mx =

и поэтому ответ может быть записан в виде только двух последних формул.
Но такое сокращение ответа не является обязательным.

15.5. ОТБОР КОРНЕЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
Если при решении тригонометрических уравнений необходимо выполнять

отбор корней, то чаще всего это делается так:
находят (желательно наименьший) общий период всех тригонометриче�

ских функций, входящих в запись уравнения (конечно, если этот общий пе�
риод существует); потом на этом периоде отбирают корни (отбрасывают по�
сторонние), а те, которые остаются, периодически продолжают.

Пример Решите уравнение
sin 4x tg x = 0.          (1)

І способ решения

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

π2

3

mx =   или  x = 2πk, k ∈ Z.

Ответ: π
2

,n  n ∈ Z;

π2

3
,m  m ∈ Z;

2πk, k ∈ Z.

Во втором из полученных уравне�
ний преобразуем разность косинусов
в произведение. В конце учитываем,
что все данные и полученные выраже�
ния существуют на всем множестве
действительных чисел. Таким обра�
зом, данное уравнение на этом мно�
жестве равносильно совокупности
уравнений:

sin 2x = 0 или 3

2
sin 0x =  или 

2
sin 0,x =

и поэтому в ответ необходимо запи�
сать все корни каждого из этих урав�
нений.

sin 4x = 0 или tg x = 0.

Тогда 4x = πn (то есть π
4

,nx =  n ∈ Z)

                           или x = πk, k ∈ Z.
Функция y = sin 4x имеет период

π
1

2

4 2
,T π= =  а функция у = tg x — пери�

Если число х является корнем
уравнения (1), то при этом значении х
равенство (1) обращается в верное
числовое равенство. Произведение
двух чисел может равняться нулю
тогда и только тогда, когда хотя бы
один из множителей равен нулю. Та�
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З а м е ч а н и е. При решении уравнения (1) мы не следили за равносильно�
стью выполненых преобразований, но выполняли преобразования, не приво�
дящие к потере корней. Тогда говорят, что мы пользовались уравнениями�
следствиями (если все корни первого уравнения являются корнями второго
уравнения, то второе уравнение называется следствием первого)*. В этом
случае мы могли получить посторонние для данного уравнения корни (то есть
те корни последнего уравнения, которые не являются корнями данного). Что�
бы этого не случилось, можно пользоваться следующим  о р и е н т и р о м.

Если при решении уравнения мы пользовались уравнениями�следстви�
ями, то проверка полученных корней подстановкой в исходное урав�
нения является обязательной составной частью решения.

Если для решения этого же уравнения (1) мы будем использовать равно�
сильные преобразования, то отбор корней будет организован немного иначе.
А именно, нам придется учесть ОДЗ уравнения, то есть общую область опре�
деления для всех функций, входящих в запись уравнения.

од Т
2

= π. Тогда Т = π является общим
периодом для обеих функций. Обо�
значим все полученные корни на од�
ном периоде, например на промежут�
ке [0; π]:

При π
2

x =  значение tg x не суще�

ствует, таким образом, π
2

x =  не явля�

ется корнем данного уравнения.

При значениях 0, π
4

,  π3

4
,  π получа�

ем равенство 0 = 0. Следовательно,
эти значения являются корнями
уравнения (1).

Тогда решениями данного уравне�
ния будут:

х = πk;
π
4

;x k= + π

π3

4
,x k= + π  k ∈ Z.

Ответ: πk; 
π
4

;k+ π  
π3

4
;k+ π  k ∈ Z.

ким образом, каждый корень уравне�
ния (1) будет корнем совокупности
уравнений sin 4x = 0 или tg x = 0.

Заменив уравнение (1) на эту со�
вокупность, мы не потеряем корни
данного уравнения, но можем полу�
чить посторонние для него корни. На�
пример, такие, при которых первый
множитель равен нулю, а второй не
существует.

Чтобы отбросить такие значения,
выполним проверку полученных кор�
ней подстановкой в исходное уравне�
ние на одном периоде — промежутке
длиной π.

На этом периоде отбираем корни
(отбрасываем посторонние), а те, ко�
торые остаются, периодически повто�
ряем (то есть добавляем к получен�
ным корням πk, k ∈ Z).

* Более подробно об уравнениях�следствиях см. в § 17.

§ 15. Решение тригонометрических уравнений, отличающихся от простейших
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ІІ способ решения уравнения sin 4x tg x = 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

ОДЗ: π
2

,x k≠ + π  k ∈ Z.

sin 4x = 0 или tg x = 0.

Тогда 4x = πn, то есть 
4

,nx π=  п ∈ Z,

     или x = πk, k ∈ Z.

Функция y = sin 4x имеет период
π

1
2

4 2
,T π= =  а функция у = tg x — пе�

риод Т
2
 = π. Тогда Т = π является об�

щим периодом для обеих функций.
Обозначим все полученные корни на
одном периоде, например на проме�
жутке [0; π], и на этом же промежут�
ке обозначим ограничения ОДЗ:

Ответ: πk; π
4

;k+ π  π3

4
,k+ π  k ∈ Z.

Все равносильные преобразования
уравнений выполняются на их обла#
сти допустимых значений (ОДЗ),
поэтому необходимо учесть ОДЗ.

Произведение двух множителей
равно нулю тогда и только тогда, ког�
да хотя бы один из множителей равен
нулю, а второй множитель имеет
смысл. На ОДЗ оба множителя име�
ют смысл, поэтому на ОДЗ данное
уравнение равносильно совокупности
уравнений sin 4x = 0 или tg x = 0.

Те корни совокупности, которые
входят в ОДЗ, достаточно отобрать на
одном периоде — промежутке дли�
ной π, а потом полученные решения
периодически повторить.

Значение π
2

x =  не принадлежит

ОДЗ, поэтому оно не является корнем
данного уравнения.

Значения 0, π
4

,  π3

4
,  π входят в ОДЗ,

следовательно, эти значения являют�
ся корнями данного уравнения.

Вопросы для контроля

1. Какие способы используют при решении тригонометрических уравнений?
Приведите примеры.

2. Какую замену переменных можно выполнить при решении уравнения
8 cos2 x – 2 cos x – 1 = 0 ? Какое уравнение получим после замены?

3. а) Объясните, почему уравнение 3 sin2 x – sin x соs x – 2 соs2 x = 0 является
однородным. б*) Как можно решить это однородное уравнение?

4. Как можно выполнить отбор корней тригонометрического уравнения?
Проиллюстрируйте отбор корней тригонометрического уравнения на при�
мере.

Упражнения

Решите уравнение (1–20).
1. 1°) 3 sin2 x – 5 sin x – 2 = 0; 2) 3 sin2 2x + 10 sin 2x + 3 = 0;

3°) 4 sin2 x + 11 sin x – 3 = 0; 4) 2

2 2
2 sin 3 sin 1 0.x x− + =
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2. 1°) 6 cos2 x + cos x – 1 = 0; 2) 2 cos2 3x – 5 cos 3x – 3 = 0;

3°)  2 cos2 x – cos x – 3 = 0; 4) 2

3 3
2 cos 3 cos 2 0.x x+ − =

3. 1°) 2 sin2 x + 3 cos x = 0; 2) 8 sin2 2x + cos 2x + 1 = 0;
3°) 5 cos2 x + 6 sin x – 6 = 0; 4) 4 sin 3x + cos2 3x = 4.

4. 1°) 3 tg2 x + 2 tg x – 1 = 0; 2) ctg2 2x – 6 ctg 2x + 5 = 0;

3°) 2 tg2 x + 3 tg x – 2 = 0; 4) 2

2 2
7 ctg 2 ctg 5.x x+ =

5. 1) 3 cos 2x = 7 sin x; 2) 2 cos 2x = 7 cos x.
6. 1) sin2 x + 2 sin x cos x – 3 cos2 x = 0;

2) sin2 x – 4 sin x cos x + 3 cos2 x = 0;
3) sin2 x + sin x cos x – 2 cos2 x = 0;
4) 3 sin2 x + sin x cos x – 2 cos2 x = 0.

7. 1) 
2

cos 1 cos ;x x= + 2) ( )7

2
tg tg 1;x xπ− − =

3) 5 cos x + 12 sin x = 13; 4) 3 cos x – 2 sin 2x = 0.

8. 1) 
2

1 cos 2 sin ;xx− = 2) 
2

1 cos 2cos ;+ = xx

3) 
1

3
cos 2 2 sin ;x x= 4) 3sin cos 0.x x− =

9. 1) cos x + sin x = 0; 2) cos2 x – 3 sin x cos x = –1;
3) 3 cos2 x = 4 sin x cos x – sin2 x; 4) 4 cos2 x – 7 sin 2x = 2.

10. 1) 5

3cos 4
2;

x +
= 2) 5

3sin 4
2;

x +
= 3) 2

3 2 sin 1
1;

x −
= 4) 

2

3 2 cos 1
1.

x −
=

11. 1) 3

5tg 8
1;

x +
= 2) 3

5ctg 8
1;

x +
= 3) 

4 1

23 tg 5
;

x +
= 4) 

2 1

43 ctg 5
.

x +
=

12. 1) 
2sin 7

1,5 sin 3
2;x

x

+
+

= 2) 
2cos 7

1,5cos 3
2;x

x

+
+

=

3) 
6

tg 2
3 tg ;

x
x

+
= − 4) 

6

ctg 2
3 ctg .

x
x

+
= −

13. 1) 
15

sin 1
11 2 sin ;

x
x

+
= − 2) 

15

cos 1
11 2 cos ;

x
x

+
= −

3) 
1

tg 1
2 ctg 1;

x
x

+
= − 4) 

10

tg 2
3 ctg .

x
x

+
= −

14. 1) sin x + sin 3x = 0; 2) sin 5x – sin x = 0;
3) cos 2x – cos 6x = 0; 4) cos 4x + cos 2x = 0.

15*. 1) | sin x | = | cos x |; 2) sin2 3cos 2 .x x=

16*. 1) ( ) ( )13

6 6
sin 2 cos 2 0;π π− + − =x x 2) ( ) ( )47

2 3 3 2
sin 3cos .π π+ = −x x

§ 15. Решение тригонометрических уравнений, отличающихся от простейших
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17*. 1) sin2 x – 5 cos x = sin x cos x – 5 sin x;
2) cos2 x – 7 sin x + sin x cos x = 7 cos x.

18. 1) ( ) ( )2 2

2 2
sin cos sin 2 cos 0;x x x xπ π+ − − − =

2) ( ) ( )2 2

2 2
sin 3 3 cos 3 4 sin 3 cos 3 0;x x x xπ π+ − + + =

3) sin2 x + 2 sin (π – x) cos x – 3 cos2 (2π – x) = 0;

4) ( ) ( ) ( )2 2 3

2
sin 2 3 5 sin 3 cos 3 4 sin 3 0.x x x xππ − + π − + − =

19. 1) ( )2

2 2 2 2
3 sin sin sin 2;x x xπ+ − =

2) ( ) ( )2 2

2 2 2 2
2 cos 3 sin cos 2 7 sin 3;x x x x− π − π − + =

3) ( ) ( ) ( ) ( )2 23

2 2
4 cos 3sin sin 3 cos 3;x x x xπ π+ + − π + + π + =

4) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 3

2 2
3 sin 2 cos cos 2 sin 2.x x x xπ π− − + π + + − π =

20. 1) ( ) ( )2

2
2 sin 5 cos 2 0;x xππ + − + + = 2) ( )2

2
2 cos 5 cos 4 0;x xπ+ − − =

3) ( )2

2
2 cos sin 1 0;x xπ+ − − = 4) 5 – 5 sin 3 (π – x) = cos2 (π – 3x).

Системы тригонометрических уравнений решаются с помощью тех же ме�
тодов, что и алгебраические системы, в частности это исключение неизвест�
ных и замена переменных. Исключить неизвестные можно с помощью одного
из двух приемов: из одного уравнения выразить какое�то неизвестное (или
функцию от него) и подставить его в другие или преобразовать данные уравне�
ния и потом составить из них комбинации, в которых число неизвестных
уменьшается.

 Задача 1 Решите систему уравнений 
π
2

,

cos sin 1.

x y

x y

 + =

 + =

Из первого уравнения находим π
2

y x= −  и подставляем во второе. Полу�

чаем ( )π
2

cos sin 1,+ − =x x  то есть cos x + cos x = 1,   2 cos x = 1, 1

2
cos .x =  Отсюда

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ§§§§§1616161616
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π
3

2 ,x n= ± + π  n ∈ Z.     (1)

1) Если
π
3

2 ,x n= + π  то ( )π
2 2 3 6

2 2 .y x n nπ π π= − = − + π = − π

2) Если π
3

2 ,x n= − + π  то ( )π 5

2 2 3 6
2 2 .y x n nπ π π= − = − − + π = − π

Ответ: ( )π
3 6

2 ; 2 ,n nπ+ π − π  ( )π 5

3 6
2 ; 2 ,n nπ− + π − π  n ∈ Z.

З а м е ч а н и е. Если бы мы для нахождения значения y не рассмотрели
отдельно формулу (1) со знаком «+» и знаком «–», то вместе с верными реше�
ниями мы бы получили и посторонние решения заданной системы.

Действительно, в таком случае имеем ( )
π

π π

π

π

3

2 3

2 ,

2 , .Z

 = ± +

 = − ± + ∈


x n

y n n

Тогда, например, при n = 0 получаем ( )
π

π π

3

2 3

,

,

 = ±

 = − ±


x

y
 то есть 

π

π π
3

5

6 6

,

  или  .

x

y y

 = ±

 = =

Таким образом, кроме решений, которые вошли в ответ, мы имеем еще две
возможности:

π

π
3

5

6

,

,

x

y

 =

 =

 

π

π
3

6

,

.

x

y

 = −

 =

 Но эти пары значений х и у не являются решениями за�

данной системы, поскольку они не удовлетворяют первому уравнению.

Поэтому следует запомнить:

Когда решение уравнения cos x = а приходится применять для дальней�
ших преобразований, то удобно записывать его в виде двух формул: отдель�
но со знаком «+» и отдельно со знаком «–».

 Задача 2 Решите систему уравнений 

1

4

3

4

cos cos ,

sin sin .

x y

x y

 =

 =

Почленно сложим и вычтем эти уравнения. Получим равносильную

систему 
cos ,

cos .

x y

x y

−( ) =

+( ) = −







1

1

2

          Отсюда π

π

π2
3

2 , ,

2 , .

x y k k

x y n n

− = ∈
 + = ± + ∈

Z

Z

§ 16. Решение систем тригонометрических уравнений
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Представим последнюю систему в виде совокупности двух систем, записывая
решения второго уравнения отдельно со знаком «+» и отдельно со знаком «–»:

π

π

π2
3

2 , ,

2 , 

x y k k

x y n n

− = ∈
 + = + ∈

Z

Z,
  или π

π

π2

3

2 , ,

2 , .

x y k k

x y n n

− = ∈


+ = − + ∈

Z

Z

Почленно складывая и вычитая уравнения этих систем, находим x и y:

  

π

π

π π

π π

3

3

,x n k

y n k

 = + +

 = + −

 или 

π

π

π π

π π

3

3

,

.

x n k

y n k

 = − + +

 = − + −

Ответ: ( )π ππ π π π
3 3

; ,n k n k+ + + −  ( )π ππ π π π
3 3

; ,n k n k− + + − + −  n ∈ Z, k ∈ Z.

З а м е ч а н и е. В запись ответа вошли два параметра n и k, которые неза�
висимо друг от друга «пробегают» множество целых чисел. Если попробовать
при решении заданной системы воспользоваться только одним параметром,
например n, то это приведет к потере решений. Таким образом, в каждом
случае, когда система тригонометрических уравнений приводится к систе#
ме, состоящей из элементарных тригонометрических уравнений (то есть из
уравнений вида sin x = a, cos x = a, tg x = a, ctg x = a), при решении каждого из
этих уравнений необходимо использовать свой целочисленный параметр.

Вопросы для контроля

1. Какие методы используются для решения систем тригонометрических урав�
нений?

2. Объясните, в каком случае при формальном решении системы 

sin ,

cos

x y

x y

+( ) =

−( ) =







0

1

2

мы можем потерять часть решений, а в каком случае — получить посто�
ронние решения. Решите эту систему.

Упражнения

Решите систему уравнений (1–8).

1°. 1) 
sin sin 1,

;

x y

x y

+ =
 + = π

2) 
cos cos 1,

2 .

x y

x y

+ =
 + = π

2°. 1) 
tg tg ,

;

x y

x y

+ =

+ =







1

4

π 2) 

1

2

3

cos cos ,

.

x y

x y π

 − =

 − =

3°. 1) 
sin sin 0,5,

sin sin 0,5.

x y

x y

+ =
 ⋅ = −

2) 
cos cos 0,5,

cos cos 0,5.

x y

x y

+ = −
 ⋅ = −
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4. 1) 
sin cos ,

sin cos ;

x y

x y

+ =

+ =







0

2 2 1

2

2) 
4

1

6

,

tg tg .

x y

x y

π + =

 =

5. 1) 
cos cos 0,75,

sin sin 0,25;

x y

x y

=
 =

2) 
sin cos 0,75,

sin cos 0,25.

x y

y x

=
 =

6. 1) 
cos cos sin sin ,

sin cos cos sin ;

x y x y

x y x y

+ =

+ =







1

2

1
2) 

sin sin cos cos ,

sin cos cos sin .

x y x y

x y x y

− = −

− =







1

1

2

7*. 1) 
2

2

cos cos sin ,

sin sin cos ;

x y y

x y y

=
 =

2) 
2

2

sin cos sin ,

cos sin cos .

x y y

x y y

=
 =

8*. 1) 
2 2

2 2

cos cos 1,

sin sin cos ;

x y

x y x

+ =
 + =

2) 
2 2

2 2

sin cos 1,

cos sin sin .

x y

x y x

+ =
 + =

§ 17. Уравнения>следствия и равносильные преобразования уравнений

Т а б л и ц а  33

Равенство с переменной называ#
ется уравнением. В общем виде урав�
нение с одной переменной x записы�
вают так: f (x) = g (x).

Под этой краткой записью пони�
мают математическую запись зада�
чи о нахождении значений аргумен�
та, при которых значения двух дан�
ных функций равны.

Корнем (или решением) уравне#
ния с одной переменной называется
значение  переменной, при подста�
новке которого в уравнение получа�
ется верное равенство.

Решить уравнение — значит
найти все его корни или доказать,
что их нет.

1. Понятие уравнения и его корней

Определение Пример

2х = –1 — линейное
уравнение;

х2 – 3х + 2 = 0 — квадратное
уравнение;

2x x+ = — иррациональное
уравнение (содер�
жит переменную
под знаком
корня).

x = 2 — корень уравнения 2 ,x x+ =
так как при x = 2 получаем верное

равенство: 4 2,=
то есть 2 = 2.

УРАВНЕНИЯEСЛЕДСТВИЯ
И РАВНОСИЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ§§§§§1717171717
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П р о д о л ж.  т а б л.  33

2. Область допустимых значений (ОДЗ)

Областью допустимых зна�
чений (или областью опреде�
ления) уравнения называет�
ся общая область определе�
ния для функций f (x) и g (x),
стоящих в левой и правой ча�
стях уравнения.

Для уравнения 2x x+ =  ОДЗ:
x + 2 l 0, то есть x l –2, так как область

определения функции  ( ) 2= +f x x  оп�

ределяется условием: x + 2 l 0, а область
определения функции g (x) = x — мно�
жество всех действительных чисел.

3. Уравнения>следствия

Если каждый корень первого уравнения
является корнем второго, то второе урав�
нение называется следствием первого
уравнения.

Если из правильности первого равенства
следует правильность каждого последую�
щего, то получаем уравнения�следствия.

При использовании уравнений#след#
ствий не происходит потери корней ис#
ходного уравнения, но возможно появление
посторонних корней. Поэтому при исполь�
зовании уравнений�следствий проверка
полученных корней подстановкой их в ис�
ходное уравнение является составной ча�
стью решения (см. пункт 5 этой таблицы).

2x x+ = .
Возведем обе части урав�

нения в квадрат:

( )2
22 ,x x+ =

x + 2 = x2,
x2 – x – 2 = 0,

x
1
 = 2, x

2
 = –1.

П р о в е р к а. x = 2 — корень
(см. выше); x = –1 — посто�
ронний корень (при х = –1
получаем неверное равенство
1 = –1).
Ответ: 2.

4. Равносильные уравнения
          Определение                 Простейшие теоремы

Два уравнения называются
равносильными на некото�
ром множестве, если на этом
множестве они имеют одни
и те же корни.

То есть каждый корень пер#
вого уравнения является кор#
нем второго уравнения и, на#
оборот, каждый корень второ#
го уравнения является корнем
первого. (Схема решения урав�
нений с помощью равносиль�
ных преобразований приведе�
на в пункте 5 этой таблицы.)

1. Если из одной части уравнения пере�
нести в другую слагаемые с противо�
положным знаком, то получим урав�
нение, равносильное заданному
(на любом множестве).

2. Если обе части уравнения умножить
или разделить на одно и то же число,
не равное нулю (или на одну и ту же
функцию, которая определена и не
равна нулю на ОДЗ заданного уравне�
ния), то получим уравнение, равно�
сильное заданному (на ОДЗ заданно�
го уравнения).
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Объяснение и обоснование

1. Понятие уравнения и его корней. Уравнение в математике чаще всего по�
нимают как аналитическую запись задачи о нахождении значений аргумен�
та, при которых значения двух данных функций равны. Поэтому в общем
виде уравнения с одной переменной x записывают так: f (x) = g (x).

Часто уравнения определяют короче — как равенство с переменной.
Напомним, что корнем (или решением) уравнения с одной переменной

называется значение переменной, при подстановке которого в уравнение
получается верное равенство. Решить уравнение — значит найти все его
корни или доказать, что их нет.

Например, уравнение 2x = –1 имеет единственный корень 
1

2
,x = −  а уравне�

ние | x | = –1 не имеет корней, поскольку значение | x | не может быть отрица�
тельным числом.

2. Область допустимых значений (ОДЗ) уравнения. Если задано уравнение
f (x) = g (x), то общая область определения для функций f (x) и g (x) называ�
ется областью допустимых значений этого уравнения. (Иногда используют�

§ 17. Уравнения>следствия и равносильные преобразования уравнений

* Применение свойств функций к решению уравнений рассмотрено в § 18.

П р о д о л ж.  т а б л.  33

5. Схема поиска плана решения уравнений

применением свойств функций *

Решение уравнений

с помощью
уравнений�следствий

с помощью
равносильных преобразований

Преобразования,
гарантирующие
сохранение верного
равенства

Проверка корней
подстановкой
в исходное уравнение

Учесть ОДЗ
исходного уравнения

Сохранять на ОДЗ
верное равенство при
прямых и обратных
преобразованиях

 1

 2
 

 1

 2
 

 ,

— исходное уравнение;

— уравнение, полученное в результате преобразования исходного;

— символическое изображение направления выполненных пре�
образований

 1

 2
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ся также термины «область определения уравнения» или «множество допус�
тимых значений уравнения».) Например, для уравнения х2 = х областью до�
пустимых значений являются все действительные числа. Это можно запи�
сать, например, так. ОДЗ: x ∈ R, поскольку функции f (x) = x2 и g (x) = x
имеют области определения x ∈ R.

Понятно, что каждый корень данного уравнения принадлежит как облас�
ти определения функции f (x), так и области определения функции g (x) (ина�
че мы не сможем получить верное числовое равенство). Поэтому каждый
корень уравнения обязательно принадлежит ОДЗ этого уравнения. Это по�
зволяет в некоторых случаях применить анализ ОДЗ уравнения при его ре�
шении.

Например, в уравнении 2 1x x x− + − =  функция g (x) = x определена при

всех действительных значениях x, а функция ( ) 2 1= − + −f x x x  только при
условии, что под знаком квадратного корня будут стоять неотрицательные

выражения. Следовательно, ОДЗ этого уравнения задается системой 2 0,

1 0,

x

x

−
 −

l
l

из которой получаем систему 
2,

1,

x

x





l
m  не имеющую решений. Таким образом,

ОДЗ данного уравнения не содержит ни одного числа, и поэтому это уравне�
ние не имеет корней.

Нахождение ОДЗ данного уравнения может быть полезным для его реше�
ния, но не всегда является обязательным элементом решения уравнения.

3. Методы решения уравнений. Для решения уравнений используют мето�
ды точного и приближенного решений. А именно, для точного решения урав�
нений в курсе математики 5–6 классов использовались зависимости между
компонентами и результатами действий и свойства числовых равенств; в кур�
се алгебры 7–9 классов — равносильные преобразования уравнений, а для
приближенного решения уравнений — графический метод.

Графический метод решения уравнений не дает высокой точности нахож�
дения корней уравнения, и с его помощью чаще всего можно получить только
грубые приближения корней. Иногда удобно графически определить количе�
ство корней уравнения или найти границы, в которых находятся эти корни.
В некоторых случаях можно графически доказать, что уравнение не имеет
корней. По указанным причинам в школьном курсе алгебры и начал анализа
под требованием «решить уравнение» понимается требование «используя
методы точного решения, найти корни данного уравнения». Приближенны�
ми методами решения уравнений можно пользоваться только тогда, когда об
этом говорится в условии задачи (например, если ставится задача решить урав�
нение графически).

В основном при решении уравнений разных видов нам придется применять
один из двух методов решения. Первый из них состоит в том, что данное урав�
нение заменяется более простым уравнением, имеющим те же корни,— равно�
сильным уравнением. В свою очередь, полученное уравнение заменяется еще
более простым, равносильным ему, и т. д. В результате получаем простейшее
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уравнение, которое равносильно заданному и корни которого легко находят�
ся. Эти корни и только они являются корнями данного уравнения.

Второй метод решения уравнений состоит в том, что данное уравнение за�
меняется более простым уравнением, среди корней которого находятся все
корни данного, то есть так называемым уравнением�следствием. В свою оче�
редь, полученное уравнение заменяется еще более простым уравнением�след�
ствием, и так далее до тех пор, пока не получим простейшее уравнение, корни
которого легко находятся. Тогда все корни данного уравнения находятся сре�
ди корней последнего уравнения. Поэтому, чтобы найти корни данного урав�
нения, достаточно корни последнего уравнения подставить в данное и с помо�
щью такой проверки получить корни данного уравнения (и исключить так
называемые посторонние корни — те корни последнего уравнения, которые
не удовлетворяют заданному).

В следующем параграфе будет также показано применение свойств функ�
ций к решению уравнений определенного вида.

Уравнения#следствия
Рассмотрим более детально, как можно решать уравнения с помощью урав�

нений�следствий.  При решении уравнений главное — не потерять корни дан�
ного уравнения, и поэтому в первую очередь мы должны следить за тем, чтобы
каждый корень исходного уравнения оставался корнем следующего. Факти�
чески это и является определением уравнения�следствия:

в том случае, когда каждый корень первого уравнения является
корнем второго, второе уравнение называется следствием первого.

Это определение позволяет обосновать такой о р и е н т и р: для получения
уравнения�следствия достаточно рассмотреть данное уравнение как верное
числовое равенство и гарантировать (то есть иметь возможность обосновать),
что каждое следующее уравнение мы можем получить как верное числовое
равенство.

Действительно, если придерживаться этого ориентира, то каждый корень
первого уравнения обращает это уравнение в верное числовое равенство, но
тогда и второе уравнение будет верным числовым равенством, то есть рас�
сматриваемое значение переменной является корнем и второго уравнения,
а это и означает, что второе уравнение является следствием первого.

Применим приведенный ориентир к уравнению 
2 1

1
0x

x

−
+

=  (пока что не ис�
пользуя известное условие равенства дроби нулю).

Если правильно то, что дробь равна нулю, то обязательно ее числитель
равен нулю. Таким образом, из заданного уравнения получаем уравнение�
следствие х2 – 1 = 0. Но тогда верно, что (х – 1)(х + 1) = 0. Последнее уравне�
ние имеет два корня: х = 1 и х = – 1. Подставляя их в заданное уравнение,
видим, что только корень х = 1 удовлетворяет исходному уравнению. Почему
это случилось?

Это происходит поэтому, что, используя уравнения�следствия, мы гаран�
тируем только то, что корни заданного уравнения не теряются (каждый ко�
рень первого уравнения является корнем второго). Но второе уравнение, кро�
ме корней первого уравнения, имеет еще и другой корень, который не являет�

§ 17. Уравнения>следствия и равносильные преобразования уравнений
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ся корнем первого уравнения. Для первого уравнения этот корень является
посторонним, и, чтобы его отсеять, выполняется проверка подстановкой кор�
ней в исходное уравнение. (Более полно причины появления посторонних кор�
ней рассмотрены в таблице 34 на с. 192.) Таким образом, чтобы правильно
применять уравнения�следствия для решения уравнений, необходимо пом�
нить еще один о р и е н т и р: при использовании уравнений�следствий воз�
можно появление посторонних корней, и поэтому проверка подстановкой
корней в исходное уравнение является составной частью решения.

Схема применения этих ориентиров дана в таблице 33. В пункте 3 этой
таблицы приведено решение уравнения

        2 .x x+ =                 (1)

Для решения этого уравнения с помощью уравнений�следствий достаточ�
но данное уравнение рассмотреть как верное числовое равенство и учесть, что
в случае, когда два числа равны, то и их квадраты также будут равны:

      x x+( ) =2
2

2.     (2)

То есть мы гарантируем, что если равенство (1) верно, то и равенство (2)
также будет верным, а это и означает (как было показано выше), что уравне�
ние (2) является следствием уравнения (1). Если мы хотя бы один раз исполь�
зовали уравнения�следствия (а не равносильные преобразования), то можем
получить посторонние корни, и тогда в решение обязательно входит провер�
ка полученных корней подстановкой их в заданное уравнение.

З а м е ч а н и е. Переход от данного уравнения к уравнению�следствию мож�
но обозначить специальным значком ⇒, но его использование для записи ре�
шения не является обязательным. Вместе с тем, если этот значок записан, то
это свидетельствует о том, что мы воспользовались уравнениями�следствия�
ми, и поэтому обязательно в запись решения необходимо включить проверку
полученных корней.

Равносильные уравнения

С понятием равносильности вы знакомы еще из курса алгебры 7 класса, где
равносильными назывались те уравнения, которые имели одни и те же корни.
Заметим, что равносильными считались и такие два уравнения, которые не
имели корней. Формально будем считать, что и в этом случае уравнения имеют
одни и те же корни, поскольку ответы к таким уравнениям одинаковы: «урав�
нения не имеют корней» (точнее: одинаковыми являются множества корней
таких уравнений — они оба пустые, что обозначается символом ∅).

В курсе алгебры и начал анализа мы будем рассматривать более общее поня�
тие равносильности, а именно — равносильность на определенном множестве.

Два уравнения называются равносильными на некотором множе�
стве, если на этом множестве они имеют одни и те же корни, то есть
каждый корень первого уравнения является корнем второго и, наобо�
рот, каждый корень второго уравнения является корнем первого.
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Для уравнений, заданных на множестве всех действительных чисел (на�
пример, для линейных), мы можем однозначно дать ответ на вопрос: «Равно�
сильны ли данные уравнения?» Например, уравнения х + 3 = 0 и 2х + 6 = 0 —
равносильные, поскольку оба имеют одинаковый корень х = –3 и других кор�
ней не имеют, таким образом, каждое из них имеет те же решения, что и второе.

При рассмотрении равносильности уравнений на множестве, которое от�
личается от множества всех действительных чисел, ответ на вопрос «Равно�
сильны ли данные уравнения?» может существенно зависеть от того, на ка�
ком множестве мы рассматриваем эти уравнения. Например, если рассмот�
реть уравнения:

        
2 1

1
0x

x

−
+

= ,     (3)

       х2 – 1 = 0,     (4)
то, как было показано выше, уравнение (3) имеет единственный корень х = 1,
а уравнение (4) — два корня: х = 1 та х = –1. Таким образом, на множестве всех
действительных чисел эти уравнения не являются равносильными, поскольку
у уравнения (4) есть корень х = –1, которого нет у уравнения (3). Но на множе�
стве положительных действительных чисел эти уравнения равносильны, по�
скольку на этом множестве уравнение (3) имеет единственный положитель�
ный корень х = 1 и уравнение (4) также имеет единственный положительный
корень х = 1. Следовательно, на множестве положительных чисел каждое из
этих уравнений имеет те же решения, что и второе.

Укажем, что множество, на котором рассматривается равносильность урав�
нений, как правило, не задается искусственно (как в последнем случае), а
чаще всего таким множеством является ОДЗ исходного уравнения. Догово�
римся, что далее

все равносильные преобразования уравнений (а также неравенств и сис�
тем уравнений и неравенств) мы будем выполнять на ОДЗ исходного уравне�
ния (неравенства или системы). Отметим, что в том случае, когда ОДЗ задан�
ного уравнения является множество всех действительных чисел, мы не всегда
будем ее записывать (как не записывали ОДЗ при решении линейных или квад�
ратных уравнений). И в других случаях главное — не записать ОДЗ в решение
уравнения, а реально учесть ее при выполнении равносильных преобразова�
ний данного уравнения.

Например, для уравнения 2x x+ =  ОДЗ задается неравенством х + 2 l 0.
Когда мы переходим к уравнению х + 2 = х2, то для всех его корней это уравне�
ние является верным равенством. Тогда выражение х2, стоящее в правой час�
ти этого равенства, всегда неотрицательно (х2 l 0), таким образом, и равное
ему выражение х + 2 также будет неотрицательным: х + 2 l 0. Но это и означа�
ет, что ОДЗ данного уравнения (х + 2 l 0) учтено автоматически для всех кор�
ней второго уравнения и поэтому при переходе от уравнения 2x x+ =  к урав�
нению х + 2 = х2 ОДЗ данного уравнения можно не записывать в решение.

Для выполнения равносильных преобразований попробуем выделить об�
щие ориентиры, аналогичные соответствующим ориентирам получения урав�
нений�следствий.

§ 17. Уравнения>следствия и равносильные преобразования уравнений
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Как указывалось выше, выполняя равносильные преобразования уравне#
ний, необходимо учесть ОДЗ данного уравнения — это и есть первый о р и �
е н т и р для выполнения равносильных преобразований уравнений.

По определению равносильности уравнений необходимо гарантировать,
чтобы каждый корень первого уравнения был корнем второго и наоборот —
каждый корень второго уравнения был корнем первого. Для первой части
этого требования мы уже выделили общий ориентир: достаточно гарантиро�
вать сохранение правильности равенства при переходе от первого уравнения
ко второму (с. 187).

Но тогда, чтобы выполнить вторую часть этого требования, достаточно
второе уравнение рассмотреть как верное равенство (то есть взять такое зна�
чение переменной, которое является корнем второго уравнения) и гарантиро�
вать, что при переходе к первому верное равенство сохраняется (этот корень
остается и корнем первого уравнения). Фактически из определения равно�
сильности уравнений получаем, что каждое из равносильных уравнений яв#
ляется следствием другого уравнения). Таким образом, при выполнении рав�
носильных преобразований мы должны гарантировать сохранение правиль�
ности равенства на каждом шаге решения не только при прямых, а и при
обратных преобразованиях — это и является вторым о р и е н т и ром для ре�
шения уравнений с помощью равносильных преобразований. (Соответствую�
щие ориентиры схематически представлены в пункте 5 табл. 33.)

Например, чтобы решить с помощью равносильных преобразований урав�

нение 
2 1

1
0,x

x

−
+

=  достаточно учесть его ОДЗ: х + 1 ≠ 0 и условие равенства дроби

нулю (дробь равна нулю тогда и только тогда, когда числитель дроби равен
нулю, а знаменатель не равен нулю). Также следует обратить внимание на то,
что на ОДЗ все необходимые преобразования можно выполнить как в пря�
мом, так и в обратном направлениях с сохранением правильности равенства.

Запись решения в этом случае может быть такой:
2 1

1
0.x

x

−
+

=  ОДЗ: х + 1 ≠ 0. Тогда х2 –1 = 0. Отсюда х = 1 (удовлетворяет

условию ОДЗ) или х = –1 (не удовлетворяет условию ОДЗ).  Ответ: 1.

Для выполнения равносильных преобразований уравнений можно также
пользоваться специальными теоремами о равносильности. В связи с уточнени�
ем определения равносильности уравнений обобщим также формулировки про�
стейших теорем о равносильности, известных из курса алгебры 7 класса.

Т е о р е м а 1. Если из одной части уравнения перенести в другую
часть слагаемые с противоположным знаком, то получим уравне�
ние, равносильное заданному (на любом множестве).
Т е о р е м а 2. Если обе части уравнения умножить или разделить на
одно и то же число, не равное нулю (или на одну и ту же функцию,
которая определена и не равна нулю на ОДЗ заданного уравнения), то
получаем уравнение, равносильное заданному (на ОДЗ исходного).

Обоснование этих теорем полностью аналогично обоснованию ориентиров
для равносильных преобразований данного уравнения.
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З а м е ч а н и е. Для обозначения перехода от данного уравнения к равно�
сильному ему уравнению можно применять специальный значок ⇔, но его
использование при записи решений не является обязательным. (Хотя иногда
мы будем им пользоваться, чтобы подчеркнуть, что были выполнены именно
равносильные преобразования.)

Задача 1 Решите уравнение 
5 3

2 1
.

x x− −
=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
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ОДЗ: х – 2 ≠ 0  и  х – 1 ≠ 0.
На этой ОДЗ данное уравнение

равносильно уравнениям:

       
5 3

2 1
0,

x x− −
− =        (1)

  
( ) ( )
( )( )

5 1 3 2

2 1
0,

− − −
− −

=x x

x x
       (2)

       ( )( )
2 1
2 1

0,+
− −

=x
x x        (3)

           2х + 1 = 0,        (4)

то есть 1

2
.x = −

Учтем ОДЗ. При 1

2
x = − :

1 1

2 2
2 2 2 0,x − = − − = − ≠

1 1

2 2
1 1 1 0.x − = − − = − ≠

Таким образом, 1

2
x = −  — корень.

Ответ: 
1

2
− .

Используем равносильные преоб�
разования для решения данного урав�
нения. Для этого необходимо учесть
ОДЗ, поэтому зафиксируем ее ограни�
чения в начале решения.

Укажем, что в уравнениях ограни#
чения ОДЗ можно только зафиксиро#
вать, но не решать, а в конце прове#
рить, выполняются ли эти ограни#
чения для найденных корней.

При переносе члена данного урав�
нения из одной части уравнения в дру�
гую с противоположным знаком по�
лучаем уравнение (1), равносильное
заданному.

Приводя к общему знаменателю,
раскрывая скобки и приводя подобные
члены, снова получаем верное равен�
ство и можем обосновать, что при вы�
полнении обратных действий равен�
ство также не нарушается, таким об�
разом, полученные уравнения (1)–(3)
равносильны заданному (на его ОДЗ).

Дробь равна нулю тогда и только
тогда, когда числитель дроби равен
нулю, а знаменатель не равен нулю. Но
второе условие уже учтено в ограниче�
ниях ОДЗ, таким образом, получаем
уравнение (4), равносильное заданно�
му уравнению на его ОДЗ. Поскольку
все преобразования были равносиль�
ными только с учетом ОДЗ, то мы дол�
жны проверить, удовлетворяет ли по�
лученное число ограничениям ОДЗ.

4. Причины появления посторонних корней и потери корней при решении
уравнений. Наиболее типичные случаи появления посторонних корней и по�
тери корней приведены в таблице 34. Там же указано, как в каждом из этих
случаев получить правильное (или полное) решение.
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1. Появление посторонних корней

Причина
При каких

преобразованиях это
может происходить

Пример неправильного
(или неполного) решения

Получение
уравнений�след�
ствий:

1. Приведение по�
добных членов.

2 2 6 2.x x x x+ − = + −
Перенесем из правой части
уравнения в левую слагаемое

2x −  с противоположным
знаком и приведем подобные
члены.
Получим х2 – 6х = 0,

х
1
 = 0, х

2
 = 6.

2. Приведение обеих
частей уравнения
к общему знамена�
телю (при сокра�
щении знамена�
теля).

2

4 7 4

2 3 5 6
.

x x x x+ + + +
+ =

Умножим обе части уравне�
ния на общий знаменатель
всех дробей (х + 2)(х + 3).
Получим

4(х + 3) + 7(х + 2) = 4,
11х = –22,  х = –2.

3. Возведение обеих
частей иррацио�
нального уравне�
ния в квадрат.

2 1 .x x+ =
2х + 1 = х,

х = –1.

а) переход к урав�
нению, ОДЗ
которого шире,
чем ОДЗ
заданного
уравнения;

б) выполнение
преобразова�
ний, при
которых
происходит
неявное умно�
жение на нуль;

Умножение обеих ча�
стей уравнения на вы�
ражение с перемен�
ной.

х2 + х + 1 = 0.
Умножим обе части уравне�
ния на х –1.

(х – 1)(х2 + х + 1) = 0.
Получим х3 – 1 = 0,

х = 1.
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Т а б л и ц а  34

при решении уравнения

Где ошибка
Как получить правиль>

ное (или полное)
решение

Пример правильного
(или полного) решения

х
1
 = 0 не являет�

ся корнем задан�
ного уравнения.

Выполнить
проверку подста�
новкой корней
в заданное урав�
нение.

2 2 6 2.x x x x+ − = + −
х2 – 6х = 0, х1 = 0, х2 = 6.

Проверка показывает, что
х1 = 0 — посторонний корень,
х2 = 6 — корень.
Ответ: 6.

х = –2 не являет�
ся корнем задан�
ного уравнения.

2

4 7 4

2 3 5 6
.

x x x x+ + + +
+ =

4(x + 3) + 7(x + 2) = 4;
11x = –22,  x = –2.

Проверка показывает, что
х = –2 — посторонний корень.
Ответ: корней нет.

х = –1 не являет�
ся корнем задан�
ного уравнения.

2 1 .x x+ =
2х + 1 = х,  х = –1.

Проверка показывает, что
х = –1 — посторонний корень.
Ответ: корней нет.

х = 1 не является
корнем заданного
уравнения.

В данном уравнении не было не�
обходимости умножить на х – 1.

х2 + х + 1 = 0.
D = –3 < 0.

Ответ: корней нет.
Если применить умножение
обеих частей уравнения на
х – 1, то проверка показывает,
что х = 1 — посторонний ко�
рень, то есть уравнение не име�
ет корней.
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2. Потеря корней

Причина
При каких

преобразованиях это
может происходить

Пример неправильного
(или неполного) решения

в) применение к
обеим частям
уравнения
функции,
которая не яв�
ляется возрас�
тающей или
убывающей.

Возведение обеих ча�
стей уравнения в чет�
ную степень или при�
менение к обеим час�
тям уравнения триго�
нометрических функ�
ций (см. с. 214).

х – 1 = 2х + 1.
Возведем обе части уравнения
в квадрат:

(х – 1)2 = (2х + 1)2.
Получим  3х2 + 6х = 0,

х
1
 = 0, х

2
 = –2.

Явное или неяв�
ное сужение ОДЗ
заданного уравне�
ния, в частности
выполнение пре�
образований, в хо�
де которых проис�
ходит неявное де�
ление на нуль.

1. Деление обеих ча�
стей уравнения на
выражение с пере�
менной.

2. Сложение, вычита�
ние, умножение
или деление обеих
частей уравнения
на выражение, ОДЗ
которого óже, чем
ОДЗ заданного
уравнения.

х2 = х.
Поделив обе части уравнения
на х, получим

х = 1.

х2 = 1.
Если к обеим частям уравне�

ния прибавить x, то полу�
чим уравнение

2 1 ,x x x+ = +
у которого только один корень

х = 1.

1. Появление посторонних корней
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Где ошибка
Как получить правиль>

ное (или полное)
решение

Пример правильного
(или полного) решения

Выполнить
проверку подста�
новкой корней
в заданное урав�
нение.

П р о д о л ж.  т а б л.  34

х
1
 = 0 не являет�

ся корнем задан�
ного уравнения.

В данном уравнении не было
необходимости возводить в
квадрат.

х – 1 = 2х + 1.
х – 2х = 1 + 1, х = –2.

Ответ: –2.

Если применить возведение в
квадрат, то проверка показыва�
ет, что х

2
 = –2 — корень, a

х
1

= 0 — посторонний корень.

при решении уравнения

Потеряли корень
х = 0, поскольку
после деления на х
фактически полу�
чили уравнение

2
,x x

x x
=

ОДЗ которого:
х ≠ 0, то есть су�
зили ОДЗ задан�
ного уравнения.

Потеряли корень
х = –1, поскольку
ОДЗ данного
уравнения: х —
любое число,

а x  существует
только при х l 0.

Те значения, на
которые сузилась
ОДЗ, необходимо
рассмотреть
отдельно.

x2 = x.
1. При х = 0 получаем

02 = 0  — верное равенство, та�
ким образом, х = 0 — корень.
2. При х ≠ 0 получаем

2
,x x

x x
=  х = 1.

Ответ. 0; 1.
(Конечно, удобнее решать
так: x2 – x = 0,

х(х – 1) = 0, х = 0 или х = 1.)

В данном уравнении не было не�
обходимости прибавлять к обе�

им частям .x

х2 = 1, х = ä1.
Ответ: ä1.
(Если бы пришлось прибавить

к обеим частям ,x  то при x < 0
данное уравнение необходимо
рассмотреть отдельно, и тогда
получим еще и корень х = –1.)

при решении уравнения
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Вопросы для контроля

1. Что называется корнем уравнения? Приведите примеры.
2. Дайте определение области допустимых значений (ОДЗ) уравнения. При�

ведите примеры.
3. Дайте определение уравнения�следствия данного уравнения. Приведите

примеры. Объясните, в каком случае можно гарантировать, что в резуль�
тате преобразований уравнения получили уравнение�следствие.

4. Дайте определение равносильных уравнений. Приведите примеры. Объяс�
ните, в каком случае можно гарантировать, что в результате преобразова�
ний уравнения получили уравнение, равносильное данному.

5. Сформулируйте основные теоремы о равносильности уравнений. Приве�
дите примеры их использования.

6. Объясните, в результате каких преобразований данного уравнения можно
получить посторонние для данного уравнения корни. Как можно исклю�
чить посторонние корни? Приведите примеры.

7. Объясните, в результате каких преобразований данного уравнения можно
потерять корни данного уравнения. Приведите примеры. Объясните на при�
мерах, как необходимо дополнить соответствующие преобразования, что�
бы не потерять корни данного уравнения.

Упражнения

1. Найдите область допустимых значений (ОДЗ) уравнения:

1) 5 2 3

2
0;x x

x x

− −
+

− =    2) 
2

2 1

3 1
0;x x

x

+
+

− =     3) 3 6

1
;x

x
x −

−
=     4) 2 5

4
5 0.x

x
x −

+
+ − =

2. Выясните: а) является ли второе уравнение следствием первого;
б) являются ли эти уравнения равносильными (ответ обоснуйте):

1) 2x2 – 8x – 9 = 0 и x2 – 4x – 4,5 = 0;        2) 
2

2

4

5 6
0x

x x

−
− +

=  и x2 – 4 = 0.

3. Обоснуйте равносильность уравнений:
1) 5x – 8 = 7 – 3x и 5x + 3x = 7 + 8;  2) (2x – 1)(x2 + 5) = x(x2 + 5) и 2x – 1 = x.

4. Обоснуйте, что данные уравнения не являются равносильными:

1) 2 1 1

3 3
9

x x
x

+ +
+ = +  и x2 = 9;        2) (2x – 1)(x2 – 5) = x(x2 – 5) и 2x – 1 = x.

5. Объясните, какие преобразования были использованы при переходе от пер�
вого уравнения ко второму и могут ли они приводить к нарушению равно�
сильности:
1) 3x + 1,1 = 6,8 – 2x   и   3x + 2x = 6,8 – 1,1;

2) 
2

281

9
3 1 0x

x
x−

+
+ − =    и   x – 9 + 3x2 – 1 = 0;

3) 5 3
3 1

x
x

+ =−    и   5 + x(3x – 1) = 3(3x – 1);

4) 2 1 2x x− = −    и   x2 – 1 = x2 – 4x + 4.



197

§ 17. Уравнения>следствия и равносильные преобразования уравнений

6. Являются ли равносильными данные уравнения на ОДЗ первого из них:

1) 5 – x = x + 7   и   1 1

3 3
5 7 ;

x x
x x

− −
− + = + +

2) 
12 2 5

2 2

x x

x x

− −
− −

=    и   12 – 2x = x – 5;

3)  6 – x = 10   и   6 10x x x− + − = ;

4) (x2 + 2x – 3)(x2 + 6) = 5(x2 + 6)   и   x2 + 2x – 3 = 5;

5) x2 – 1 = 6x – 1   и   
2 1 6 1x x

x x

− −= ?

7. Решите уравнение и укажите, какое преобразование могло привести к на�
рушению равносильности:

1) 
8 5 8 3

2
;x x

x x
x− +− = − 2) 

( ) ( )( )2
2 8 4 2

4
;

− + − −+ =x x xx

x x

3) 2

7 1 6 4

3 3 9 3
;x

x x x x

−
+ − − +

− = − 4) 2

1 6 1

2 3 12 2
1.x

x x x

−
− − −

+ = −

8. Решите уравнение с помощью уравнений�следствий и укажите, какое
преобразование могло привести к нарушению равносильности:

1) 3 2 5 1 2;x x x x+ − = − + − 2) 2 5 1;x x+ = +

3) 3 2 1 ;x x− = − 4) 25 4.x x+ = −
9. При каком условии уравнения являются равносильными:

1) 
( ) ( )

2 3−
=f x

x
g x    и   f (x) = g (x)(2x – 3);

2) ( ) ( )+ = +f x x g x x    и   f (x) = g (x)?

10. Может ли произойти потеря корней или появление посторонних корней,
если:
1) уравнение (x2 + 7) f (x) = 4x2 + 28 заменить уравнением f (x) = 4;
2) уравнение (x – 1) f (x) = (x – 1) g (x) заменить уравнением f (x) = g (x);

3) уравнение 
( ) ( )

3 3+ +
=f x g x

x x
 заменить уравнением f (x) = g (x);

4) уравнение 
( )
23 5

0
+

=f x

x
 заменить уравнением f (x) = 0?

11. Решите уравнение и обоснуйте, что построена цепочка равносильных урав�
нений:
1) 13 – (x – 1)2 + (2x – 1)(x + 1) = (x + 2)2;
2) (x – 1)3 – (x – 3)3 = 3x + 26;
3) (x + 1)3 – (x – 1)3 = 6(x2 + x + 1);
4) (3x – 1)2 + (6x – 3)(2x + 1) = (x – 1)2 + 5(2x + 1)2.
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ПРИМЕНЕНИЕ СВОЙСТВ ФУНКЦИЙ
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЙ§§§§§1818181818

Т а б л и ц а  35

    Ориентир Пример
1. Конечная ОДЗ

Если область допустимых значений
(ОДЗ) уравнения (неравенства или
системы) состоит из конечного чис�
ла значений, то для решения дос�
таточно проверить все эти значе�
ния.

2 21 1 2 2 .x x x− + = + −

ОДЗ:
2 2

2 2

1 0, 1,

2 2 0 1

x x

x x

− ⇔ ⇔ − 

l l
l m

2 1x⇔ = ⇔ 1.x = ±
П р о в е р к а:
х = 1 — корень

( )0 1 1 0, 1 1 ,+ = + =
х = –1 — не корень ( )0 1 1 0 .− ≠ +
Ответ: 1.

2. Оценка левой и правой частей уравнения

Если надо решить уравнение вида
f (x) = g (x) и выяснилось, что
f (x) lllll а, g (x) mmmmm a, то равенство меж�
ду левой и правой частями возмож�
но тогда и только тогда, когда f (x)
и g (x) одновременно равны а.

21 1 .− = +x x

f (x) = 1 – х2 m 1,

( ) 1 1= +g x x l  (так как )0 .x l

Итак, заданное уравнение равно�
сильно системе

 

21 1,
0.

1 1

− = ⇔ =
+ =

x
x

x

Ответ: 0.

( )22 22 2 4 0.x x x x− + − + − =

( )1 2 0,= −f x x l  f
2

(x) =
= | x2 – 2x | l 0, f3 (x) = (х2 – 4)2 l 0.
Итак, заданное уравнение равно�

сильно системе 
( )

2

22

2 0,

2 0,

4 0.

 − =
 − =


− =

x

x x

x
Из первого уравнения получаем
х = 2, что удовлетворяет всей сис�
теме.
Ответ: 2.

Сумма нескольких неотрицатель#
ных функций равна нулю тогда и
только тогда, когда все функции од#
новременно равны нулю.

( )
( )

( )

1

2

0,

0,

............

0.n

f x

f x

f x

=
 =⇔ 

 =

( ) ( )
( )
( )

,f x a
f x g x

g x a

=
= ⇔  =f (x) lllll a,

g (x) mmmmm a

f1 (x) + f2 (x) +
          + ... + f

n
(x) = 0

f1 (x) lllll 0,
f2 (x) lllll 0,
............
f

n
(x) lllll 0
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Объяснение и обоснование

1. Конечная ОДЗ. Напомним, что в случае, когда дано уравнение f (x) = g (x),
общая область определения для функций f (x) и g (x) называется областью
допустимых значений этого уравнения. Понятно, что каждый корень задан�

П р о д о л ж.  т а б л.  35

3. Использование возрастания и убывания функций

Схема решения уравнения

1. Подбираем один или несколько корней уравнения.
2. Доказываем, что других корней это уравнение не имеет (используя тео#

ремы о корнях уравнения или оценку левой и правой частей уравнения).

Теоремы о корнях уравнения

1. Если в уравнении f (x) = a функция f (x)
возрастает (убывает) на некотором про�
межутке, то это уравнение может иметь
не более чем один корень на этом проме�
жутке.

Пример
Уравнение 32 3x x+ =  имеет единствен�

ный корень х = 1 ( 31 2 1 3,+ ⋅ =  то есть

3 = 3), поскольку функция ( ) 32= +f x x x

возрастает на всей области определения
х l 0.

2. Если в уравнении f (x) = g (x) функция
f (x) возрастает на некотором промежут�
ке, а функция g (x) убывает на этом же
промежутке (или наоборот), то это урав�
нение может иметь не более чем один
корень на этом промежутке.

Пример

Уравнение 3 3x x x+ = −  имеет един�

ственный корень х = 1 ( 31 1 3 1,+ = −  то

есть 2 = 2), поскольку ( ) 3= +f x x x  воз�
растает на всей области определения
х l 0, а g (x) = 3 – х убывает (на множе�
стве R, а следовательно, и при x l 0).
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ного уравнения принадлежит как области определения функции f (x), так и
области определения функции g (x). Таким образом, каждый корень уравне#
ния обязательно принадлежит ОДЗ этого уравнения. Это позволяет в неко�
торых случаях за счет анализа ОДЗ получить решение уравнения.

Например, если дано уравнение 2 4 2 3 6,x x x− + − = −  то его ОДЗ можно

задать с помощью системы 
2 0,

4 2 0.

x

x

−
 −

l
l

 Решая эту систему, получаем 
2,

2,

x

x




l
m

то есть х = 2. Таким образом, ОДЗ данного уравнения состоит только из одно�
го значения х = 2. Но если только для одного числа необходимо выяснить,
является ли оно корнем данного уравнения, то для этого достаточно подста�
вить это значение в уравнение. В результате получаем верное числовое равен�
ство (0 = 0). Следовательно, х = 2 — корень данного уравнения. Других кор�
ней у этого уравнения быть не может, поскольку все корни уравнения нахо�
дятся в его ОДЗ, а там нет других значений, кроме х = 2.

 Рассмотренный пример позволяет выделить  о р и е н т и р  для решения
аналогичных уравнений:

если ОДЗ уравнения (а также неравенства или системы) состоит
из конечного числа значений, то для решения достаточно проверить
все эти значения.

З а м е ч а н и е. В том случае, когда ОДЗ — пустое множество (не содер#
жит ни одного числа), мы можем сразу дать ответ, что данное уравнение
не имеет корней.

Например, если необходимо решить уравнение 3 2 5 ,x x x− = − +  то его

ОДЗ задается системой 
3 0,

2 0,

x

x

−
 −

l
l

 то есть системой 
3,

2,

x

x





l
m

 которая не имеет

решений. Таким образом, ОДЗ данного уравнения не содержит ни одного чис�
ла, и поэтому это уравнение не имеет корней.

2. Оценка левой и правой частей уравнения. Некоторые уравнения можно
решить с помощью оценки левой и правой частей уравнения.

Пусть дано уравнение f (x) = g (x), и нам удалось выяснить, что для всех
допустимых значений x значение f (x) l a, а значение g (x) m a.

( Рассмотрим два случая: 1) f (x) > a; 2) f (x) = а.
Если f (x) > a, то равенство f (x) = g (x) не может выполняться, потому что
g (x) m a, то есть при f (x) > a данное уравнение корней не имеет. Остается
только случай f (x) = a, но, учитывая необходимость выполнения равен�
ства f (x) = g (x), имеем, что тогда и g (x) = a. Таким образом, мы обоснова�
ли, что выполнение равенства f (x) = g (x) (при условии f (x) l a и g (x) m a)
гарантирует одновременное выполнение равенств f (x) = а и g (x) = а (и,
наоборот, если одновременно выполняются равенства f (x) = а и g (x) = а,
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то выполняется и равенство f (x) = g (x)). Как было показано в § 17, это и

означает, что уравнение f (x) = g (x) равносильно системе 
( ) ,

( ) .

f x a

g x a

=
 =

Коротко это можно записать так:

Пример использования такого приема решения уравнений приведен в пунк�
те 2 таблицы 35.

Аналогично предыдущим рассуждениям обосновывается и ориентир по ре�
шению уравнения f

1
(x) + f

2
(x) + ... + f

n
(x) = 0, в котором все функции�слага�

емые неотрицательны (f
1

(x) l 0; f
2

(x) l 0; ...; f
n

(x) l 0).

( Если предположить, что f
1

(x) > 0, то сумма всех функций, стоящих в ле�
вой части этого уравнения, может равняться нулю только тогда, когда
сумма f

2
(x) + ... + f

n
(x) будет отрицательной. Но это невозможно, посколь�

ку по условию все функции неотрицательные. Таким образом, при f
1

(x) > 0
данное уравнение не имеет корней. Эти же рассуждения можно повторить
для любой другой функции�слагаемого. Остается единственная возмож�
ность — все функции�слагаемые равны нулю (очевидно, что в этом случае
равенство f

1
(x) + f

2
(x) + ... + f

n
(x) = 0 обязательно будет выполняться).

Таким образом, сумма нескольких неотрицательных функций равна нулю
тогда и только тогда, когда все функции одновременно равны нулю. )

Например, чтобы решить уравнение x4 + | x – 1 | = 2x2 – 1, достаточно перенес�
ти все члены в одну сторону, записать уравнение в виде (x2 – 1)2 + | x – 1 | = 0
и учесть, что функции (x2 – 1)2 и | x – 1 | неотрицательные. Таким образом,

данное уравнение равносильно системе 
( )22 1 0,

1 0.

 − =


− =

x

x

Из второго уравнения получаем х = 1, что удовлетворяет и всей системе.
Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень х = 1.

3. Использование возрастания и убывания функций к решению уравнений
опирается на такое свойство: возрастающая или убывающая функция прини#
мает каждое свое значение только в одной точке ее области определения.

Полезно помнить специальные теоремы о корнях уравнения.

Т е о р е м а 1. Если в уравнении f (x) = a функция f (x) возрастает (убыва�
ет) на некотором промежутке, то это уравнение может иметь не более
чем один корень на этом промежутке.

§ 18. Применение свойств функций к решению уравнений

( ) ( )
( )
( )

,

.

f x a
f x g x

g x a

=
= ⇔  =f (x) lllll a,

g (x) mmmmm a )
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Графически утверждение теоремы проиллюстрировано на рисунке 96. Пря�
мая у = а пересекает график возрастающей на промежутке [α; β] функции
у = f (x) только в одной точке. Это и означает, что уравнение f (x) = а не может
иметь больше одного корня на промежутке [α; β]. Докажем это утверждение
аналитически.
( Если на промежутке [α; β] уравнение имеет корень x

0
, то f (x

0
) = a. Других

корней быть не может, поскольку для возрастающей функции f (x) при
x > x

0 
получаем неравенство f (x) > f (x

0
) = a, а при x < x

0
  — неравенство

f (x) < f (x
0
) = a. Таким образом, при x ≠ x

0 
 f (x) ≠ a. Аналогично и для

убывающей функции при x ≠ x
0 
получаем f (x) ≠ a. )

Т е о р е м а 2. Если в уравнении f (x) = g (x) функция f (x) возрастает на
некотором промежутке, а функция g (x) убывает на этом же промежутке
(или наоборот), то это уравнение может иметь не более чем один корень
на этом промежутке.

Графически утверждение теоремы проиллюстрировано на рисунке 97.
( Если на промежутке [α; β] уравнение имеет корень x

0
, то f (x

0
) = g (x

0
) = a.

Других корней быть не может, поскольку, например, для возрастающей
функции f (x) и убывающей функции g (x) при x > x

0
 имеем f (x) > a, a

g (x) < a, таким образом, f (x) ≠ g (x). Аналогично и при x < x
0
 f (x) ≠ g (x). )

Каждая из этих теорем утверждает, что в рассмотренном промежутке
данное уравнение может иметь не более чем один корень, то есть или это
уравнение совсем не имеет корней, или оно имеет единственный корень. Если
нам удалось подобрать один корень такого уравнения, то других корней в за�
данном промежутке уравнение не имеет.

Например, чтобы решить уравнение x3 + x = 10, достаточно заметить, что
функция f (x) = x3 + x является возрастающей на всей числовой прямой (как
сумма двух возрастающих функций) и что x = 2 — корень* этого уравнения
(23 + 2 = 10; 10 = 10). Таким образом, данное уравнение f (x) = 10 имеет
единственный корень x = 2.

Рис. 97Рис. 96

* Корень x = 2 получен подбором. Как правило, подбор начинают с целых значений:
х = 0, ä1, ä2..., которые подставляются в данное уравнение.
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Заметим, что каждая из этих теорем гарантирует единственность корня урав�
нения (если он есть) только на промежутке возрастания (или убывания) соот�
ветствующей функции. Если функция имеет несколько промежутков возрас�
тания и убывания, то приходится рассматривать каждый из них отдельно.

Пример      Решим с помощью теоремы 2 уравнение 3 2 .
x

x x+ =

Сначала следует учесть его ОДЗ: x ≠ 0 и вспомнить, что функция 2

x
y =  на

всей области определения не является ни убывающей, ни возрастающей
(с. 22), но она убывает на каждом из промежутков (–×; 0) и (0; +×). Поэтому
рассмотрим каждый из этих промежутков отдельно.

1) При x > 0 данное уравнения имеет корень x = 1 ( )3 2

1
1 1 , 2 2 .+ = =

Функция f (x) = x3 + x возрастает при x > 0 (как было показано выше, она

возрастает на множестве R), а функция ( ) 2=
x

g x  убывает на промежутке

x > 0. Таким образом, данное уравнение f (x) = g (x) при x > 0 имеет един�
ственный корень x = 1.

2) При x < 0 данное уравнение имеет корень x = –1 ( ) ( )( )3 2

1
1 1 , 2= 2 .

−
− + − = − −

Функция f (x) = x3 + x возрастает при x < 0, а функция ( ) 2=
x

g x  убывает на

этом промежутке. Поэтому данное уравнение f (x) = g (x) при x < 0 имеет
единственный корень x = –1.
В ответ следует записать все найденные корни (хотя на каждом из проме�
жутков корень единственный, но всего корней — два). Итак, данное урав�
нение имеет только два корня: 1 и –1.

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение ( )24
4

1 2 1 .+ = − −
x

x x

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 18. Применение свойств функций к решению уравнений

ОДЗ: х ≠ 0. На ОДЗ x4 > 0. Тогда

функция ( ) 4
4

1 2= +
x

f x x l  (как сум�

ма двух взаимно обратных поло�
жительных чисел), а функция

( ) ( )2
2 1 2.= − −g x x m  Таким образом,

данное уравнение равносильно систе�

ме 

( )

4
4

2

1 2,

2 1 2.

 + =

 − − =

x
x

x
 Из второго уравне�

Если раскрыть скобки и привести
обе части уравнения к общему знаме�
нателю, то для нахождения корней
полученного уравнения придется ре�
шать полное уравнение восьмой сте�
пени, все корни которого мы не смо�
жем найти.

Попытаемся оценить области зна�
чений функций, стоящих в левой
и правой частях уравнения. Посколь�
ку на ОДЗ (х ≠ 0) x4 > 0, то в левой
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Задача 2 Решите систему уравнений 
3 3

2 2

,

3 36.

x x y y

x y

 + = +


+ =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

ния системы получаем 1x = , что удов�
летворяет и первому уравнению. Та�
ким образом, система (а значит, и
данное уравнение) имеет единствен�
ное решение х = 1.
Ответ: 1.

части уравнения стоит сумма двух вза#
имно обратных положительных чи#
сел, которая всегда больше или равна
2. В правой части из 2 вычитается не�
отрицательное число (x – 1)2. Таким
образом, при всех значениях х полу�
чаем значение, меньшее или равное 2.
Равенство между левой и правой час�
тями возможно тогда и только тогда,
когда обе части равны 2.

ОДЗ: 
0,

0.

x

y





l
l  Рассмотрим функцию

( ) 3.= +f t t t  На своей области опре�

деления (t l 0) эта функция является
возрастающей (как сумма двух возра�
стающих функций). Тогда первое
уравнение заданной системы, которое
имеет вид f (x) = f (y), равносильно
уравнению x = y. Таким образом, на
ОДЗ заданная система равносильна

системе 2 2

,

3 36.

x y

x y

=
 + =

Подставляя x = y во второе уравне�
ние системы, имеем 4y2 = 36, y2 = 9,
y = ä3. Учитывая, что на ОДЗ y � 0,
получаем y = 3. Тогда x = y = 3.
Ответ: (3; 3).

Иногда свойства функций удается
применить при решении систем урав�
нений. Если заметить, что в левой и
правой частях первого уравнения за�
данной системы стоят значения одной
и той же функции, которая является
возрастающей (как сумма двух возра�
стающих функций), то равенство
f (x) = f (у) для возрастающей функ#
ции возможно тогда и только тог#
да, когда х = у, поскольку одинако#
вые значения возрастающая функция
может принимать только при од#
ном значении аргумента. (Заметим,
что такое же свойство будет иметь
место и для убывающей функции.)

З а м е ч а н и е. Утверждение, обоснованное в комментарии к задаче 2, мо�
жет быть использовано при решении аналогичных задач. Коротко его можно
сформулировать так: если функция f (x) является возрастающей (или убы�
вающей) на определенном множестве, то на этом множестве

 f (ααααα) = f (βββββ) ⇔⇔⇔⇔⇔ ααααα = βββββ.
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Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно использовать свойства функций при
решении уравнений.

2*. Обоснуйте правильность ориентиров по решению уравнений с использова�
нием свойств функций, приведенных в таблице 35 (с. 198).

Упражнения

Решите уравнение (1–4), используя свойства соответствующих функций.

1. 1) 22 4 2 2;x x x x− + = − + +

2) 2 2 22 9 18 2 3;x x x x+ − = + − −

3) 1 1 3 4 2 3 1 2 32 2 2 4− + + + + − − = − − +x x x y y x y .

2. 1) 2 44 2 ;x x+ = − 2) 5 21 3 1 ;+ + = −x x x

3) 6 2
6

1 1 2 ;
x

x x x+ = − − 4) 
1

2
2 2 2 1.

x
x x+ = − −

3. 1) | x2 – 7x + 12 | + | x2 – 9 | + | 6 – 2x | = 0;

2)  | x + 2 | + | y – 5 | + | 2x2 – 8 | = 0;

3) 1 9 3 02 2− + − + − =y x x x ;

4) 2 24 2 0;x x x x− + − + − =

5) x2 + y2 + 5 = 4x + 2y;

6) 3x2 + y2 + 2z2 = 4y – 6x – 12z – 25.

4. 1) 2 6 2;x x− + − = 2) 9 3;x x x+ + =

3) 2 1 9 5 ;x x x+ + + = − 4) 
40

1
2 ;

x
x x

−
− + =

5) 
102 5 2 ;
x

x x+ + + = 6) 2 10 .x x x+ = −

5. Решите систему уравнений:

1) 
5 5

2

,

3 10;

x x y y

x y

+ = +
 + =

2) 
3 3

,

16;

x x y y

x y

 − − = − −


+ = −

3) 
x y y x

x y

3 3 5 5

2 2 1

− = −

+ =







,

;
4) 

− − − = −

− =







3 3

3 82 2

x y x y

x y

,

.

§ 18. Применение свойств функций к решению уравнений
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Иногда приходится решать тригонометрические уравнения, в которые вхо�
дят только сумма или разность синуса и косинуса одного и того же аргумента
и их произведение. В таком случае целесобразно эту сумму (или разность)
обозначить новой переменной.

Задача 1 Решите уравнение 3 (sin x + cos x) = 2 sin 2х.

К о м м е н т а р и й
Если в заданном уравнении привести все тригонометрические функции к

одному аргументу х, то получим уравнение (1) (см. решение), в которое вхо�
дят только сумма синуса и косинуса одного и того же аргумента х и их про�
изведение. Для решения этого уравнения введем новую переменную
sin x + cos x = y. Чтобы получить произведение sin x cos x, достаточно возвести
в квадрат обе части равенства замены и учесть, что sin2 x + cos2 x = 1. Выпол�

няя обратную замену, удобно также учесть, что ( )4
sin cos 2sin .x x x π+ = +

Р е ш е н и е
Данное уравнение  равносильно уравнению

3 (sin x + cos x) = 4 sin х cos x.                 (1)

Если обозначить sin x + cos x = у, то 2 2 2sin cos 2 sin cos .x x x x y+ + =  Тогда
2 1

2
sin cos .yx x −=  Подставляя эти значения в уравнение (1), получаем

23 2 2,y y= −  2у2 – 3у – 2 = 0, y
1
 = 2 или 2

1

2
.y = −

Таким образом, sin x + cos x = 2 или 1

2
sin cos .x x+ = −

Тогда ( )4
2sin 2x π+ =  или ( ) 1

4 2
2sin .x π+ = −  Получаем

( )4
sin 2x π+ =  (корней нет, поскольку )2 1>  или ( ) 1

4 2 2
sin .x π+ = −  Отсюда

( ) 1

4 2 2
1 arcsin ,π  + = − − + π  

n
x n  где п ∈ Z. Тогда ( ) 1

4 2 2
1 arcsin .

n
x nπ  = − + − − + π  

Ответ: ( ) 1

4 2 2
1 arcsin

n
nπ  − + − − + π  

,  где п ∈ Z.

З а м е ч а н и е. При возведении обеих частей уравнения в квадрат можно
получить посторонние корни (см. таблицу 34). Но возведение обеих частей
равенства замены в квадрат является равносильным преобразованием.
Действительно, в этом случае левая и правая части равенства имеют одина�
ковые знаки, и тогда a = b ⇔ a2 = b2. Если обе части равенства a = b положи�
тельны, то для положительных значений t функция y = t2 возрастает и поэто�

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ БОЛЕЕ СЛОЖНЫХ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ§§§§§1919191919
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му каждое свое значение принимает только при одном значении аргумента.
Таким образом, при a > 0, b > 0 из равенства a = b следует равенство a2 = b2 и,
наоборот, из равенства a2 = b2 следует равенство a = b, что и гарантирует рав�
носильность выполненного преобразования для положительных a и b. Ана�
логично для a m 0, b m 0 используем то, что для отрицательных значений t
функция y = t2 убывает и поэтому каждое свое значение принимает только
при одном значении аргумента.

Для решения некоторых тригонометрических уравнений могут применять�
ся свойства функций (соответствующие общие подходы к решению были рас�
смотрены в § 18), в частности, оценка левой и правой частей уравнения.

Задача 2 Решите уравнение 
5

2
cos 6 sin 2.xx + =

Оценим область значений функции ( ) 5

2
cos 6 sin .xf x x= +

Поскольку | cos 6x | m 1 и 
5

2
sin 1,x m  то | f (x) | m 2, то есть –2 m f (x) m 2.

Выясним, существуют ли такие значения х, при которых функция f (x)
может принимать наибольшее значение 2. Если cos 6x будет меньше чем 1, то

для того чтобы сумма 5

2
cos 6 sin xx +  равнялась 2, необходимо, чтобы значе�

ние 5

2
sin x  было больше чем 1, что невозможно. Аналогично, если допустить,

что 5

2
sin x  меньше чем 1, то для того чтобы сумма 5

2
cos 6 sin xx +  равнялась 2,

необходимо, чтобы значение cos 6x было больше чем 1, что невозможно. Таким
образом, равенство в данном уравнении возможно тогда и только тогда, когда

cos 6x и 5

2
sin x  равны 1. Поэтому данное уравнение равносильно системе

cos ,

sin .

6 1

15

2

x

x

=

=






 Отсюда 

6 2

25

2 2

x k k

n nx

= ∈

= + ∈







π

ππ

, ,

,

Z

Z.
  Тогда 3

4

5

,

.

k

n

x

x

π

π + π

 =

 =

Приравнивая правые части этих равенств, получаем

4

3 5
.k nπ π + π=  Отсюда 3 12

5
.nk +=

Поскольку k и n — целые числа, то попробуем подставить в правую часть
последнего равенства вместо п целые числа и найти, для каких значений п по
этой формуле k также будет целым числом. При n = 1 получаем k = 3. В случае,
когда коэффициент 12 при переменной n в числителе  дроби и знаменатель
5 — взаимно простые числа, повторение делимости нацело будет только через
знаменатель, то есть через 5. Поэтому последнее уравнение имеет решения в
целых числах вида n = 1 + 5т, m ∈ Z. Подставляя значение п в одно из реше�

§ 19. Примеры решения более сложных тригонометрических уравнений и их систем
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ний системы, получаем х = π + 4πm. Эти значения и являются решениями по�
следней системы, а следовательно, и решениями данного уравнения.

Ответ: х = π + 4πm, m ∈ Z.

Задача 3 Решите уравнение 62 sin cos 2 sin 8 .+ = +x x x

К о м м е н т а р и й

Преобразуем левую часть по формуле ( )4
sin cos 2sinx x x π+ = +  и оценим

область значений функций, стоящих в левой и правой частях уравнения. Ре�
шая полученную систему двух уравнений с одним неизвестным, можно не�
сколько упростить выкладки и решить только одно уравнение системы, а для
другого проверить, удовлетворяют ли ему полученные решения.

Р е ш е н и е

Данное уравнение равносильно уравнению

         ( ) 6

4
2 sin 2 sin 8 .π+ = +x x                 (1)

Обозначим: ( ) ( )4
2 sin ,π= +f x x  g (x) = 2 + sin6 8x. Поскольку

( )0 sin 1,
4
π+xm m  то 0 m f (x) m 2. Но 0 m sin6 8x m 1, поэтому 2 m g (x) m 3.

Левая часть уравнения (1) меньше или равна 2, а правая часть больше или
равна 2. Равенство между ними возможно тогда и только тогда, когда левая и
правая части уравнения равны 2, то есть данное уравнение равносильно системе

( )
6

4
2 sin 2,

2 sin 8 2.

x

x

π + =

 + =

Из первого уравнения системы имеем ( )4
sin 1,x π+ = ±  откуда

4 2
,x nπ π+ = + π  где n ∈ Z. Тогда 

4
.x nπ= + π

Проверим, удовлетворяют ли найденные значения второму уравнению систе�

мы. Если 
4

,x nπ= + π  то 8x = 2π + 8πn, тогда sin 8x = 0  и  поэтому 2 + sin6 8x = 2.

Ответ: 
4

,nπ + π  n ∈ Z.

Иногда для решения тригонометрических уравнений приходится приме�
нять тригонометрические формулы, которые приводят к сужению ОДЗ дан�
ного уравнения. Такие преобразования могут приводить к потере корней урав�
нения. Чтобы этого не случилось, можно пользоваться таким  о р и е н т и р о м :
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если для решения уравнений (или неравенств) приходится выпол�
нять преобразования, сужающие ОДЗ исходного уравнения (или не�
равенства), то те значения, на которые сужается ОДЗ, необходи�
мо рассматривать отдельно.

В таблице 36 указаны тригонометрические формулы, которые могут при#
водить к сужению ОДЗ, и соответствующие значения переменной, которые
приходится проверять при использовании этих формул.

Т а б л и ц а  36

§ 19. Примеры решения более сложных тригонометрических уравнений и их систем

Формула
(используется слева направо)

Значения переменной, которые
необходимо проверить, если они

входят в ОДЗ исходного уравнения

1

tg
ctg

x
x =

tg ,tg tg

tg tg
x n nx

x
±( ) = ≠ + ∈( )±

⋅
α α πα

α
π

1 2∓
Z

2

2tg

1 tg
tg2 x

x
x

−
=

1

ctg
tg

x
x =

( ) ( )ctg ctg 1

ctg ctg
ctg ,x

x
x n n⋅ α

α ±
± α = α ≠ π ∈∓ Z

2ctg

2ctg

1ctg2
x

xx −=

1 cos

2 sin
ctg x x

x

+=

1 cos

2 sin
tg x x

x

−=

     
2

2tg
2

1 tg
2

sin

x

x
x

+
=       

2

2tg
2

1 tg
2

tg

x

x
x

−
=

     

2

2

1 tg
2

1 tg
2

cos

x

x
x

−

+
=       

21 tg
2

2tg
2

ctg

x

x
x

−
=

2
,x kπ= + π  k ∈ Z

x = πk, k ∈ Z

x = π + 2πk, k ∈ Z

x = 2πk, k ∈ Z

x = π + 2πk, k ∈ Z



210

РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

Чтобы убедиться, что приведенные формулы приводят к сужению ОДЗ, до�
статочно сравнить области допустимых значений их левых и правых частей.

Например, рассмотрим формулу 1

tg
ctg

x
x = .

( ОДЗ левой части: х ≠ πn, n ∈ Z. Для нахождения ОДЗ правой части формулы
учитываем, что знаменатель дроби не равен нулю: tg x ≠ 0, таким образом,

x ≠ πn, n ∈ Z, и также условие существования тангенса: 
2

,  .x k kπ≠ + π ∈Z  То

есть ОДЗ правой части задается системой ограничений 

x n n

x k k

≠ ∈

≠ + ∈







π

ππ

, ,

, .

  

  

Z

Z
2

Сравнивая ОДЗ левой и правой частей рассмотренной формулы, видим, что

ОДЗ правой части содержит дополнительное ограничение ( )2
.x kπ≠ + π  Та�

ким образом, при переходе по этой формуле от ее левой части к правой про�
исходит сужение ОДЗ (отбрасываются именно те значения, которые указа�

ны в таблице: )2
,  .x k kπ= + π ∈Z  Чтобы не потерять корни данного уравне�

ния, при использовании формулы 
1

tg
ctg

x
x =  значение 

2
,  x k kπ= + π ∈Z  не�

обходимо рассмотреть отдельно (конечно, только в том случае, когда оно
входит в ОДЗ данного уравнения). )

Приведем пример использования указанного ориентира.

Задача 4 Решите уравнение

( )2

4
ctg tg 1.x x π− + =                 (1)

К о м м е н т а р и й
Если воспользоваться первыми двумя формулами таблицы 36, то мы при�

ведем все тригонометрические выражения в этом уравнении и к одному аргу�
менту, и к одной функции — tg x. Но при использовании указанных формул

происходит сужение ОДЗ на значение 
2

,x kπ= + π  k ∈ Z, и вследствие этого

можно потерять корни уравнения, если числа такого вида входят в ОДЗ ис�
ходного уравнения и являются его корнями. Чтобы этого не случилось, разо�
бьем решение на две части.
1. Подставляем те значения переменной, на которые сужается ОДЗ, в урав�

нении (1). При вычислениях учитываем периодичность функций и фор�
мулы приведения.

2. При 
2

x kπ≠ + π  (на ОДЗ уравнения (1)) использование формул 
1

tg
ctg

x
x =

и ( ) tg tg
tg 14

4 1 tg
1 tg tg

4

tg
x

x

x
x

x

π+π +
π −−

+ = =  приводит к уравнению (2) (см. решение), ко�
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торое равносильно заданному (на той части ОДЗ, где )2
,x kπ≠ + π  потому

что эти формулы сохраняют верное равенство как при переходе от равен�
ства (1) к равенству (2), так и при обратном переходе от равенства (2) к ра�
венству (1). Замена переменной (и обратная замена) также приводит к урав�
нению, равносильному заданному (на указанной части ОДЗ исходного урав�
нения).

Заметим, что ОДЗ уравнения (2) отличается от ОДЗ уравнения (1) только

тем, что в нее не входят значения 
2

,x kπ= + π  которые входят в ОДЗ уравне�

ния (1). Поскольку эти «плохие» значения мы учли в процессе решения, то
ОДЗ уравнения (1) можно в явном виде не фиксировать (как в приведенном
решении). В ответе записываем все корни, которые были получены в первой
и второй частях решения.

Р е ш е н и е

1. Если 
2

, ,x k kπ= + π ∈Z  то из данного уравнения получаем

( ) ( )2

2 2 4
ctg tg 1,k kπ π π+ π − + π + =  то есть 02 –(–1) = 1 — верное равенство.

Таким образом, 
2

x kπ= + π , k ∈ Z, — корни уравнения (1).

2. Если 
2

,x kπ≠ + π  получаем

2

1 tg 1

tg 1 tg
1.x

x x

+
−

− =     (2)

Замена tg x = 1 приводит к уравнению 
2

1 1

1
1,t

t t

+
−

− =  которое при t ≠ 0 и t ≠ 1

равносильно уравнению  2t2 + t – 1 = 0. Тогда t
1
 = –1, 2

1

2
.t =

Обратная замена дает: tg x = –1 или 1

2
tg ,x =  то есть

        
4

,x nπ= − + π  n ∈ Z, или 1

2
arctg ,x m= + π  m ∈ Z.

Ответ: 
2

,kπ + π  k ∈ Z; 
4

,nπ− + π  n ∈ Z; 1

2
arctg ,m+ π  m ∈ Z.

Некоторые тригонометрические уравнения удается решить, используя та�
кой о р и е н т и р, который условно можно назвать «ищи квадратный трех#
член», то есть:

попробуйте рассмотреть данное уравнение как квадратное отно�
сительно некоторой переменной (или относительно некоторой функ�
ции).

§ 19. Примеры решения более сложных тригонометрических уравнений и их систем
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Задача 5 Решите уравнение 2

2
2 sin 1 0.xx x π− + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Рассмотрим уравнение как квад�
ратное относительно x:

( )2

2
2sin 1 0.xx xπ− ⋅ + =  Это уравнение

может иметь корни тогда и только тог�
да, когда его дискриминант будет не�

отрицательный: 2

2
4sin 4 0.xD π= − l

Тогда 2

2
sin 1.xπ l  Но 2

2
sin xπ  не может

быть больше чем 1. Таким образом,

2

2
sin 1,xπ =  то есть 

2
sin 1xπ =  или

2
sin 1.xπ = −  Подставляя эти значения

в данное уравнение, получаем, что оно
равносильно совокупности систем:

sin ,πx

x x
2

1

2 1 02

=

− + =






   или   

sin ,

.

πx

x x
2

1

2 1 02

= −

+ + =







Из второго уравнения первой сис�
темы имеем х = 1, что удовлетворяет
и первому уравнению системы. Таким
образом, х = 1 — решение первой си�
стемы, а значит и решение данного
уравнения. Аналогично получаем х =
= –1 — решение второй системы, а зна�
чит и решение данного уравнения.
Ответ: 1; –1.

Есть несколько подходов к реше�
нию данного уравнения.
1) Рассмотреть данное уравнение как
квадратное относительно переменной
x и учесть, что оно может иметь корни
тогда и только тогда, когда его диск�
риминант будет неотрицательным.
2) Если в левой части уравнения вы�

делить полный квадрат ( )2

2
sin xx π− ,

то получим уравнение

( ) ( )2
2

2 2
sin 1 sin 0.x xx π π− + − =

Учтем, что всегда ( )2

2
sin 0xx π− �  и

2

2
1 sin 0.xπ− l   А  сумма нескольких

неотрицательных функций равна
нулю тогда и только тогда, когда все
функции одновременно равны нулю.

Также можно последнее уравнение
записать в таком виде:

( )2
2

2 2
sin sin 1x xx π π− = −

и оценить левую и правую части это�
го уравнения.

При решении систем тригонометрических уравнений не всегда удается вы�
полнять только равносильные преобразования уравнений системы, иногда
приходится пользоваться уравнениями�следствиями. В таких случаях могут
возникать посторонние решения, поэтому полученные решения необходимо
проверять. Причем проверять можно как значения переменных, полученные
в конце решения, так и значения тригонометрических функций, полученные
в ходе решения. Если все тригонометрические функции, которые входят в
запись системы, по каждой из переменных имеют общий период, то достаточ�
но выполнить проверку для всех значений переменных из одного периода (для
каждой переменной).
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Задача 6 Решите систему уравнений
2

2 3

sin sin ,

cos cos .

x y

x y

=

=







К о м м е н т а р и й
Если из первого уравнения системы выразить sin x, а из второго — cos x , то

можно возвести обе части каждого уравнения в квадрат и после почленного
сложения полученных уравнений использовать тождество sin2 x + cos2 x = 1.
В результате получим уравнение с одной переменной y, которое легко приво�
дится к одной тригонометрической функции.

Но при возведении обеих частей уравнения в квадрат получаем уравнение�
следствие. Таким образом, среди полученных решений могут быть и посторон�
ние решения для данной системы, которые придется отсеивать проверкой.

Для проверки учитываем, что все функции относительно переменной x,
которые входят в запись системы (то есть sin x и cos x), имеют общий пери�
од 2π. Аналогично все функции относительно переменной y (sin у и cos у) тоже
имеют общий период 2π. Следовательно, проверку решений достаточно вы�
полнить для всех пар чисел (х; у), где x ∈ [0; 2π], y ∈ [0; 2π] (можно взять
и другие промежутки длиной 2π). Полезно также учесть, что все решения, по�
лученные вследствие подстановки в одно из уравнений системы, автоматиче�
ски удовлетворяют этому уравнению, а значит проверку этих решений дос�
таточно выполнить только для второго уравнения системы.

Для каждой переменной все полученные решения необходимо повторить
через период.

Р е ш е н и е

Заданная система равносильна системе  

( )

( )

1

2

3

2

sin sin ,      1

cos cos .      2

x y

x y

 =

 =


Возведем обе части каждого уравнения системы в квадрат и почленно сло�
жим полученные уравнения. Получаем уравнение�следствие

 2 2 2 21 3

2 2
sin cos sin cos .x x y y+ = +  Тогда 2 = sin2 y + 3 cos2 y,

2 22 1 cos 3 cos ,y y= − +  то есть 2 1

2
cos .y =  Таким образом,

1

2
cosy =  или 1

2
cos .y = −

Подставляя полученные значения в уравнение (2), получаем

1

2

3

2

cos ,

cos

y

x

 =

 =

     или    

1

2

3

2

cos ,

cos .

y

x

 = −

 = −

§ 19. Примеры решения более сложных тригонометрических уравнений и их систем
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Тогда 4

6

2 ,

2

y n

x k

π

π

 = ± + π

 = ± + π

    (3)     или    

3

4

5

6

2 ,

2 , , .

y n

x k n k

π

π

 = ± + π

 = ± + π ∈ Z

    (4)

Относительно каждой из переменных x и y все функции, которые входят в
запись данной системы, имеют период 2π, поэтому проверку достаточно вы�
полнить для всех пар чисел (х; у), где x ∈ [0; 2π], y ∈ [0; 2π].

Для системы (3) это пары чисел: ( )6 4
; ,π π

 ( )7

6 4
; ,π π

 ( )11

6 4
; ,π π  ( )11 7

6 4
; ,π π

а для системы (4) это пары чисел: ( )5 3

6 4
; ,π π  ( )5 5

6 4
; ,π π

 ( )7 3

6 4
; ,π π

 ( )7 5

6 4
; .π π

Решениями заданной системы являются только пары чисел:

( )6 4
; ;π π

 ( )11 7

6 4
; ;π π

 ( )5 3

6 4
; ;π π

 ( )7 5

6 4
; .π π

Ответ получим, повторяя приведенные решения через период (для каждой
переменной).

Ответ: ( )6 4
2 ; 2 ,k nπ π+ π + π  ( )11 7

6 4
2 ; 2 ,k nπ π+ π + π

     ( )5 3

6 4
2 ; 2 ,k nπ π+ π + π   ( )7 5

6 4
2 ; 2 ,k nπ π+ π + π  n, k ∈ Z.

При решении уравнений с обратными тригонометрическими функция�
ми полезно помнить, что при | a | m 1

arcsin arccosa a++ == ππ
2

  ,

и для любых значений a

arctg arcctga a++ == ππ
2

   .

Также при решении уравнений с обратными тригонометрическими функ�
циями часто бывает удобно от обеих частей уравнения взять какую�нибудь
тригонометрическую функцию и воспользоваться определением соответству�
ющих обратных тригонометрических функций.

Задача 7 Решите уравнение 10

13
2 arcsin arcsin .x x=

К о м м е н т а р и й
Если взять от обеих частей данного уравнения функцию синус, то получим

уравнение�следствие: если числа равны, то и синусы будут равны, но если сину�
сы двух чисел равны, то это еще не значит, что числа обязательно будут равны.
То есть верное равенство будет сохраняться при прямых преобразованиях, но
не обязательно будет сохраняться при обратных преобразованиях. Таким об�
разом, в конце решения необходимо выполнить проверку полученных корней.
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Если обозначить arcsin x = α, то по определению арксинуса 
π π
2 2

; α ∈ −  

и sin α = x. Для нахождения cos α учитываем, что при π π
2 2

; α ∈ −    значение

cos 0α l , таким образом, 2cos 1 sin .α = − α
Проверяя полученные решения, в тех случаях, когда найденные числа не

являются корнями данного уравнения, иногда удобно сравнить полученные

решения с табличными значениями. Например, 12

13
0,9≈  больше, чем 2

2
0,7.≈

Учитывая возрастание функции y = arcsin t, получаем, что
π12 2

13 2 4
arcsin arcsin .> =

Р е ш е н и е

Если обозначить  arcsin x = α, где 
π π
2 2

; α ∈ −   , и β10

13
arcsin ,x =  где

π πβ
2 2

; , ∈ −    то данное уравнение будет иметь вид

2α = β.                 (1)

Возьмем от обеих частей уравнения (1) функцию синус и получим
sin 2α = sin β,

2 sin α cos α = sin β.                 (2)

По определению арксинуса sin α = x, 10

13
sin .xβ =  Учитывая, что

 π π
2 2

; , α ∈ −    получаем 2 2cos 1 sin 1 .xα = − α = −

Тогда уравнение (2) будет иметь вид

2 10

13
2 1 .x x x− =  Отсюда ( )2 10

13
2 1 0.x x− − =

Таким образом, x = 0 или 2 5

13
1 ,x− =  то есть 2 25

169
1 ,x− =  2 144

169
,x =  

12

13
.x = ±

П р о в е р к а.

1) x = 0 — корень 2 0 0 0 0arcsin ; ,= ⋅( ) =( )arcsin 10

13

2) 12

13
x = ±  — посторонние корни.

Действительно, при 
12

13
x =    

12 120

13 169
2 arcsin arcsin≠

(поскольку 12 2

13 2
,>  то π π12 2

13 2 4 2
2arcsin 2arcsin 2 ,> = ⋅ =  а )120

169 2
arcsin .π<

Аналогично при 12

13
x = −  имеем 

π12

13 2
2 arcsin < −   и равенство также не вы�

полняется.

Ответ: 0.

§ 19. Примеры решения более сложных тригонометрических уравнений и их систем
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З а м е ч а н и е. Для решения уравнения 10

13
2arcsin arcsinx x=  можно было

применить не только уравнения�следствия, но и равносильные преобразова�
ния уравнений. В этом случае необходимо учесть ОДЗ данного уравнения:

        10

13

1,

1,

x

x






m

m
                (3)

а также то, что для всех корней уравнения его правая часть ( )10

13
arcsin x  нахо�

дится в промежутке 
π π
2 2

; −    (по определению арксинуса). Таким образом, и ле�

вая часть уравнения должна находиться в этом же промежутке. Значит, для

всех корней данного уравнения выполняется условие: π π
2 2

2arcsin ,x− m m  то есть

π π
4 4

arcsin .x− m m     (4)

На промежутке 
π π
2 2

; −    функция sin t является возрастающей, тогда при

выполнении условия (4) (и, конечно, на ОДЗ (3)), если от обеих частей данно�
го уравнения взять синус, то получим равносильное ему уравнение (то есть
данное уравнение равносильно уравнению (2) при условиях (3) и (4)). Выпол�
няя рассуждения и преобразования, приведенные выше в решении задачи 7,

получаем x = 0 или 
12

13
.x = ±  Все найденные решения принадлежат ОДЗ (удов�

летворяют условиям (3)), но условию (4) удовлетворяет только х = 0. Таким
образом, корнем данного уравнения является только x = 0.

Вопросы для контроля

1. Объясните, как можно решить уравнение cos x = 1 + x2 с помощью оценки
левой и правой частей уравнения. Решите это уравнение.

2. Объясните, как можно решать тригонометрические уравнения, в запись ко�
торых входят только сумма или разность синуса и косинуса одного и того же
аргумента и их произведение. Приведите пример такого уравнения.

3. Приведите пример тригонометрической формулы, применение которой
может привести к сужению ОДЗ данного уравнения и к потере его корней.
Объясните, почему происходит сужение ОДЗ. Как необходимо применять
такие формулы, чтобы не потерять корни данного уравнения? Объясните

это на примере уравнения ( )4
2 ctg tg 1.x x π− + =

Упражнения

Решите уравнение (1–5).

1. 1) 
1

2
sin cos sin2 ;x x x− = − 2) ( )3

2
sin sin 1 0,5 sin 2 .x x xπ+ + = −
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2. 1) sin 7x + cos 12x = 2; 2) sin 2x sin 6x = 1;

3) 
5

2
cos sin 2;xx ππ + = − 4) 2sin 2 2;

2
x x xπ = − +

5) tg2 x + ctg2 x + 5 tg2 5x + 5 ctg2 5x = 12.

3. 1) ( )4
5 tg ctg 5;x xπ+ = − 2) 

8

3
sin 2 tg 2 ctg .x x x+ = −

4. 1) 9x2 – 6x cos 6πx + 1 = 0;
2) 4x2 – 4x sin (xy) + 1 = 0 (найдите все пары чисел (x; y), которые удовлет�

воряют уравнению).
5. 1) 2 (arcsin x)2 + π2 = 3π arcsin x; 2) 9 (arccos 2x)2 – 3π arccos 2x – 2π2 = 0;

3) 2 arcsin x + 3 arccos x = π; 4) 
2

16
arctg arcctg ;x x π⋅ =

5) 2 arcsin 2x = arccos 7x; 6) arcsin x = 2 arctg x.
6. Решите системy уравнений:

1) 
sin sin ,

cos cos ;

x y

x y

= −

=







3

3
       2) 

1

sin

1

cos

sin sin ,

cos cos ;

x

x

x y

x y

 − =

 − =

     3) 
sin cos 0,

cos2 cos2 1;

x y

x y

+ =
 − =

4) 
sin cos ,

cos cos ;

2 2 3

4

2 2 1

x y

x y

+ =

+ =






     5)  

cos cos ,

sin sin ;

x y

x y

+ =

=







0

3

4
 

          6) 
( )
( )

4sin 3 2 sin 0,

4sin 2 3 sin 0.

x y x

x y y

+ + =
 + + =
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20.1. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРАМИ

Если в запись тригонометрического уравнения кроме переменной и число�
вых коэффициентов входят также буквенные коэффициенты — параметры,
то при решении таких уравнений можно пользоваться следующим  о р и е н �
т и р о м.

Любое уравнение или неравенство с параметрами можно решать как
обычное уравнение или неравенство до тех пор, пока все преобразова�
ния или рассуждения, необходимые для решения, можно выполнить
однозначно. Если какое�то преобразование нельзя выполнить одно�
значно, то решение необходимо разбить на несколько случаев, чтобы
в каждом из них ответ через параметры записывался однозначно.

На этапе поиска плана решения уравнения или неравенства с параметра�
ми или в ходе рассуждений, связанных с самим решением как таковым, часто

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
С ПАРАМЕТРАМИ

§§§§§2020202020
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удобно сопровождать соответствующие рассуждения схемами, по которым
легко проследить, в какой момент мы не смогли однозначно выполнить необ�
ходимые преобразования, на сколько случаев пришлось разбить решение и чем
отличается один случай от другого. Чтобы на таких схемах (или в записях
громоздких решений) не потерять какой�нибудь ответ, целесобразно поме�
щать окончательные ответы в прямоугольные рамки.

Задача 1 Решите уравнение 2cos x – a = 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Ответ:

1) если 
2

1a >  (то есть | a | > 2), то кор�

ней нет;

2) если 
2

1a m  (то есть | a | m 2), то

2
arccos 2 ,ax n= ± + π  n ∈ Z.

Наличие параметра a не мешает
нам однозначно выразить cos x из
данного уравнения.

Уравнение cos t = b при | b | > 1 не
имеет корней, а при | b | m 1 корни
уравнения можно записать по изве�
стной формуле (см. с. 158). Таким об�

разом, для уравнения 
2

cos ax =  нельзя

однозначно записать решения, и по�
этому, начиная с этого момента, ре�
шения необходимо развести на два
случая.

Окончательный ответ можно запи�
сать с использованием знака модуля,
а можно дать ограничения для пара�
метра а без модуля и записать ответ
так:
1) если a < –2 или a > 2, то корней

нет; 2) если –2 m a m 2, то

 
2

arccos 2 ,ax n= ± + π  n ∈ Z.

2 cos x = a,

2
cos = ax

2
1a >

2
1a m

корней
нет

2
arccos 2 ,ax n= ± + π

n ∈ Z

Задача 2 Решите уравнение sin 2x = 4a cos x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

2 sin x соs x – 4a cos x = 0,

         2 cos x (sin x – 2a ) = 0.       (1)

Тогда cos x = 0 или sin х – 2а = 0.

Отсюда     π
2

,x m= + π  m ∈ Z,

или sin х = 2а.

Сначала приведем все тригономет�
рические функции к одному аргумен�
ту x, используя формулу

sin 2x = 2 sin x соs x.
Если перенести все члены уравне�

ния в левую часть, то можно вынести
за скобки общий множитель 2 cos x.

Поскольку оба множителя имеют
смысл при любых значениях перемен�
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З а м е ч а н и е. Для записи полученных ответов (они на схемах располо�
жены в прямоугольных рамках) целесообразно уточнить, при каких значе�
ниях a выполняются ограничения | 2a | m 1 и | 2a | > 1. Для этого решаем соот�
ветствующие неравенства:

если | 2a | m 1, тогда –1 m 2a m 1, то есть 
1 1

2 2
;a− m m

если | 2a | > 1, тогда 2a < –1 или 2a > 1, то есть 
1

2
a < −  или 1

2
.a >

Чтобы облегчить запись ответа в случаях сложных или громоздких реше�
ний, изобразим ось параметра (a) и отметим на ней все особые значения
параметра, которые появились в процессе решения. Под осью параметра (ле�
вее от нее) выпишем все полученные решения (кроме «решений нет») и на�
против каждого ответа отметим, при каких значениях параметра этот
ответ можно использовать (см. схему ниже). После этого ответ записыва�
ется для каждого из особых значений параметра и для каждого из получен�
ных промежутков оси параметра.

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами

корней
нет

x = (–1)narcsin (2a) + πn,
n ∈ Z

sin х = 2а

| 2a | > 1 | 2a | m 1

Ответ:
(см. в конце замечания).

ной x, то уравнение (1) равносильно со�
вокупности соs x = 0 или sin x – 2a = 0,
то есть совокупности

соs x = 0 или sin x = 2a.
Для уравнения соs x = 0 мы можем

записать корни при любых значени�
ях a (в этом уравнении параметра a
нет). Решение уравнения sin x = 2a
зависит от значения правой части:
если | 2a | > 1, то корней нет, а если
| 2a | m 1, то корни есть. Таким обра�
зом, приходится разбивать решение
этого уравнения на два случая.

Из этой схемы хорошо видно, что при 1

2
a < −  или 1

2
a >  в ответ необходимо

записать только одну формулу, а при 
1 1

2 2
a− m m  — две формулы.

Ответ: 1) если 1

2
a < −  или 1

2
,a >  то π

2
,x m= + π  m ∈ Z;

2) если 1 1

2 2
,a− m m  то 

2
,x mπ= + π m ∈ Z,

             x = (–1)п arсsin (2a) + πn, п ∈ Z.

1. π
2

,x m= + π  m ∈ Z

2. x = (–1)п arсsin (2a) + πn, n ∈ Z
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Задача 3 Решите уравнение
 tg 2x = a ctg x.                 (1)

К о м м е н т а р и й
Для решения уравнения (1) используем равносильные преобразования.

Тогда мы обязательно должны учесть ОДЗ данного уравнения. Для этого за�
писываем условия существования тангенса и котангенса и решаем соответ�
ствующие ограничения. Мы можем привести все тригонометрические функ�
ции к одному аргументу x, используя формулу тангенса двойного аргумента,
а потом привести все выражения к одной функции tg x, используя формулу

1

tg 
ctg .

x
x =  Но использование указанных формул приводит к сужению ОДЗ

(табл. 36) и, чтобы не потерять корни данного уравнения, те значения, на

которые сужается ОДЗ ( )π
2

x k= + π , необходимо рассмотреть отдельно.

При 
2

x kπ≠ + π  приводим все тригонометрические выражения к одной функ�

ции и выполняем равносильные преобразования полученного уравнения

    
2

2tg

1 tg tg
.x a

x x−
=     (2)

На ОДЗ уравнения (1) знаменатели дробей в уравнении (2) не равны нулю.
Таким образом, после умножения обеих частей уравнения (2) на выражения,
которые стоят в знаменателях, получаем уравнение (2 + a) tg2 x = a, равно�
сильное уравнению (2) на ОДЗ уравнения (1).
1) Если 2 + a = 0, то есть a = –2, то получаем уравнение 0ætg2 x = –2, которое

не имеет корней.

2) Если 2 + а ≠ 0, то есть а ≠ –2, то получаем 2

2
tg .a

a
x

+
=

Чтобы решить это уравнение, необходимо знать знак выражения, которое
стоит в правой части, поскольку tg2 x не может быть отрицательным. Рас�
смотрим для правой части три случая: она меньше нуля, равна нулю, больше
нуля. То есть дальнейшие рассуждения проведем по следующей схеме.

Конечно, для каждого случая не�
обходимо уточнить, при каких зна�
чениях а выполняются соответству�
ющие ограничения, и для каждого
полученного решения необходимо
проверить, входит оно в ОДЗ данного
уравнения или нет.

2

2
tg a

a
x

+
=

2
0a

a +
<

2
0a

a +
=

2
0a

a +
>

Р е ш е н и е

ОДЗ: 
2

2
x n n

x m m

≠ + ∈

≠ ∈







π π

π

,

 

Z

Z

,

, ,
     тогда     

x n

x m m

n≠ + ∈

≠ ∈







π π

π
4 2

, ,

, .

  

 

Z

Z
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І. При π
2

,x k= + π  k ∈ Z, из уравнения (1) получаем ( ) ( )π
2

tg 2 ctg ,k a kπ + π = + π

то есть 0 = aæ0 — равенство, верное при любых значениях a. Таким обра�
зом, при всех значениях параметра a данное уравнение имеет корни

 π
2

,x k= + π  k ∈ Z  .

II. При π
2

x k≠ + π  получаем уравнение (2) :   2

2tg

1 tg tg
,x a

x x−
=

которое на ОДЗ равносильно уравнению  2 tg2 x = a – a tg2 x. Отсюда

(2+ a) tg2 x = a.     (3)

1) Если a = –2, то корней нет.
2) Если a ≠ –2, то уравнение (3) равносильно уравнению

      2

2
tg .a

a
x

+
=                 (4)

а) Если 
2

0,a

a +
<  то корней нет.

Решив неравенство 
2

0a

a +
<  методом интервалов

(см. рисунок),  получаем  –2 < а < 0.
Таким образом, при –2 < а < 0   корней нет  .

б) Если 
2

0a

a +
=  (то есть а = 0), получаем уравнение tg x = 0, которое имеет

корни х = πk, k ∈ Z. Но эти корни не входят в ОДЗ данного уравнения.
Таким образом, и при а = 0   корней нет  .

в) Если 
2

0a

a +
>  (то есть а < –2 или а > 0), то из уравнения (4) получаем

2
tg  .a

a
x

+
= ±  Отсюда 

2
arctg  ,a

a
x l

+
 

= ± + π  
 l ∈ Z.

Выясним, при каких значениях а полученные корни уравнения (4) не вхо�
дят в ОДЗ. Для этого достаточно в уравнении (4) вместо аргумента х подста�
вить «запрещенные» значения. Учитывая, что функции, которые входят в
запись данного уравнения (1), имеют общий период Т = π (tg 2x имеет период

π
1 2

,T =  а ctg x имеет период Т
2
 = π), достаточно подставить эти значения толь�

ко на одном периоде, например на промежутке [0; π]. В этом промежутке в

ОДЗ не входят такие значения: 0; 
π
4

;  π3

4
;  π. При х = 0 или х = π из уравне�

ния (4) получаем равенство 
2

0,a

a +
=  то есть а = 0. Случай а = 0 мы уже иссле�

довали (корней нет). При π
4

x =  или π3

4
x =  из уравнения (4) получаем 

2
1.a

a +
=

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами
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Но ни при одном значении а это равенство не может выполняться. Таким
образом, при всех значениях а < –2 или а > 0 полученные решения

  
2

arctg  ,a

a
x l

+
 

= ± + π  
 l ∈ Z       входят в ОДЗ исходного уравнения.

Изобразим полученные ответы:

Ответ: 1) если –2 m a m 0, то π
2

,x k= + π  k ∈ Z;

2) если a < –2 або а > 0, то π
2

,x k= + π k ∈ Z, 
2

arctg  ,a

a
x l

+
 = ± + π  

 l ∈ Z.

20.2. ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЕ ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРАМИ

Кроме задач с параметрами, в которых требуется «решить уравнение или
неравенство», часто предлагаются исследовательские задания с параметра�
ми. Такие задания иногда удается решить с помощью непосредственных вы�
числений: решить данное уравнение или неравенство и после этого дать ответ
на вопрос задачи. Но достаточно часто исследовательские задания не удается
решить непосредственными вычислениями (или такие вычисления являются
очень громоздкими), и поэтому приходится сначала обосновать какое�то свой�
ство данного уравнения или неравенства, а потом, пользуясь этим свойством,
уже давать ответ на вопрос задачи.

Рассмотрим некоторые из таких свойств. Например, принимая во внима�
ние четность функций, которые входят в запись данного уравнения, исполь�
зуется такой о р и е н т и р.

Если в уравнении f (х) = 0 функция f (х) является четной или нечет�
ной, то вместе с любым корнем ααααα мы можем указать еще один ко�
рень этого уравнения (–ααααα).

Задача 1 Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
a2 cos2 x – x2 – a = 0     (1)

имеет единственный корень.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) π
2

,x k= + π  k ∈ Z

2) 
2

arctg  ,a

a
x l

+
 = ± + π  

 l ∈ Z

Функция f (x) = a2 cos2 x – x2 – a яв�
ляется четной (D(f) = R, f (–x) = f (x)).
Если x = α — корень уравнения (1),
то x = –α тоже является корнем этого

Отмечаем, что в левой части данно�
го уравнения стоит четная функция, и
используем ориентир, приведенный
выше. Действительно, если x = α —



223

При решении некоторых исследовательстких задач с параметрами помо�
гает использование следующего  о р и е н т и р а.

Если в условии задачи с параметрами говорится о том, что решениями дан�
ного уравнения или неравенства являютсявсе значения переменной из некоторо�
го множества, то иногда полезно подставить конкретные значения переменной
из заданного множества и получить некоторые ограничения на параметр.

Задача 2 Найдите все пары чисел (a, b), для которых корнями уравнения
a (cos x – 1) + b2 = cos (ax + b2) – 1     (1)

будут все действительные числа.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами

уравнения. Поэтому единственный
корень у данного уравнения может
быть только тогда, когда α = –α, то
есть α = 0. Таким образом, единствен�
ным корнем данного уравнения мо�
жет быть только х = 0.

Если х = 0, то из уравнения (1) по�
лучаем а2 – а = 0, то есть а(а – 1) = 0.

Отсюда а = 0 или а = 1.
При а = 0 уравнения (1) превраща�

ется в уравнение х2 = 0, имеющее един�
ственный корень х = 0. Таким образом,
а = 0 удовлетворяет условию задачи.

При а = 1 имеем уравнение
cos2 x – x2 – 1 = 0, то есть

  cos2 x = 1 + х2.         (2)

Поскольку cos2 x m 1, а 1 + х2 l 1,
то уравнение (2) равносильно системе

2

2

cos 1,

1 1.

x

x

=
 + =

Из второго уравнения системы по�
лучаем х = 0, что удовлетворяет и
первому уравнению. Таким образом,
эта система, а значит и уравнение (2)
имеет единственное решение х = 0.
Следовательно, а = 1 также удовлет�
воряет условию задачи.

Ответ: а = 0, а = 1.

корень уравнения f (x) = 0, то
f (α) = 0 — верное числовое равенство.
Учитывая четность  функции f (x),
имеем f (−α) = f (α) = 0. Таким обра�
зом, x = −α тоже корень уравнения
f (x) = 0. Единственный корень у это�
го уравнения может быть только тог�
да, когда корни α и  − α совпадают.
Тогда  x = α = −α =  0.

Выясним, существуют ли такие
значения параметра а, при которых
х = 0 является корнем уравнения (1).
(Это а = 0 и а = 1.)

Поскольку значение а = 0 и а = 1
мы получили из условия, что х = 0 —
корень уравнения (1), то необходимо
проверить, действительно ли при этих
значениях а данное уравнение будет
иметь единственный корень.

Для решения уравнения (2) оце�
ним его левую и правую части:

f (x) = cos2 x, g (x) = 1 + x2.

    cos2 x   =   1 + x2       ⇔

      0 m f (x) m 1       g (x) l 1

2

2

cos 1,

1 1.

x

x

=⇔  + =

Если корнями данного уравнения
являются все действительные числа,
то корнем будет и число ноль.

Мы не в состоянии решить данное
уравнение (но его и не требуют решить),
поэтому воспользуемся тем, что по
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При х = 0 получаем  b2 = cos b2 – 1,
тогда

         1 + b2 = cos b2.        (2)

Учитывая, что 1 + b2 l  1, а
cos b2 m 1, получаем, что уравнение (2)

равносильно системе 
2

2

1 1,

cos 1.

b

b

+ =
 =

Из первого уравнения системы по�
лучаем b = 0, что удовлетворяет и вто�
рому уравнению. Таким образом, эта
система, а значит, и уравнение (2)
имеют единственное решение b = 0.

Следовательно, условие задачи
может выполняться только при b = 0.

При b = 0 уравнение (1) обращает�
ся в уравнение

    а (cos x – 1) = cos (ax) – 1.       (3)
Но по условию корнями уравнения

(1), а значит и уравнения (3) должны
быть все действительные числа, таким
образом, корнем будет и число 2π. При
х = 2π получаем 0 = cos (2πa) – 1, тогда
cos (2πa) = 1, то есть 2πa = 2πk, k ∈ Z.
Следовательно, a = k, k ∈ Z (то есть
а — целое число).

Если корнями уравнения (3) явля�
ются все действительные числа, то

корнем будет и число
2

.π

При 
2

x π=  получаем   ( )2
cos 1.a aπ− = −

Поскольку ( )2
cos aπ  при целых

значениях а принимает только зна�
чения 1, 0, –1, то а может принимать
только значения 0; 1; 2.

Если а = 0 (и b = 0), то уравнение (1)
имеет вид 0 (cos x – 1) = cos 0 – 1, то
есть 0(cos x – 1) = 0, и его корнями яв�
ляются все действительные числа. Та�
ким образом, пара чисел (a, b) = (0; 0)
удовлетворяет условию задачи.

Если а = 1 (и b = 0), то уравнение
(1) имеет вид cos x – 1 = cos x – 1,

условию его корнями будут все дей�
ствительные числа, и подставим вме�
сто переменной х какие�то конкрет�
ные значения.

Для подстановки чаще всего вы�
бирают такие значения переменной,
которые обращают какие�то выраже�
ния в нуль. Так, при х = 0 выраже�
ние в первых скобках равно нулю.
Решая полученное уравнение (2) от�
носительно b, получаем единственное
решение b = 0.

Если b ≠ 0, то равенство (1) не мо�
жет быть верным при х = 0, то есть
х = 0 не будет корнем данного урав�
нения, а значит при этих значениях b
уравнение (1) не может иметь корня�
ми все действительные числа.

Попытаемся еще раз превратить
выражение в первых скобках в нуль,
используя то, что число 2π является
периодом функции cos x, таким обра�
зом, через 2π значение в первых скоб�
ках будет повторяться (подставляем
х = 2π).

Потом попробуем превратить в

нуль cos x (подставляем )2
.x π=

При целом а значение 
2

aπ
 на еди�

ничной окружности изображается на
концах горизонтального и верти�
кального диаметров, таким образом,

значениями ( )2
cos aπ  могут быть толь�

ко: 1, –1 и 0.
Поскольку значения a и b мы по�

лучили при подстановке в данное
уравнение только трех значений х, то
необходимо проверить, будут ли все
действительные числа при этих зна�
чениях a и b корнями данного уравне�
ния, то есть проверить, будет ли урав�
нение (1) обращаться в верное равен�
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20.3. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ УСЛОВИЙ РАСПОЛОЖЕНИЯ КОРНЕЙ
КВАДРАТНОГО ТРЕХЧЛЕНА  f (x) = ax2 + bx + c (a ≠≠≠≠≠ 0)
ОТНОСИТЕЛЬНО ЗАДАННЫХ ЧИСЕЛ А и  В

При решении некоторых исследовательских задач с параметрами можно
использовать необходимые и достаточные условия расположения корней квад�
ратного трехчлена. Основные из этих условий приведены в таблице 37 (ис�

пользованы традиционные обозначения 0 2
,b

a
x = −  D = b2 – 4ac).

Т а б л и ц а   37

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами

и его корнями являются все действи�
тельные числа. Таким образом, пара
чисел (a, b) = (1; 0) удовлетворяет ус�
ловию задачи.

Если а = 2 (и b = 0), то уравнение (1)
имеет вид 2(cos x – 1) = cos 2х – 1. Кор�
нями этого уравнения не могут быть
все действительные числа, посколь�
ку корнем не является x = π (при под�
становке получаем неверное равен�
ство –4 = 0). Таким образом, пара чи�
сел (a, b) = (2; 0) не удовлетворяет ус�
ловию задачи.
Ответ: (0; 0), (1; 0).

ство при всех действительных значе�
ниях х.

В случае, когда а = 2 и b = 0, полу�
чаем, что cos 2x = 2 cos x – 1. Если бы
это равенство было верным при всех
значениях х, то это была бы еще одна
формула косинуса двойного аргумен�
та. Но такой формулы нет, таким об�
разом, можно указать какое�то зна�
чение х, при котором это равенство не
выполняется.

Расположение
корней

Необходимые и достаточные условия

 при a > 0     при a < 0
в общем случае

(а ≠ 0)

1. x
1
 < A; f (A) > 0 f (A) < 0

D lllll 0; x0 < A; D lllll 0; x0 < A;
x

2
 < A ( )

0

0,

0,

a f A

D

x A

⋅ >


 <

l

2. x
1
 < A < x

2
       f (A) < 0 f (A) > 0

aæææææf (A) < 0
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Расположение
корней

Необходимые и достаточные условия

 при a > 0     при a < 0
в общем случае

(а ≠ 0)

П р о д о л ж. т а б л.  37

3. x
1
 > A; f (A) > 0  f (A) < 0

x
2
 > A D lllll 0; x0 > A; D lllll 0; x0 > A; ( )

0

0,

0,

a f A

D

x A

⋅ >


 >

l

4. A < x
1
 < B;             f (A) > 0; f (B) > 0      f (A) < 0; f (B) < 0

A < x
2
 < B              D lllll 0; A < x0 < B        D lllll 0; A < x0 < B ( )

( )

0

0,

0,

0,

a f A

a f B

D

A x B

⋅ >
 ⋅ >


 < <

l

5.         x
1
 < A;            f (A) < 0; f (B) > 0      f (A) > 0; f (B) < 0

A < x
2
 < B

( )
( )

0,

0

a f A

a f B

⋅ <
 ⋅ >

6. A < x
1
 < B;            f (A) > 0; f (B) < 0      f (A) < 0; f (B) > 0

        x
2
 > B

( )
( )

0,

0

a f A

a f B

⋅ >
 ⋅ <

7. x
1
 < A;                    f (A) < 0; f (B) < 0      f (A) > 0; f (B) > 0

x
2
 > B

( )
( )

0,

0

a f A

a f B

⋅ <
 ⋅ <
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Объяснение и обоснование

Для обоснования указанных условий достаточно воспользоваться тем, что
график функции f (x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0) сплошная (неразрывная*) линия.
Если такая функция на концах какого�то промежутка принимает значения с
разными знаками (то есть соответствующие точки графика находятся в раз�
ных полуплоскостях относительно оси Оx), то внутри этого промежутка есть
хотя бы одна точка, в которой функция равна нулю (рис. 98).

Например, для того чтобы два разных корня квадратного трехчлена f (x) =
= ax2 + bx + c (a ≠ 0) при a > 0 были расположены по разные стороны от данного
числа A, достаточно зафиксировать только одно условие f (A) < 0 (рис. 99).
( Действительно, график квадратичной функции f (x) = ax2 + bx + c при

a > 0 — парабола, ветви которой направлены вверх. Тогда в случае, когда
аргумент x стремится к +× или к –× (это обозначается обычно так: х → +×
или х → –×), функция f (x) стремится к +× (f (x) → +×), таким образом,
f (x) > 0 при х → +× или х → –×. Если выполняется условие f (A) < 0, то
при изменении значения аргумента x от A к +× квадратичная функция
f (x) меняет свой знак с «–» на «+», таким образом, f (x) имеет хотя бы
один корень x

2
 > A.

Так же при изменении значения аргумента x от –× к A квадратичная фун�
кция f (x) меняет свой знак с «+» на «–», таким образом, f (x) имеет хотя
бы один корень x1 < A. Но квадратный трехчлен f (x) не может иметь боль�
ше двух корней, таким образом, при a > 0 условие f (A) < 0 необходимое
и достаточное для того, чтобы два разных корня квадратного трехчлена
находились по разные стороны от данного числа A. )

Аналогичные рассуждения при a < 0 показывают, что для выполнения
этого же требования необходимо и достаточно, чтобы f (A) > 0. Эти два усло�
вия можно объединить в одно: aæf (A) < 0.

Действительно, aæf (A) < 0, ( )
0,

0

a

f A

>
⇔  <

 или ( )
0,

0

a

f A

<
 >

. Таким образом,

квадратный трехчлен f (x) = ax2 + bx + c (a ≠≠≠≠≠ 0) имеет два различных
корня, расположенных по разные стороны от данного числа A, тог�
да и только тогда, когда выполняется условие aæææææf (A) < 0.

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами

* Более строго соответствующее свойство будет обосновано в учебнике для 11 класса
при рассмотрении так называемых непрерывных функций.

Рис. 98 Рис. 99
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Аналогично обосновываются и другие условия, приведенные в таблице 37.
Заметим, что эти условия можно не запоминать, а для их записи пользо�

ваться графиком квадратичной функции (изображенным для необходимого
расположения корней) и таким  о р и е н т и р о м.

Для того чтобы корни квадратного трехчлена f (x) = ax2 + bx + c (a ≠ 0)
были расположены заданным образом относительно данных чисел A и B, не�
обходимо и достаточно выполнения системы условий, которая включает:
1) знак коэффициента при старшем члене;
2) знаки значений f (A) и f (B);
3) знак дискриминанта D;

4) положение абсциссы вершины параболы ( )0 2

b

a
x = −  относительно

данных чисел A и B.
Отметим, что для случаев, в которых хотя бы одно из данных чисел нахо�

дится между корнями квадратного трехчлена (см. вторую, пятую, шестую
и седьмую строки табл. 37), достаточно выполнения первых двух условий
этого ориентира, а для других случаев приходится рассматривать все четыре
условия. Также заметим, что, записывая каждое из указанных условий, сле�
дует смотреть, будет ли выполняться требование задачи в том случае, если
в этом условии записать знак нестрогого неравенства.

Задача 1 Найдите все значения параметра a, для которых уравнение
cos 2x + a sin x – 9 = 0     (1)

имеет корни.

К о м м е н т а р и й

Сначала выполним равносильные преобразования данного уравнения: при�
ведем к одному аргументу и к одной функции, а потом выполним замену
sin x = t. Следует учитывать, что после замены переменной иногда изменяет�
ся требование задачи, а именно, для уравнения (2) оно будет таким: найти
все значения параметра a, для которых это уравнение имеет хотя бы один
корень на промежутке [–1;1] (тогда после обратной замены мы найдем корни
уравнения sin x = t, а значит и корни уравнения (1)). Это возможно в одном из
трех случаев: или оба корня уравнения (2) находятся в этом промежутке, или
только один из корней уравнения (2) находится в промежутке [–1;1], а вто�
рой — справа или слева от этого промежутка. Изобразив соответствующие эс�
кизы графиков функции f (t) = 2t2 – at + 8  (см. рисунки), по приведенному
ориентиру (или по таблице 37) записываем соответствующие условия располо�
жения корней (3)–(5). При этом учитываем, что в случаях, когда f (–1) = 0 или
f (1) = 0, то условие задачи тоже выполняется.

1) 2) 3)
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В конце необходимо объединить все полученные результаты.
Заметим, что для получения ответа можно решить уравнение (2):

2

1, 2
64

4
,a at ± −=  а потом решить совокупность неравенств: –1 m t

1
m 1,

–1 m t
2
m 1, но неравенства с корнями (иррациональные) будут рассмотрены

в следующем разделе, и решать их достаточно сложно.

Р е ш е н и е

Данное уравнение равносильно уравнению: 1 – 2 sin2 x + a sin x – 9 = 0,
2 sin2 x – a sin x + 8 = 0. Замена sin x = t дает уравнение

2t2 – at + 8 = 0.     (2)

Уравнение (1) будет иметь корни тогда и только тогда, когда уравнение (2)
будет иметь хотя бы один корень на промежутке [–1;1].
1) Для того чтобы оба корня квадратного трехчлена f (t) = 2t2 – at + 8 находи�

лись в этом промежутке, достаточно выполнения условий  

0

 ( 1)  0,

 (1)  0,

  0,

1    1.

f

f

D

t

−



−

l
l

l
m m

       (3)

2) Для того чтобы один корень f (t) находился в промежутке [–1;1], а второй —

справа от 1 (или в точке 1), достаточно выполнения условий
 

 ( 1)  0,

 (1)  0.

f

f

−



l
m

  (4)

3) Для того чтобы один корень f (t) находился в промежутке [–1;1], а второй —

слева от –1 (или в точке –1), достаточно выполнения условий 
 ( 1)  0,

 (1)  0.

f

f

−



m
l

 (5)

Решаем совокупность систем неравенств (3)–(5):

2

4

10   0,

10   0,

64  0,

1    1a

a

a

a

+
 −
 −

−

l
l
l

m m

 или  
10 0,

10 0

a

a

+
 −

l
m

  или 
10 0,

10 0.

a

a

+
 −

m
l

Тогда 
або

10,

10,

8  8,

4 4

a

a

a a

a

−

 −
−

l
m
m l

m m

 или 
10,

10

a

a

−



l
l

 или 
10,

10.

a

a

−



m
m

Первая система не имеет решений, а из других получаем a l 10 или a m –10.

Ответ: a ∈ (–×; –10] � [10; +×).

§ 20. Тригонометрические уравнения с параметрами
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Упражнения

Решите уравнение (1–2).
1. 1) a sin x = 1; 2) a sin 2x = cos x;

3) a tg x = sin x; 4) ctg x = a cos x.

2. 1) cos 2x + 2 sin x + a – 1 = 0; 2) sin 3x – sin 2x = a sin x;

3) 
tg 

sin
0;ax

bx
= 4) 

1

cos
sin tg 1 .

x
a x x+ + =

3. Найдите все значения параметра, при которых уравнение имеет корни:
1) 2 sin x + 4 cos x = a; 2) 3 sin x – 4 cos x = b;
3) a cos 2x – sin x = 0; 4) cos 2x + a cos x = 0;
5) arcsin2 x + (3a – 3) arcsin x + (a – 2)(5 – 4a) = 0.

4. При каких значениях параметра а уравнение cos2 2x + (a – 3) cos 2x = 0

имеет на отрезке 
5

4 4
;π π 

    ровно четыре корня?

5. Найдите все пары чисел (a, b), для которых корнями уравнения
a (cos 3x – 1) + b2 – 2b = cos (3ax + (b – 1)2) – 2  будут все действительные
числа.

6. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
(4a + 2) sin x +  2a cos x + a + 1 = 0 имеет точно один корень, принадле�

жащий отрезку 0 5

6
; .π





7. Решите неравенство:
1) 2 sin x > a; 2) (5a – 7) cos x < a + 5;

3) a sin2 x + 2 cos x – a + 1 > 0; 4) 
1

cos
cos .

x
x a+ l

8. При каких значениях параметра а заданное неравенство выполняется при
всех значениях х?
1) sin6 x + cos6 x + a sin x cos x l 0; 2) sin4 x + cos4 x > 3a sin x cos x.

9. При каких значениях параметра а данные уравнения равносильны?

1) 
1

2
sin 0x + =  и ( )( )1

2 2
sin sin 0;ax x+ − =

2) 
1

2
cos 0x − =  и ( )( )1 2

2 2
cos cos 0;ax x −− + =

3) sin 2x + a = sin x + 2a cos x  и  2 cos 2x + a2 = 5a cos x – 2.

10. Решите систему:

1) 
2cos cos ,

sin sin 1.

x y a

x y

=
 =

2) 
sin cos ,

sin cos 1.

x y a

y x

 =


=
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21.1. РАВНОСИЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ НЕРАВЕНСТВ
И ОБЩИЙ МЕТОД ИНТЕРВАЛОВ

Т а б л и ц а  38

РЕШЕНИЕ НЕРАВЕНСТВ.
УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА С МОДУЛЯМИ§§§§§2121212121

1. Понятия неравенства с одной переменной и его решений

      Определение  Пример

Если два выражения с переменной
соединить одним из знаков >, <,
l, m, то получим неравенство с
переменной.
В общем виде неравенство с одной
переменной x (например, для слу�
чая «больше») записывают так:

f (x) > g (x).

Решением неравенства с пере�
менной называется значение пе�
ременной, которое обращает за�
данное неравенство в верное чис�
ловое неравенство.
Решить неравенство — значит
найти все его решения или дока�
зать, что их нет.

3x < 1 — линейное неравенство;
x2 – 3x + 2 > 0 — квадратное

неравенство;
5

2 4
1x

x

−
+

<  — дробное неравенство.

x = 4 — одно из решений нера�
венства 2x – 3 > x, так как при
x = 4 получаем верное неравен�
ство: 2æ4 – 3 > 4, то есть 5 > 4.

2. Область допустимых значений (ОДЗ)

Областью допустимых значе�
ний (или областью определения)
неравенства называется общая
область определения для функ�
ций f (x) и g (x), которые стоят
в левой и правой частях нера�
венства.

Для неравенства 2x x+ <  ОДЗ:
x + 2 l 0, то есть x l –2, так как
область определения функции

( ) 2f x x= +  определяется услови�

ем: x + 2 l 0, а областью определе�
ния функции g (x) = x является
множество всех действительных
чисел.
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3. Равносильные неравенства

       Определение            Простейшие теоремы

Два неравенства называет�
ся равносильными на неко�
тором множестве, если на
этом множестве они имеют
одни и те же решения,
то есть каждое решение пер�
вого неравенства является
решением второго и наобо�
рот, каждое решение второ�
го неравенства является ре�
шением первого.

1. Если из одной части неравенства пере�
нести в другую часть слагаемые с противо�
положным знаком, то получим неравен�
ство, равносильное заданному (на любом
множестве).

2. Если обе части неравенства умножить
или разделить на одно и то же положитель�
ное число (или на одну и ту же функцию,
которая определена и положительна на
ОДЗ заданного неравенства), не меняя знак
неравенства, то получим неравенство, рав�
носильное заданному (на ОДЗ заданного
неравенства).

3. Если обе части неравенства умножить
или разделить на одно и то же отрицатель�
ное число (или на одну и ту же функцию,
которая определена и отрицательна на
ОДЗ заданного неравенства) и изменить
знак неравенства на противоположный, то
получим неравенство, равносильное задан�
ному (на ОДЗ заданного неравенства).

П р о д о л ж. т а б л.  38

4. Метод интервалов (решения неравенств вида f (x) � 0)

План     Пример

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули функции

f (x) = 0.
3. Отметить нули на ОДЗ и

найти знак функции f (x)
на каждом промежутке,
на которые разбивается
ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая
знак заданного неравен�
ства.

Решите неравенство 
( )

2

2

1

3
0.x

x

−

+
�

Пусть ( )
( )

2

2

1

3
.x

x
f x −

+
=

1. ОДЗ: (х + 3)2 ≠ 0, то есть х ≠ –3.
2. Нули функции: f (х) = 0.

( )
2

2

1

3
0,x

x

−

+
=  х2 – 1 = 0,

х
1
 = –1, х

2
 = 1 (входят в ОДЗ).

3.

Ответ: (–�; –3) � (–3; –1] � [1; +�).
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Объяснение и обоснование

1. Понятия неравенства с переменной и его решений. Если два выражения
с переменной соединить одним из знаков >, <, l, m, то получаем неравенство
с переменной.

Аналогично уравнению, неравенство с переменной (например, со знаком >)
чаще всего понимают как аналитическую запись задачи о нахождении тех
значений аргументов, при которых значение одной из заданных функций боль�
ше, чем значение другой заданной функции. Поэтому в общем виде неравен�
ство с одной переменной x (например, для случаев «больше») записывают
так: f (x) > g (x).

Напомним, что решением неравенства называется значение переменной,
которое обращает это неравенство в верное числовое неравенство.

Решить неравенство — значит найти все его решения или доказать, что
их нет.

Например, решениями неравенства 3x < 6 являются все значения x < 2,
для неравенства x2 > –1 решениями являются все действительные числа
(x ∈ R), а неравенство x2 < –1 не имеет решений, поскольку значение x2 не
может быть отрицательным числом.

2. Область допустимых значений (ОДЗ) неравенства определяется аналогич�
но ОДЗ уравнения. Если задано неравенство f (x) > g (x), то общая область

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

П р о д о л ж. т а б л.  38

5. Схема поиска плана решения неравенства

Решение неравенства

с помощью
равносильних преобразований

с помощью
метода интервалов (f (x) � 0)

Сохранять на ОДЗ вер�
ное неравенство при
прямых и обратных пре�
образованиях.

 ,

— исходное неравенство;

— неравенство, полученное в результате преобразования исходного;

— символическое изображение выполненных преобразований
(с указанием направления их выполнения)

 1

 2

 1

 2
 

Учесть ОДЗ исходного
неравенства

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули функции f (x) = 0.
3. Отметить нули на ОДЗ и най�

ти знак функции на каждом
промежутке, на которые раз�
бивается ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая
знак заданного неравенства.
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определения функций f (x) и g (x) называется областью допустимых значе�
ний этого неравенства (иногда используются также термины «область опре�
деления неравенства» или «множество допустимых значений неравенства»).
Например, для неравенства x2 < x областью допустимых значений являются
все действительные числа (это можно записать, например, так: ОДЗ: x ∈ R),
поскольку функции f (x) = x2 и g (x) = x имеют области определения x ∈ R.

Понятно, что каждое решение заданного неравенства входит как в область
определения функции f (x), так и в область определения функции g (x) (иначе
мы не сможем получить верное числовое неравенство). Таким образом, каж�
дое решение неравенства обязательно входит в ОДЗ этого неравенства. Это
позволяет в некоторых случаях применить анализ ОДЗ неравенства для его
решения.

Например, в неравенстве 3 2x x x− + − >  функция g (x) = x определена
при всех действительных значениях x, а функция ( ) 3 2f x x x= − + −  —
только при условии, что под знаком квадратного корня будут стоять неотри�
цательные выражения. Таким образом, ОДЗ этого неравенства задается сис�

темой 
3 0,

2 0,

x

x

−
 −

l
l

 из которой получаем систему 
3,

2,

x

x





l
m

 не имеющую решений.

Таким образом, ОДЗ заданного неравенства не содержит ни одного числа, по�
этому это неравенство не имеет решений.

В основном при решении неравенств различных видов приходится приме�
нять один из двух методов решения: равносильные преобразования неравенств
или так называемый метод интервалов.

3. Равносильные неравенства. С понятием равносильности неравенств вы знако�
мы еще из курса алгебры 9 класса. Как и для случая равносильных уравнений,
равносильность неравенств мы будем рассматривать на определенном множестве.

Два неравенства называются равносильными на некотором мно�
жестве, если на этом множестве они имеют одни и те же решения,
то есть каждое решение первого неравенства является решением
второго, и наоборот, каждое решение второго неравенства являет�
ся решением первого.

Договоримся, что в дальнейшем все равносильные преобразования нера�
венств будем выполнять на ОДЗ заданного неравенства. Укажем, что в том
случае, когда ОДЗ заданного неравенства является множество всех действи�
тельных чисел, мы не всегда будем его записывать (как не записывали ОДЗ
при решении линейных или квадратных неравенств). И в других случаях глав�
ное — не записать ОДЗ при решении неравенства, а действительно учесть ее
при выполнении равносильных преобразований заданного неравенства.

Общие ориентиры выполнения равносильных преобразований неравенств
аналогичны соответствующим ориентирам выполнения равносильных пре�
образований уравнений.

Как указывалось выше, выполняя равносильные преобразования нера�
венств, необходимо учитывать ОДЗ заданного неравенства — это и есть пер�
вый о р и е н т и р для выполнения равносильных преобразований неравенств.
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По определению равносильности неравенств необходимо обеспечить, что�
бы каждое решение первого неравенства было решением второго, и наоборот,
каждое решение второго неравенства было решением первого. Для этого до�
статочно обеспечить сохранение верного неравенства на каждом шаге ре�
шения не только при прямых, а и при обратных преобразованиях. Это и есть
второй о р и е н т и р  для решения неравенств с помощью равносильных пре�
образований.  Действительно, каждое решение неравенства обращает его в вер�
ное числовое неравенство, и если верное неравенство сохраняется, то реше�
ние каждого из неравенств будет также и решением другого, таким образом,
неравенства будут равносильны (соответствующие ориентиры схематически
представлены в пункте 5 табл. 38).

Например, чтобы решить с помощью равносильных преобразований нера�
венство

3

1
0,x

x

−
+

>     (1)

достаточно учесть его ОДЗ: х + 1 ≠ 0 и условие положительности дроби (дробь
будет положительной тогда и только тогда, когда числитель и знамена�
тель дроби имеют одинаковые знаки), а также учесть, что на ОДЗ все необ�
ходимые преобразования можно выполнить как в прямом, так и в обратном
направлениях с сохранением верного неравенства.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

Данное неравенство равносильно
совокупности двух систем:

        
3 0,

1 0

x

x

− >
 + >

 или 
3 0,

1 0.

x

x

− <
 + <

      (2)

Тогда получаем 
3,

1

x

x

>
 > −

 или 
3,

1.

x

x

<
 < −

Таким образом, x > 3 или x < –1.

Ответ: (–×; –1) � (3; +×).

Заметим, что при записи условия
положительности дроби — совокуп�
ности систем (2) — мы неявно учли
ОДЗ неравенства (1). Действительно,
если x + 1 > 0 или x + 1 < 0, то x + 1 ≠ 0,
поэтому в явном виде ОДЗ заданного
неравенства не записано при оформ�
лении решения.

Кроме выделенных общих ориентиров, для выполнения равносильных
преобразований неравенств можно также пользоваться специальными теоре�
мами о равносильности. В связи с уточнением определения равносильности
неравенств обобщим также формулировки простейших теорем о равносиль�
ности неравенств, известных из курса алгебры 9 класса.

1. Если из одной части неравенства перенести в другую часть слагае�
мые с противоположным знаком, то получим неравенство, равно�
сильное заданному (на любом множестве).

2. Если обе части неравенства умножить или разделить на одно и то
же положительное число (или на одну и ту же функцию, которая
определена и положительна на ОДЗ заданного неравенства), не из�
меняя знак неравенства, то получим неравенство, равносильное за�
данному (на ОДЗ заданного).
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3. Если обе части неравенства умножить или разделить на одно и то
же отрицательное число (или на одну и ту же функцию, которая
определена и отрицательна на ОДЗ заданного неравенства) и изме�
нить знак неравенства на противоположный, то получим неравен�
ство, равносильное заданному (на ОДЗ заданного).

Обоснование этих теорем полностью аналогично обоснованию ориентиров
для равносильных преобразований заданного неравенства.

З а м е ч а н и е. Для обозначения перехода от заданного неравенства к не�
равенству, равносильному ему, можно применять специальный значок ⇔, но
его использование при оформлении решений не является обязательным (хотя
иногда мы будем его использовать, чтобы подчеркнуть, что было выполнено
именно равносильное преобразование).

4. Метод интервалов. Решение неравенств методом интервалов опирается на
свойства функций, связанные с изменением знаков функции. Объясним эти
свойства, используя графики известных нам функций, например функций

1

x
y =  и у = 2х – 2 (рис. 100).

Рассматривая эти графики, замечаем, что функция может изменить свой
знак только в двух случаях:

1) если график разрывается (как в случае функции 
1

x
y =  (рис. 100, а) — гра�

фик разрывается в точке 0 и знак функции изменяется в точке 0);
2) если график без разрыва переходит из нижней полуплоскости в верхнюю

(или наоборот). Но тогда график пересекает ось Ох (как в случае функции
у = 2х – 2) (рис. 100, б).
На оси Ох значения функции равны нулю. (Напомним, что значения аргу�

мента, при которых функция равна нулю, называют нулями функции.) Та�
ким образом, любая функция может поменять свой знак только в нулях или
в точках, где разрывается график функции (в так называемых точках раз�
рыва функции*).

* Более детально это понятие будет рассмотрено в курсе 11 класса.

а б

Рис. 100

1

x
y =

у 
=

 2
х 

– 
2
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Точки, в которых разрывается график функции f (x), мы выделяем, как
правило, когда находим область определения этой функции. Например, если

( ) 1 ,
x

f x =  то ее область определения х ≠ 0, и именно в точке 0 график этой

функции разрывается (рис. 100, а). Если же на каком�нибудь промежутке
области определения график функции не разрывается и функция не равна
нулю, то по приведенному выше выводу она не может на этом промежутке
поменять свой знак*. Таким образом, если отметить нули функции на ее обла�
сти определения, то область определения разобьется на промежутки, внутри
которых знак функции измениться не может (и поэтому этот знак можно оп�
ределить в любой точке из этого промежутка).

В таблице 39 приведено решение дробно�рационального неравенства
2 4

1
0x

x

+
−

>  методом интервалов; комментарий, объясняющий каждый этап ре�

шения; план решения неравенств вида f (x) � 0 методом интервалов.

Т а б л и ц а  39

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

* В курсе 11 класса мы уточним формулировку этого свойства (так называемых непре�
рывных функций). Для всех известных вам функций (линейных, квадратичных, сте�
пенных, дробно�рациональных, тригонометрических) это свойство имеет место.

          Пример         Комментарий

1. Найти ОДЗ
н е р а в е н �
ства.

Рассмотрим функцию, стоящую
в левой части этого неравенства, и обо�

значим ее через f (x): ( ) 2 4

1
.x

x
f x +

−
=

Решением неравенства f (x) > 0 мо�
гут быть только числа, которые входят
в область определения функции f (x),
то есть числа, входящие в ОДЗ нера�
венства. Поэтому первым этапом реше�
ния неравенства методом интервалов
будет нахождение его ОДЗ.

2 4

1
0.x

x

+
−

>

Р е ш е н и е

( ) 2 4

1
.x

x
f x +

−
=

1. ОДЗ: х – 1 ≠ 0,
то есть х ≠ 1.

Нас интересуют те промежутки об�
ласти определения функции f (x), на
которых эта функция положительна.
Как было отмечено выше, функция
f (x) может поменять знак в своих ну�
лях, поэтому вторым этапом решения
неравенства f (x) > 0 будет нахождение
нулей функции (для этого приравни�
ваем функцию f (x) к нулю и решаем
полученное уравнение).

2. Найти нули
f (x)
(f (x) = 0).

2. Нули f (x):
( f (x) = 0).

2 4

1
0,x

x

+
−

=

     тогда х = –2.

План
решения
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Приведем пример решения более сложного дробно�рационального нера�
венства методом интервалов и с помощью равносильных преобразований.

Пример       Решите неравенство 
( )
2

2

2 3

1
0.x x

x

+ −

+
m

І способ (метод интервалов)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

          Пример            Комментарий

3. Отметить
нули на ОДЗ
и найти знак
функции
в каждом
промежутке,
на которые
разбивается
ОДЗ.

Если теперь отметить нули на об�
ласти определения функции f (x), то
область определения разбивается на
промежутки, внутри каждого из ко�
торых функция f (x) не меняет свой
знак. Поэтому знак функции на каж�
дом промежутке можно определить в
любой точке этого промежутка. Это
и является третьим этапом решения.

Из рисунка видно, что решением
неравенства является объединение
промежутков

(–×; –2) � (1; +×).

4. Записать
ответ, учиты�
вая знак
неравенства.

4. Ответ:
(–×; –2) � (1; +×).

План
решения

П р о д о л ж. т а б л.  39

3.

Пусть ( )
( )
2

2

2 3

1
.x x

x
f x + −

+
=

1  ОДЗ: х ≠ –1.

2. Нули f (x): 
( )
2

2

2 3

1
0,x x

x

+ −

+
=

х2 + 2х – 3 = 0,
х

1
 = 1, х

2
 = –3 (принадлежат  ОДЗ).

3. Отмечаем нули функции на ОДЗ
и находим знак f (x) в каждом из
промежутков, на которые разби�
вается ОДЗ (см. рисунок).

4. Ответ: [–3; –1) � (–1; 1].

Данное неравенство имеет вид
f (x) m 0, и для его решения можно
применить метод интервалов. Для
этого используем план, приведенный
выше и на с. 232.

При нахождении нулей f (x) сле�
дим за тем, чтобы найденные значе�
ния принадлежали ОДЗ (или выпол�
няем проверку найденных корней
уравнения f (x) = 0).

Записывая ответ к нестрогому
неравенству, следует учесть, что все
нули функции должны войти в ответ
(в данном случае — числа –3 и 1).
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ІІ способ (с помощью равносильных преобразований)

К о м м е н т а р и й
Выберем для решения метод равносильных преобразований неравенства.

При выполнении равносильных преобразований мы должны учесть ОДЗ дан�
ного неравенства, то есть учесть ограничение (х + 1)2 ≠ 0.

Но если х ≠ –1, то (х + 1)2 > 0, и тогда в данной дроби знаменатель поло�
жителен. Если выполняется данное неравенство, то числитель дроби
х2 + 2х – 3 m 0 (и наоборот, если выполняется последнее неравенство, то на

ОДЗ дробь ( )
2

2

2 3

1
0 ,x x

x

+ −

+




m  то есть данное неравенство равносильно на ОДЗ не�

равенству х2 + 2х – 3 m 0.
Чтобы решить полученное квадратное неравенство, найдем корни квадрат�

ного трехчлена х2 + 2х – 3 и построим эскиз графика функции у = х2 + 2х – 3.
Решение квадратного неравенства: –3 m х m 1.

Поскольку все преобразования были равносильными только на ОДЗ, то
мы должны выбрать те решения квадратного неравенства, которые удовлет�
воряют ограничению ОДЗ.

Р е ш е н и е

ОДЗ: (х + 1)2 ≠ 0, то есть х ≠ –1.
Тогда (х + 1)2 > 0 и данное неравенство на его ОДЗ равносильно неравен�

ству х2 + 2х – 3 m 0. Поскольку х2 + 2х – 3 = 0 при х
1
 = –3,

х
2
 = 1 (эти значения х принадлежат ОДЗ), получаем

–3 m х m 1 (см. рисунок).
Учитывая ОДЗ, получаем ответ.

Ответ: [–3; –1) � (–1; 1].

Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах смысл понятий: «решение неравенства», «решить
неравенство», «область допустимых значений неравенства», «равносиль�
ные неравенства».

2. Сформулируйте известные вам теоремы о равносильности неравенств. Про�
иллюстрируйте их на примерах.

3. Сформулируйте план решения неравенств методом интервалов. Проиллю�
стрируйте использование этого плана на примере.

4. Объясните на примере, как можно выполнять равносильные преобразова�
ния неравенств в тех случаях, которые не описываются известными теоре�
мами о равносильности неравенств.

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями
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Упражнения

Решите неравенство (1–2) двумя способами: с помощью равносильных
преобразований и с помощью метода интервалов.

1. 1) 
2

2

4

3 4
0;x

x x

−
− −

l      2) 
2 1

2 3
;

x x+ −
<      3) x

x x

2 25

5 4
0−

+ −( )( ) m ;      4) 
2

2

12

2 8
1.x

x x

+
− −

l

2. 1) x4 – 5x2 + 4 m 0;     2) 9x4 – 10x2 + 1 > 0;

3) 381 ;
x

xl     4) (x2 + 4x – 5)(x2 + 4x + 3) < 105.

3. Найдите область определения функции:

1) 2

4

4
;x

x
y −

−
=     2) 

2

2

2 1

3 2
;x x

x x
y − −

+ +
=      3) 65 ;

x
y x= − −     4) 

2

2

7 12

2 3
.x x

x x
y − +

− −
=

21.2. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА С МОДУЛЯМИ

Т а б л и ц а  40

1. Решение уравнений
и неравенств с модулями

с использованием
специальных соотношений

с использованием
геометрического

смысла

| a | — расстояние на
числовой прямой от
точки О до точки а.

1. | f (x) | = a.
2. | f (x) | = | g (x) |.
3. | f (x) | > a.
4. | f (x) | < a.

по определению
по общей схеме

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули всех

п о д м о д у л ь н ы х
функций.

3. Отметить нули на
ОДЗ и разбить ОДЗ
на промежутки.

4. Найти решение в
каждом промежутке
(и проверить, входит
ли это решение в
рассматриваемый
промежуток).

, если 0,

0, если 0,

, если 0.

a a

a a

a a

>
= =
− <
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§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

П р о д о л ж. т а б л.  40

2. Использование геометрического смысла модуля (при a > 0)

1. | f (x) | = a ⇔⇔⇔⇔⇔ f (x) = a или f (x) = –a.
2. | f (x) | = | g (x) | ⇔⇔⇔⇔⇔ f (x) = g (x) или f (x) = –g (x).
3. | f (x) | > a ⇔⇔⇔⇔⇔ f (x) < –a или f (x) > a.

4. ( ) ( )
( )
( )

,

.

f x a
f x a a f x a

f x a

> −
< ⇔ − < < ⇔  <

Обобщение

5. ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

0,

 или .

g x
f x g x

f x g x f x g x


= ⇔  = = −

l

6. | f (x) | > g (x) ⇔⇔⇔⇔⇔ f (x) < –g (x) или f (x) > g (x).

7. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

.

f x g x
f x g x g x f x g x

f x g x

> −
< ⇔ − < < ⇔  <

1. | u | = u ⇔⇔⇔⇔⇔ u lllll 0.
2. | u | = –u ⇔⇔⇔⇔⇔ u mmmmm 0.
3. | u | = | v | ⇔⇔⇔⇔⇔ u2 = v2.
4. | u | > | v | ⇔⇔⇔⇔⇔ u2 > v2. Тогда | u | – | v | > 0 ⇔⇔⇔⇔⇔ u2 – v2 > 0;

знак разности модулей двух выражений совпада�
ет со знаком разности  их квадратов.

5.
0,

0.

u
u v u v

v
+ = + ⇔ 


l
l

6.
0,

0.

u
u v u v

v
+ = − − ⇔ 


m
m

7. | u | + | v | = | u + v | ⇔⇔⇔⇔⇔ uv lllll 0.
8. | u | + | v | = | u – v | ⇔⇔⇔⇔⇔ uv mmmmm 0.
9. | x – a | + | x – b | = b – a ⇔⇔⇔⇔⇔ a mmmmm x mmmmm b, где a < b.

3. Использование специальных соотношений
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Объяснение и обоснование

Решать любое уравнение или неравенство с модулем можно одним из трех
основных способов: по определению модуля, исходя из геометрического смыс�
ла модуля или по общей схеме. Некоторые уравнения или неравенства с моду�
лем могут быть также решены с использованием специальных соотношений
(табл. 40).

В зависимости от выбранного способа решения получаем разные записи
решения.

Пример      Решите уравнение | 2x – 4 | = 6.

I способ (по определению модуля)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
X 1) Если

   2х – 4 l 0,         (1)
то получаем уравнение

2х – 4 = 6.
Тогда x = 5, что удовлетворяет и
условию (1).

2) Если
               2x – 4 < 0,         (2)

то получаем уравнение
–(2x – 4) = 6.

Тогда x = –1, что удовлетворяет и
условию (2).

Ответ: 5; –1.Y

Чтобы раскрыть знак модуля по
определению, рассмотрим два случая:

2х – 4 l 0 и 2x – 4 < 0.
По определению модулем положи�

тельного (неотрицательного) числа
является само это число, а модулем
отрицательного числа является про�
тивоположное ему число. Поэтому
при 2х – 4 l 0   | 2x – 4 | = 2x – 4, а при
2x – 4 < 0   | 2x – 4 | = –(2x – 4).

В каждом случае решаем получен�
ное уравнение и выясняем, удовлет�
воряет ли каждый из найденных кор�
ней тому условию, при котором мы
его находили.

II способ (использование геометрического смысла модуля)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
X 2x – 4 = 6 или 2x – 4 = –6,
          2x = 10 или 2x = –2,
                x = 5 или x = –1.

Ответ: 5; –1.Y

С геометрической точки зрения
| 2х – 4 | — это расстояние от точки 0
до точки 2х – 4. По условию уравне�
ния оно равно 6, но расстояние 6 мо�
жет быть отложено от 0 как вправо
(получаем число 6), так и влево (по�
лучаем число –6). Таким образом, ра�
венство | 2х – 4 | = 6 возможно тогда и
только тогда, когда 2x – 4 = 6 или
2x –4  = –6.

З а м е ч а н и е. При решении уравнения с использованием геометрическо�
го смысла модуля знак модуля раскрывается неявно, то есть определение мо�
дуля в явном виде не применяется.
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Общая схема решения уравнений и неравенств с модулями — это факти�
чески немного измененный метод интервалов. Поясним содержание этой схе�
мы на примере уравнения с двумя модулями вида

| f (x) | + | g (x) | = a   (a > 0).

( Чтобы решить это уравнение, необходимо раскрыть знаки модулей, а для
этого необходимо знать, где функции f (x) и g (x) будут положительными, а
где — отрицательными. То есть фактически мы должны решить неравенства

        f (x) � 0,     (1)

        g (x) � 0.                 (2)

Каждое из этих неравенств мы умеем решать методом интервалов. Пере�
строим прием решения неравенств методом интервалов таким образом,
чтобы он давал возможность одновременно решать каждое из последних
неравенств. Как известно, решение неравенства (1) методом интервалов
начинается с нахождения его ОДЗ (то есть области определения функции
f (x)), а решение неравенства (2) — с нахождения его ОДЗ (то есть области
определения функции  g (x)). Чтобы начать одновременно решать оба не�
равенства, необходимо найти общую область определения для функций
f (x) и g (x), то есть найти ОДЗ данного уравнения (это и есть первый из
ориентиров необходимой схемы).
Чтобы продолжить решение неравенств f (x) � 0 и g (x) � 0 методом интер�
валов, необходимо найти нули функций f (x) и g (x), то есть найти нули
всех подмодульных функций (это и есть второй ориентир).
Если далее применить схему метода интервалов одновременно для двух
неравенств, необходимо на ОДЗ отметить нули подмодульных функций
и разбить ОДЗ на промежутки (это третий ориентир).
В каждом из полученных промежутков знаки функций f (x) и g (x) не могут
измениться. Тогда мы можем найти знаки подмодульных функций на каж�
дом промежутке (в любой точке этого промежутка), раскрыть знаки моду�
лей и найти решение данного уравнения в каждом из этих промежутков
(это и есть четвертый ориентир общей схемы). )

Обоснование возможности применения приведенной схемы к решению нера�
венств с модулями проводится аналогично.

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение 
x

x
x

−
+ − =

1
2 2.

X 1. ОДЗ: х ≠ 1.

2. Нули подмодульных функций: 
1

0x

x −
=  (х = 0) и х – 2 = 0 (х = 2).

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями
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3. Нули 0 и 2 разбивают ОДЗ на четыре проме�
жутка, в которых подмодульные функции
имеют знаки*, показанные на рисунке.

4. Находим решения данного уравнения в каждом из промежутков (посколь�
ку знаки подмодульных функций одинаковы на промежутках І и ІІІ, удоб�
но для решения объединить эти промежутки).
Промежутки І и ІІІ: х ∈ (–×; 0) � (1; 2). Учитывая знаки подмодульных

функций на этих промежутках и определение модуля, получаем, что в
этих промежутках данное уравнение равносильно уравнению

( )
1

2 2.x

x
x

−
− − =  Отсюда х = 0 или х = 2. В рассмотренные промежутки

полученные значения не входят, таким образом, в этих промежутках
корней нет.

Промежуток ІІ: х ∈ [0; 1). (Следует обратить внимание на то, чтобы не
пропустить значение х = 0, которое принадлежит ОДЗ.) В этом проме�

жутке получаем уравнение ( )
1

2 2.x

x
x

−
− − − =  Отсюда х = 0 — корень,

поскольку принадлежит этому промежутку.
Промежуток ІV: х ∈ [2; +×). (И в этом промежутке необходимо не забыть

значение х = 2.) Получаем уравнение 
1

2 2.x

x
x

−
+ − =  Отсюда х = 2 —

корень, поскольку принадлежит этому промежутку.
Объединяя все решения, которые мы получили в каждом промежутке,

имеем решение данного уравнения на всей ОДЗ.

Ответ: 0; 2. Y

Проиллюстрируем также получение и использование специальных соот�
ношений, приведенных в таблице 40.

Обоснуем, например, соотношение 5: 
0,

0.

u
u v u v

v

+ = + ⇔ 


l
l

( Запишем заданное равенство в виде u + v = | u | + | v | и проанализируем его,
опираясь на известные из 6 класса правила действий над числами с одина�
ковыми и с разными знаками. Чтобы сложить два числа u и v, мы сложили
их модули, таким образом, эти числа имеют одинаковые знаки. Если бы
эти числа были оба отрицательными, то и их сумма была бы тоже отрица�
тельна, но u + v = | u | + | v | l 0. Тогда получаем, что числа u и v — оба

неотрицательные. Наоборот, если 
0,

0,

u

v





l
l  то выполняется равенство

* На рисунке в каждом из промежутков первый знак — это знак функции 
1

,x

x −
 а

второй — знак функции х – 2. При выполнении рисунка удобно сначала отметить на
числовой прямой ОДЗ, а потом нули подмодульных функций на ОДЗ.
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u + v = | u | + | v |. Таким образом, действительно, уравнение | u | + | v | = u + v

равносильно системе неравенств 
0,

0.

u

v





l
l )

Задача 2* Решите уравнение | x – 5 | + | 2x + 5 | = 3x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

X Поскольку 3х = (х – 5) + (2х + 5), то
данное уравнение имеет вид | u | + | v | =
= u + v, но это равенство может вы�
полняться тогда и только тогда, ког�
да числа u и v — оба неотрицатель�
ные. Таким образом, данное уравне�
ние равносильно системе

5 0,

2 5 0.

x

x

−
 +

l
l  Отсюда  

x

x

l

l

5

5

2

,

.−







Таким образом, x l 5.

Ответ: [5; +×).Y

Если обозначить x – 5 = u и 2x + 5 =
= v, то u + v = 3x и данное уравнение
имеет вид | u | + | v | = u + v, а по соотно�
шению 5 такое уравнение равносиль�

но системе 
0,

0.

u

v





l
l

Заметим, что данное уравнение
можно решать и по общей схеме, но
тогда решение будет более громозд�
ким.

При решении неравенств с модулями рассуждения, связанные с раскры�
тием знаков модулей, полностью аналогичны рассуждениям, которые исполь�
зовались при решении уравнений с модулями.

Задача 3 Решите неравенство | 2x – 5 | m 7.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Учитывая геометрический  смысл
модуля, получаем, что заданное не�
равенство равносильно неравенству

                  –7 m 2x – 5 m 7.        (1)

Тогда –2 m 2x m 12, таким образом,
–1 m x m 6.

Ответ: [–1; 6].Y

Неравенство вида | f (x) | m a (где
a > 0) удобно решать, используя гео�
метрический смысл модуля. Посколь�
ку заданное неравенство — это нера�
венство вида | t | m 7, а модуль числа —
это расстояние на координатной пря�
мой от точки, изображающей данное
число, до точки 0, то заданному нера�
венству удовлетворяют все точки,
находящиеся в промежутке [–7; 7].
Таким образом, –7 m t m 7. Если воз�
никают затруднения с решением
двойного неравенства (1), то его за�
меняют на равносильную систему

2 5 7,

2 5 7.

x

x

− −
 −

l
m
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Задача 4 Решите неравенство

     
3

2 1
1.

x

x

−
− −

l     (1)

X 1. ОДЗ: | x – 2 | – 1 ≠ 0. Тогда | x – 2 | ≠ 1, то есть x – 2 ≠ ä1, таким образом:
 х ≠ 3 или х ≠ 1.

2. Нули подмодульных функций: х – 3 = 0 (х = 3 — не принадлежит ОДЗ) и
х – 2 = 0 (х = 2).

3. Нуль 2 разбивает ОДЗ на четыре промежут�
ка, на которых подмодульные функции име�
ют знаки, показанные на рисунке (на каждом
из промежутков первый знак — это знак функ�
ции х – 3, а второй — знак функции х – 2).

4. Находим решения заданного неравенства в каждом из промежутков (по�
скольку знаки подмодульных функций являются одинаковыми на проме�
жутках І и ІІ, удобно для решения объединить эти промежутки).
Промежутки І и ІІ: х ∈ (–×; 1) � (1; 2]. Учитывая знаки подмодульных

функций в этих промежутках и определение модуля, получаем, что при
х ∈ (–×; 1) � (1; 2] заданное неравенство равносильно неравенству

( )
( )

3

2 1
1.

x

x

− −
− − −

l  Тогда 3

1
1,x

x

−
−

l  то есть 2

1
0.

x−
l  Отсюда x < 1. В  проме�

жутки, которые мы рассмотрели, входят все значения x < 1, таким об�
разом, в этом случае решением будет x < 1.

Промежуток ІІІ: х ∈ [2; 3). На этом промежутке получаем неравенство

( )3

2 1
1,

x

x

− −
− −

l  то есть 
( )3

3
1.

x

x

− −
−

l  Но при любом значении x из ІІІ проме�

жутка последнее неравенство обращается в неверное неравенство
(–1 l 1). Таким образом, в промежутке ІІІ неравенство (1) решений не
имеет.

Промежуток ІV: х ∈ (3; +×). В этом промежутке получаем неравенство
3

2 1
1,x

x

−
− −

l  то есть 3

3
1.x

x

−
−

l  Как видим, при любом х из IV промежутка

неравенство (1) обращается в верное числовое неравенство (1 l 1). Та�
ким образом, решением неравенства (1) в IV промежутке есть любое
число из этого промежутка (x > 3).
Объединяя все решения, полученные в каждом из промежутков, имеем

решение данного неравенства на всей ОДЗ: x < 1 или x > 3.

Ответ: (–×; 1) � (3; +×). Y

Укажем, что для решения некоторых неравенств с модулями удобно при�
менять также специальные соотношения, приведенные в таблице 40.
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Задача 5* Решите неравенство 
( )( )1 3 2 6

1 2
0.

x x x x

x x

− − + − +
− − +

<

X Поскольку  | a | l 0 и функция y = t2 монотонно возрастает на множестве
неотрицательных чисел, то все разности модулей в неравенстве можно заме�
нить на разности их квадратов (то есть воспользоваться соотношением 4:
| u | – | v | > 0 ⇔ u2 – v2 > 0). Получаем неравенство, равносильное заданному

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 2

2 2

1 3 2 6

1 2
0.

x x x x

x x

− − + − +

− − +
<

Раскладывая на множители все разности квадратов, имеем:

 ( )( )( )( )
( )

4 2 2 6 3 6

1 2 3
0.

x x x

x

− + − +
− −

<

Далее методом интервалов (см. рису�

нок) получаем  –2 < x < –1 или 1

2
6.x− < <

Ответ: (–2; –1) Ÿ ( )1

2
;6 .− Y

Общая схема, предложенная в таблице 40, может быть использована не
только при решении уравнений или неравенств с модулями, но и при выпол�
нении преобразований выражений с модулями.

Например, для построения графика функции f (x) = | x + 1 | + | x – 1 | удобно
сначала по общей схеме раскрыть знаки модулей, а уже потом строить график
функции f (x).

Оформление решения подобного примера может быть таким.

Задача 6 Постройте график функции f (x) = | x + 1 | + | x – 1 |.

X 1. Область определения функции: x ∈ R.
2. Нули подмодульных функций: х = –1 и х = 1.
3. Отмечаем нули на области определения и раз�

биваем область определения на промежутки
(на рисунке также указаны знаки подмодуль�
ных функций в каждом из промежутков).

4. Тогда
   

( )
( ) ( )

( )
− + − − −

= + − − −
 + + −

1 1 , если 1,

1 1 , если 1 1,

1 1, если 1.

x x x

f x x x x

x x x

m

m m

l

Таким образом, 

− −
= −


2 , если 1,

( ) 2, если 1 1,

2 , если 1.

x x

f x x

x x

m
m m
l

Строим график этой функции (см. рисунок).

§ 21. Решение неравенств. Уравнения и неравенства с модулями

Y
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Вопросы для контроля

1. Объясните, какими способами можно решать уравнения и неравенства с мо�
дулями. Проиллюстрируйте эти способы на примерах.

2. Обоснуйте специальные соотношения, приведенные в таблице 40. Проил�
люстрируйте их применение к решению уравнений и неравенств с моду�
лями.

3. Обоснуйте обобщения использования геометрического смысла модуля,
приведенные в таблице 40. Проиллюстрируйте их применение к решению
уравнений и неравенств с модулями.

Упражнения

Решите уравнения и неравенства с модулями (1–15).

1. 1) | 3x – 5 | = 7; 2) | 8 – 4x | = 6; 3) | x2 – 5x | = 6.

2. 1) | 2x – 3 | > 5; 2) | 3 – 5x | < 7; 3*) x

x

−
+

>1

1
2; 4) 2 3

5
1.x

x
−

−
<

3. 1) | x – 2 | – 2x – 1 = 0; 2) x2 + 3x + | x + 3 | = 0.

4. 1) | x – 1 | + | x – 3 | = 2; 2) | x + 1 | + | x – 5 | = 20;
3) | x + 5 | + | x – 8 | = 13.

5. 1) | x + 3 | < x – 2; 2) | x + 1 | + | x – 2 | m 2x – 1;
3) | x + 3 | + | x – 1 | < | 6 – 3x |.

6. 1) x x x2 2 1 2 1− + + − = ; 2) x x x x2 4 4 5+ + + = + .

7. 1) 2 24 4 8;x x x− + + = 2) 2 216 8 2 1 5.x x x x− + + + + =

8. 1) 
2

2

4 3

5
1;

x x

x x

− +
+ −

= 2) 
4

1 2
1

x
x

+ −
= + .

9. 1) || x – 1 | – 2 | = 1; 2) || 2x – 4 | – 5 | = 3.

10. 1) | x2 – 4x | < 5; 2) | x2 – x – 6 | > 4.

11. 1) 3 | x – 1 | + x2 – 7 > 0; 2) | x – 6 | l x2 – 5x + 9.

12. 1) 3

2
1;

x x

x

+ +
+

> 2) 
1 1

3 2
.

x −
<

13. 1) || x – 1 | – 5 | m 2; 2) | x – 1 | + | x + 2 | – | x – 3 | > 4.

14. 1) | x – 2x2 | > 2x2 – x; 2) | x2 + x – 20 | m x2 + x – 20.

15. 1) 
4

3 1
2

x
x

+ −
+l ; 2) 

4

1 2
1

x
x

+ −
−l .

16. Постройте график функции:
1) y = | 2x – 4 | + | 2x + 6 |; 2) y = | x – 5 | + | 3x + 6 |.
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Т а б л и ц а  41

РЕШЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ§§§§§2222222222

1. Примеры решения простейших тригонометрических неравенств

с помощью единичной
окружности

ππ ππππ ππ
6

5
6

2 2++ << << ++ ∈∈k x k k, Zsin x >> 1
2

−− ++ << << ++ ∈∈2
3

2
3

2 2ππ ππππ ππk x k k, Zcos x >> −−1
2

4 2
,k x k k Zπ π− + π + π ∈m mtg x lllll –1

с помощью графиков
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Объяснение и обоснование

1. Решение простейших тригонометрических неравенств. Простейшими
тригонометрическими неравенствами считают неравенства вида sin x > a,
cos x > a, tg x > a, ctg x > a (на месте знака «>» может стоят любой из знаков
неравенства: «<, l, m»).

Чтобы рассуждения по нахождению решений этих неравенств были более
наглядными, используют единичную окружность или графики соответству�
ющих функций, как это показано в первом пункте таблицы 41.

П р о д о л ж.  т а б л.   41

с помощью единичной
окружности с помощью графиков

ππ ππ ππ ππ
6
++ << << ++ ∈∈k x k k, Zctg x << 3

2. Способы решения более сложных тригонометрических неравенств

а) Использование равносильных преобразований и, в частности,
сведение тригонометрического неравенства к алгебраичкому нера�
венству по схеме: 1) к одному аргументу, 2) к одной функции,
3) замена переменной (аналогично  схеме решения тригонометриче�
ских уравнений, приведенной на с. 170) и последующее решение полу�
ченных простейших тригонометрических неравенств.

б) Использование метода интервалов
(после сведения неравенства к виду f (x) % 0) по схеме:
1) Найти ОДЗ неравенства.
2) Найти общий период (если он существует) для всех функций, вхо�

дящих в неравенство, то есть период функции f (x).
3) Найти нули функции: f (x) = 0.
4) Отметить нули функции на ОДЗ на одном периоде и найти знак

функции f (x) в каждом из промежутков, на которые разбивается
ОДЗ (на одном периоде).

5) Записать ответ, учитывая знак заданного неравенства и период
функции f (x).
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Задача 1    Объясним более детально решение неравенства 
1

2
sin ,x >  приведен�

ное в пункте 1 таблицы 41, с использованием единичной окружности (рис. 101).

X Поскольку  sin x — это ордината соответствующей точки Px единичной
окружности, то при всех значениях x, удовлетворяющих данному неравенству,

ордината точки P
x
  больше 1

2
. Все такие точки на единичной окружности ле�

жат выше, чем прямая 1

2
y =  (они изображены на рисунке синей дугой 

1xP
2xP

без крайних точек, поскольку в крайних точках 
1

2
sin ,x =  а не больш )1

2
.

Если, записывая ответ, двигаться против часовой стрелки, то точка 
1xP  будет

началом дуги 
1xP

2
,xP  а точка 

2xP  — ее концом. Сначала запишем ответ на

одном периоде (напомним, что для синуса период равен 2π). Для точек P
x

выделенной дуги х
1
 < x < x

2
. Поскольку точка 

1xP   находится в правой полу�

плоскости, то можно взять 1
1

2 6
arcsin .x π= =  Тогда 2

5

6 6
.x π π= π − =  Таким обра�

зом, на одном периоде решениями заданного неравенства являются: 5

6 6
.xπ π< <

Через период 2π значения синуса повторяются, поэтому все остальные реше�
ния заданного неравенства получаем прибавлением к найденным решениям
чисел вида 2πk, где k ∈ Z.

Ответ: 5

6 6
2 2 , .k x k kπ π+ π < < + π ∈Z Y

Для решения неравенства 1

2
sin x >  можно воспользоваться также графи�

ками функций y = sin x и 1

2
y =  (рис. 102).

X Решениями неравенства 1

2
sin x >  будут те и только те значения x, для кото�

рых соответствующие точки графика функции y = sin x находятся выше пря�

мой 1

2
y =  (на рисунке 102 соответствующие части графика функции  выделены

синими линиями). Чтобы найти абсциссы точек пересечения этих графиков,

§ 22. Решение тригонометрических неравенств

Рис. 101 Рис. 102
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достаточно решить уравнение 1

2
sin x =  ( )( )6

1 , .
n

x n nπ= − + π ∈Z  Учитывая перио�

дичность функции sin x (T = 2π), достаточно записать решение данного неравен�
ства на одном периоде. На отрезке длиной 2π можно взять, например, такие

абсциссы точек пересечения графиков функций y = sin x и 1

2
:y =  1 6

,x π=  2
5

6
x π=

(все другие абсциссы точек пересечения отличаются от них на 2πk). Тогда на

одном периоде решениями данного неравенства являются: 5

6 6
xπ π< <  (абсцис�

сы выделенных точек графика y = sin x). Все остальные решения данного
неравенства получаются прибавлением к найденным решениям чисел вида

2πk, где k ∈ Z. Ответ: 
5

6 6
2 2 , .k x k kπ π+ π < < + π ∈Z Y

Аналогично можно получить и решения других видов простейших нера�
венств, приведенных в пункте 1 таблицы 41.

Задача 2 Решите неравенство 1

2
cos .x > −

X Поскольку  cos  x — это абсцисса соответствующей точки Р
х
 единичной

окружности, то  при всех значениях x, которые удовлетворяют данному нера�

венству, абсцисса точки Рх больше ( )1

2
.−  Все такие точки на единичной окруж�

ности (рис. 103) лежат справа от прямой 1

2
t = −  (они изображены на рисунке

синей дугой 
1 2x xP P  без крайних точек, поскольку в крайних точках 1

2
cos ,x = −

а не больше )1

2
.−  Если, записывая ответ, двигаться против часовой стрелки,

то точка
1xP  будет началом дуги 

1xP
2
,xP  а точка 

2xP  — ее концом. Сначала
запишем ответ на одном периоде (напомним, что для косинуса он равен 2π).
Для точек Р

х
 выделенной дуги x

1
 < x < x

2
. Поскольку точка

2xP  находится

в верхней полуплоскости, то можно взять ( )2
1

2
arccosx = − = 2

3 3
.π ππ − =  Учи�

тывая симметричность (относительно оси t) точек 
2xP  и 

1
,xP  получаем

1 2
2

3
.x x π= − = −  Таким образом, на одном

периоде решениями данного неравен�

ства являются 2 2

3 3
.xπ π− < <  Через пери�

од 2π значения косинуса повторяются.
Поэтому все остальные решения данно�
го неравенства получаем прибавлением
к найденным решениям чисел вида 2πk,
где k ∈ Z.Рис. 103
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Ответ:  
2 2

3 3
2 2 , .k x k kπ π− + π < < + π ∈Z Y

Рассуждения при использовании графической иллюстрации решения не�

равенства 1

2
cos x > −  полностью аналогичны приведенным выше рассужде�

ниям по решению неравенства 1

2
sin .x >

Задача 3     Решите неравенство tg x l –1.

X Период  тангенса  равен π. Поэтому сначала найдем решения этого нера�

венства на промежутке длиной π, например, на промежутке ( )2 2
; ,π π−  а потом

используем периодичность тангенса. Для выделения тех точек Р
х
 правой по�

луокружности, значения x которых удовлетворяют данному неравенству, вос�
пользуемся линией тангенсов (рис. 104). Сначала выделим на линии танген�
сов значения тангенсов, большие или равные (–1) (на рисунке они выделены
синей линией), а потом для каждой точки линии тангенсов найдем соответ�
ствующую точку P

x
 на правой полуокружности (для этого достаточно соеди�

нить центр окружности с выделенной точкой на линии тангенсов и взять точ�
ку пересечения проведенного отрезка с окружностью). Множество соответству�

ющих точек P
x
 единичной окружности выделено на рисунке синей дугой

1
2

xP Pπ

(обратите внимание: точка 
1xP  принадлежит рассмотренному множеству, а

точка 
2

Pπ  — нет). Поскольку точка 
1xP  находится в правой полуплоскости, то

можно взять ( )1 4
arctg 1 .x π= − = −  Таким образом, на одном периоде решения�

ми данного неравенства являются
4 2

.xπ π− <m  Через период π значение танген�

са повторяется. Поэтому все остальные решения данного неравенства полу�
чаем прибавлением к найденным решениям чисел вида πk, где k ∈ Z.

Ответ:  
4 2

, .k x k kπ π− + π < + π ∈m Z Y

Заметим, что при решении данного не�
равенства с использованием графиков до�
статочно, как и в предыдущих случаях, на
одном периоде (например, на промежутке

( ))2 2
;π π−  записать те абсциссы, для которых

соответствующие точки графика функции
y = tg x находятся выше прямой y = –1 или
на самой прямой. (На рисунке в таблице 41
соответствующие части графика функции
y = tg x выделены синими линиями.) Рис. 104

§ 22. Решение тригонометрических неравенств
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Задача 4     Решите неравенство

ctg x < 3.

X Период котангенса равен π. Поэтому
сначала найдем решение этого неравен�
ства на промежутке длиной π, например
на промежутке (0; π), а потом восполь�
зуемся периодичностью котангенса.

Для выделения тех точек P
x
 верхней

полуокружности, значения x которых
удовлетворяют данному неравенству,
воспользуемся линией котангенсов

(рис. 105). Сначала выделим на линии котангенсов значения котангенсов,
меньшие, чем 3  (на рисунке  105 они выделены синей линией), а потом для
каждой точки линии котангенсов найдем соответствующую точку P

x
 на верх�

ней полуокружности (для этого достаточно соединить центр окружности с вы�
деленной точкой на линии котангенсов и взять точку пересечения проведен�
ного отрезка с окружностью). Множество соответствующих точек P

x
 единич�

ной окружности обозначено на рисунке 105 синей дугой 
1xP Pπ. Поскольку точ�

ка 
1xP  находится в верхней полуплоскости, то можно взять 1 6

arcctg 3 .x π= =
Таким образом, на одном периоде решениями данного неравенства являются

6
.xπ < < π  Через период π значение котангенса повторяется. Таким образом,

все остальные решения данного неравенства получаем прибавлением к най�

денным решениям чисел вида πk, где k ∈ Z. Ответ: 
6

, .k x k kπ + π < < π + π ∈Z Y

Аналогично предыдущим случаям при решении неравенства ctg x < 3  с ис�
пользованием графиков достаточно на одном периоде (например, на промежут�
ке (0; π)) записать те абсциссы, для которых соответствующие точки графика

функции y = ctg x находятся ниже прямой y = 3.  (На рисунке в таблице 41
соответствующие части графика функции y = ctg x выделены синими линиями.)

2. Способы решения более сложных тригонометрических неравенств так�
же проиллюстрируем на примерах.

Задача 5 Решите неравенство 2 25 1

4 4
sin sin 2 cos 2 .x x x+ <

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Рис. 105

X ( )25 1 cos2 1

4 2 4
1 cos 2 cos2 .x x x−⋅ + − <

Тогда 2 cos2 2x + 13 cos 2x – 7 > 0.
Замена: cos 2x = t дает неравенство

Используем равносильные преоб�
разования данного неравенства. Для
этого приведем его к алгебраическому
по схеме, аналогичной схеме решения
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Решая более сложные тригонометрические неравенства, можно также при�
менить метод интервалов, немного изменив его. Необходимость коррекции
известной схемы решения неравенств f (x) � 0 методом интервалов (с. 232)
связана с тем, что в случае, когда функция f (x) — тригонометрическая, она,
как правило, имеет бесконечное множество нулей (которые получаются при
целых значениях параметра). Поэтому, если пытаться обозначить нули на
ОДЗ, придется обозначить бесконечное их множество, что невозможно. Избе�
жать этого можно, если найти период функции f (x) (если он существует) и рас�
смотреть знак функции на каждом промежутке внутри одного периода.

Таким образом, метод интервалов для решения тригонометрических не�
равенств f (x) ����� 0 может применяться по схеме:

1. Найти ОДЗ неравенства.
2. Найти период функции f (x) (если он существует).
3. Найти нули функции (f (x) = 0).
4. Отметить нули на ОДЗ внутри одного периода и найти знак функции

в каждом из промежутков, на которые разбивается ОДЗ (внутри одного
периода).

5. Записать ответ (учитывая знак заданного неравенства и период функ�
ции f (x)).

Задача 6 Решите неравенство cos 2x m cos 3x – cos 4x.

X Решим данное неравенство методом интервалов. Для этого приведем его
к виду f (x) m 0:

cos 2х + cos 4х – cos 3x m 0.

1. ОДЗ: х — любое действительное число.
2. Как мы знаем, период функции cos х равен 2π. Тогда период функции cos 2x

будет 1
2

2
,T π= = π  период функции cos 3x — 2

2

3
T π= , а период функции

cos 4x — 3
2

4 2
.T π π= =

2t2 + 13t – 7 > 0, решение которого:

t < –7 или 1

2
t >  (см. рисунок).

Обратная замена дает: cos 2x < –7 (ре�

шений нет) или 
1

2
cos 2 .x >  Тогда

3 3
2 2 2 .n x nπ π− + π < < + π

Таким образом, 
6 6

,n x nπ π− + π < < + π
 n ∈ Z.Y

тригонометрических уравнений:
1) к одному аргументу (2x);
2) к одной функции (cos 2x);
3) проведем замену переменной
(cos 2x = t). После обратной замены
решим полученные простейшие три�
гонометрические неравенства.

§ 22. Решение тригонометрических неравенств
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На отрезке длиной 2π периоды Т
1
, Т

2
, Т

3
 помещаются целое число раз.

Тогда 2π будет общим периодом для всех этих трех функций, и поэтому 2π
является периодом функции f (x) = cos 2x + cos 4x – cos 3x.

3. Найдем нули этой функции: cos 2x + cos 4x – cos 3x = 0.
Тогда 2 cos 3x cos x – cos 3x = 0, cos 3x (2 cos x – 1) = 0.
Отсюда cos 3x  = 0 или 2 cos x – 1 = 0. Решая последние уравнения, получа�
ем 

6 3
,kx π π= +  k ∈ Z, или 

3
2 ,x kπ= ± + π  k ∈ Z.

4. Отметим все нули на периоде длиной 2π, например на отрезке от 0 до 2π,
и получим 9 промежутков (см. рисунок).

Находим знаки функции f (x) на каждом из промежутков. Для этого удоб�
но записать функцию  f (x) в виде произведения: f (x) = cos 3x (2 cos x – 1).

Ответ (записывается с учетом периода):

x k k k k k k∈ + +



 + +



 + +π π π π π ππ π π π π π

6 3 2

5

6

7

6

3

2
2 2 2 2 2 2; ; ;� �



�

� 5

3

11

6
2 2π ππ π+ +



k k; ,   k ∈ Z.Y

З а м е ч а н и е. При решении тригонометрических неравенств методом ин�
тервалов часто приходится находить знак функции в большом количестве
промежутков. Для того чтобы уменьшить объем работы, можно предложить
такой способ: следить за тем, через какой нуль мы проходим при переходе от
одного интервала к другому и изменяется ли знак заданной функции в этом
нуле.

В случае, когда функция f (x), которая стоит в левой части неравенства,
записана в виде произведения ϕ (x) ⋅ g (x), необходимо обращать внимание на
то, что знак произведения не меняется, если одновременно оба множителя
(функции ϕ (x) и g (x)) меняют знаки на противоположные.

Практически для использования этого свойства в случае, если левая часть
неравенства записана как произведение нескольких функций, нули каждого
множителя отмечают на промежутке разным цветом (так, как это сделано на
рисунке к задаче 6), или, если множителей только два, нули первого множи�
теля обозначают под осью, а нули второго — над осью.

Если у функций�множителей нет одинаковых нулей, то знак функции f (x)
меняется автоматически при переходе через каждый нуль (при условии, что
только одна из функций�множителей меняет знак при переходе через этот
нуль). В этом случае для нахождения всех знаков функции f (x) на периоде
достаточно найти ее знак только в одном промежутке, а в других расставить
знаки, чередуя их. Если же у функций�множителей есть одинаковые нули, то
при переходе через такой нуль знак произведения может не меняться, и это
учитывается при расстановке знаков.
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Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно решать простейшие тригонометриче�
ские неравенства с помощью: а) единичной окружности; б) графика соот�
ветствующей функции.

2. Всегда ли имеют решения неравенства: 1) sin x < a; 2) sin x > a; 3) cos x < a;
4) cos x > a; 5) tg x < a; 6) tg x > a; 7) ctg x < a; 8) ctg x > a? Могут ли быть
решениями каких�либо из этих неравенств все действительные числа?
Приведите примеры.

3. Какими способами можно решать тригонометрические неравенства, кото�
рые отличаются от простейших ? Приведите примеры.

Упражнения

Решите неравенство (1–14).

1. 1) 
1

2
sin ;x m 2) 2

2
sin ;x > − 3) sin x < –2; 4) 3

2
sin .xl

2. 1) 1

2
cos ;x > 2) 3

2
cos ;x < − 3) cos x m 3; 4) 2

2
cos .xl

3. 1) tg x < –1; 2) tg xl 3; 3) 3

3
tg ;x > 4) tg x m 1.

4. 1) ctg 3;x > − 2) ctg x l 1; 3) ctg x m –1; 4) 3

3
ctg .x <

5. 1) 2

2
sin 2 ;x > 2) 3

3 2
cos ;x m 3) 

2
tg 3;x −l 4) ctg 5x < 1.

6. 1) ( )3
2cos 2 1;x π− l 2) ( )4

3tg 3 3;x π+ <

3) ( )3 4
2sin 1;x π+ m 4) ( )6

2 cos 4 2.x π− >

7. 1) 
1

6 6 2
sin cos 3 cos sin 3 ;x xπ π− >     2) 

1

4
sin5 cos 5 ;x x m 3) sin x + cos x < 1.

8. 1) sin ;2
3

1

2
x −( ) <π

2) | tg x | > 1.

9. 1) sin cos ;4 4 2 3x x x+ > ctg 2) sin cos .4 4 2 3x x x− < tg 

10. 1) sin x > cos2 x; 2) cos2 x – sin2 x > sin 2x.
11. 1) cos 2x + 5 cos x + 3 l 0; 2) sin x < cos x.
12. 1) cos 2x + cos 6x > 1 + cos 8x; 2) sin x sin 7x > sin 3x sin 5x.

13. 1) sin cos ;x x> − 2) sin 1 sin2 .x x> −
14. 1) sin 9x – sin 5x + 2 sin2 x < 2 sin 2x + 1 – cos 2x;

2) 2 sin2 x – sin x + sin 3x < 1.

15. Найдите решения неравенства sin cos sin ,2x x x< −  которые удовлетво�

ряют условию | x | < π.

§ 22. Решение тригонометрических неравенств
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16. Найдите значения х на отрезке 0 m x m π, которые удовлетворяют неравен�

ству 
1

2
sin 2 cos 2sin .x x x− + l

17. Решите неравенство:
1) sin 4x > a(sin 3x – sin x); 2) a(cos x – sin x)2 + b cos2 x l 0.

Решите уравнение (1–8).

1. 1) sin2 x – 4 sin x = 5; 2) cos2 x + 5 cos x = 6;
3) 4 cos2 x + 4 sin x – 1 = 0; 4) 4 sin2 x – 4 cos x – 1 = 0.

2. 1) sin 2x + tg x = 0; 2) 
2

sin ctg 0;xx + =

3) 2 3 2 02sin sin ;x x− = 4) 2 3 2 02cos sin .x x+ =

3. 1) 
2

1 cos 2cos 0;xx+ − = 2) 
2

1 cos 2 sin 0;xx− − =

3) sin 3cos 0;x x− = 4) 3sin cos 0.x x+ =
4. 1) cos2 x – 3 cos x sin x + 1 = 0; 2) sin2 x + 3 cos x sin x + 1 = 0;

3) 2 + cos2 x = 2 sin x; 4) 3 – 3 cos x = 2 sin2 x.
5. 1) (1 + cos 4x) sin 2x = cos2 2x; 2) (1 – cos 4x) cos 2x = sin2 2x;

3) ( )2

2
5 sin 4 sin 4;x xπ+ + = 4) ( )2

2
6 cos 5 cos 7.x xπ+ − =

6. 1) 
2

1 cos 3sin 0;xx− − = 2) 
2

1 cos 3cos 0;xx+ + =

3) cos2 4x + 3 sin2 2x – 1 = 0; 4) cos2 4x + 3 cos2 2x – 1 = 0.

7. 1) ( )3

2
cos 3 2 sin ;x x= π + 2) ( )2

sin 3 2cos ;x xπ= −

3) 1 – cos 4x = sin 2x; 4) 1 + cos 4x = cos 2x.

8. 1) ( ) 3

2
1 cos sin 0;xx π +− π + − = 2) ( ) ( )3

2
sin 2 5sin 3 0;x xπ − + π − + =

3) ( ) ( )2

2
2 cos 2 3 cos 2;x xππ + − − = 4) 5 sin2 (1,5π – x) + 2 sin2 (π – x) = 2.

Найдите решение уравнения (9–10).
9. 1) sin x + cos x = 1 на интервале (–2π; 0);

2) sin x – cos x = 1 на интервале (0; 2π);
3) sin4 x – cos4 x = sin 2x на промежутке [0; 90°];

4) 2 2

2
sin cos cos xx x− + =  на промежутке [180°; 270°].

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 2
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10. 1) sin

1 cos
ctg 2x

x
x

+
+ =  на интервале ( )2

; ;π π

2) 
sin

1 cos 2
sinx x

x+
=  на промежутке [π; 2π];

3) 4 sin x sin 2x sin 3x = sin 4x на интервале ( )2
0; ;π

4) 4 cos x cos 2x sin 3x = sin 2х на интервале ( )3
0; .π

Решите уравнение (11–26).
11. 1) sin 6x – 2 sin 2x = 0; 2) cos 6x + 2 cos 2x = 0;

3) 2 2

2 2
cos cos 3 sin cos ;x xx x+ = − 4) sin2 x + sin 3x = cos2 x + sin x.

12. 1) 4 cos2 x – sin 2x = 1; 2) 2 1

2
3 sin sin 2 2;x x+ =

3) sin2 x + 14 sin x cos x = 15 cos2 x;  4) cos2 x – 12 cos x sin x = 13 sin2 x.

13. 1) 
1 cos 2

1 sin
0;

x

x

+
−

= 2) 
sin sin3

1 cos
0;x x

x

−
−

=

3) 
22sin 3sin

1 cos
0;x x

x

+
−

= 4) 
23cos 4cos

1 sin
0.x x

x

−
+

=

14. 1) 
cos cos 3

1 sin
0;

x x

x

+
+

=     2) sin sin3

1 cos
0;x x

x

−
+

=        3) 
cos 2

1 sin 2
0;

x

x+
=       4) 

sin 2

1 sin 2
0.

x

x−
=

15. 1) sin cos ;x x+ =3 1 2) 3 1sin cos ;x x− =
3) sin2 x = sin2 3x; 4) cos2 x = cos2 3x.

16. 1) 
sin 4 sin 2

cos 2
tg 2 ;

x x

x
x

+ = 2) 
cos 2 sin 4

sin 2
ctg 2 ;

x x

x
x

− =

3) 1+ =cos sin ;x x 4) 1− =cos sin .x x

17. 1) 4 4 5

8
sin cos ;x x+ = 2) sin4 x + cos4 x = sin 2x;

3) ( )2
cos 5 sin 2cos 3 ;x x xπ + + = 4) ( )3

2
cos 5 sin 9 3sin 2 0.x x x+ π − − =

18. 1) cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x = 0;
2) sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x = 0;
3) 5 sin 2x – 11(sin x + cos x) + 7 = 0;
4) sin 2z + 5(sin z + cos z) + 1 = 0.

19. 1) sin3 x cos 3x + cos3 x sin 3x + 0,375 = 0;

2) 3 3 2

4
cos cos 3 sin sin 3 ;z z z z+ =

3) ( ) ( ) 1

3 3 8
sin sin sin ;x x xπ π− + =   4) ( ) ( )3 3

8cos cos cos 1 0.x x xπ π− + + =

20. 1) sin2 x + sin2 2x = sin2 3x;           2) cos2 x + cos2 2x + cos2 3x + cos2 4x = 2;

3) cos sin ;3 1 3 3x x= −                    4) 3 sin x + 5 cos x = 4.

Дополнительные упражнения к разделу 2



260

РАЗДЕЛ 2. Тригонометрические уравнения и неравенства

21. 1) 1 4sin cos cos sin ;x x x x+ = − 2) cos2 sin4 sin cos ;x x x x− = −

3) 
tg 4 tg 2 5

tg 2 tg 4 2
0;

x x

x x
+ + = 4) 

ctg 2 ctg

ctg ctg 2
2 0.

x x

x x
+ + =

22. 1) ( )
6

arcsin 2,5 ;x π+ = 2) ( )2 6
arcsin 3 ;x π− =

3) (x2 – 4) arcsin x = 0; 4) ( )2 1

4
arccos 0.x x− =

23. 1) ( )arccos sin ;
4 2
xx π= + 2) ( )

4 2
arctg tg ;xx π− =

3) ( )
4

arcsin 3 2 ;x π− = − 4) ( )
3

arccos 2 3 .x π− =

24. 1) 
2

18
arcsin arccos ;x x π⋅ = 2) 

2

16
arctg arcctg ;x x π⋅ =

3) 3 arcsin x – π = 0; 4) ( )2
4 arctg 6 arctg .x xπ− − = π

25. 1) (arcsin x)2 – 4 arcsin x = 0; 2) (arccos x)2 – 5 arccos x = 0;

3) ( ) ( )
4

arctg 1 arctg 1 ;x x π+ + − = 4) ( )
2

arcsin 1 2 arcsin .x x π− − =

26. 1) tg sin ;x x= −2 2) − =tg cos ;x x2

3) cos sin ;x x= − 4) cos2 2sin .x x=

27. Найдите все значения х и у, удовлетворяющие уравнению:
1) 12 sin x + 5 cos x = 2y2 – 8y + 21;      2) 3 cos x – 4 sin x = 2y2 – 4y + 7;

3) 2

2

2tg
2

1 tg
2

4 5;

x

x
y y

+
= − + 4) 

2

2

2

1 tg
2

1 tg
2

2 4 3.

x

x
y y

−

+
= − +

Решите неравенство (28–36).

28. 1) 2 1

4
cos ;x > 2) 2 1

4
sin ;x <

3) 22sin 3sin 3 0;x x+ − > 4) 2 sin2 x – 3 sin x + 1 l 0.

29. 1) 
22cos cos 1

cos 1
0;

x x

x

+ −
−

> 2) 
22sin sin 1

sin 1
0;x x

x

+ −
−

>

3) 3 3 5

8
cos cos 3 sin sin 3 ;x x x x− > 4) 3 3 3

8
cos sin 3 cos 3 sin .x x x x+ <

30. 1) 4 4 1

3 3 2
sin cos ;x x+ > 2) 6 6 5

8
sin cos ;x x+ >

3) sin 3cos 1;x x+ > 4) 3sin3 cos3 1.x x+ >
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31. 1) ( )2tg 2 3 tg 2 3 0;x x+ − − < 2) 23tg 4tg 3 0;x x− + >

3) ctg2 x + ctg x l 0; 4) tg2 x – tg x m 0.
32. 1) tg x tg 3x < –1; 2) ctg x ctg 3x > –1;

3) 3 sin2 x – 2 sin x cos x – cos2 x m 0;

4) ( )2 22cos 2 3 1 cos sin 3sin 0.x x x x+ − − l

33. 1) 
( )sin 3 cos 2

6
sin 2

0;
x x

x

π−
m 2) cos x cos 2x cos 3x m 0;

3) ( )( )3 2cos 2sin 2 3 2sin 2 1 0;x x x− − − − l

4) cos2 2sin2  2 2cos ;x x x+ � 

34. 1) 3 sin 2x – 1 > sin x + cos x; 2) ( )cos 2 2 cos sin ;x x x−m

3) 
1 1 1

sin2 sin 4 sin8
0;

x x x
+ + < 4) 

1 1 1

sin sin2 sin3
.

x x x
− l

35. 1) 2 arccos x > arcsin x; 2) 2 arcsin x > arccos x;
3) 2 (arcsin x)2 – 3 arcsin x + 1 > 0; 4) (arccos x)2 – 6 arccos x + 8 < 0.

36. 1) sin (2x + 10°) + sin (x + 10°) – sin x < 0;

2) ( ) ( )2 3
ctg ctg 2 ctg 0;x x xπ π+ + + + >         3) ( ) ( )

33 3

32
arctg arcctg ;x x π+ >

4) arctg (3x2 – 3x + 1) < arcctg (3x2 – 3x + 1).

37. Найдите множество значений функции:

1) ( )( )3 arccos 0,125 cos sin ;y x x
π

= −        2) 
9 3 2 sin cos

4 2
arcsin .x xy + −

π

 =   
38. Найдите множество значений функции y = sin 2x, если:

1) х ∈ [arctg 0,5; arctg 3]; 2) 1

3
[arctg ;arctg 2];x∈

3) 5

12
arccos 0,8; ;x π ∈    4) 5 5

13 12
arccos ; .x π ∈   

39. Решите уравнение:
1) 7 tg x + cos2 x + 3 sin 2x = 1; 2) sin 2x + 1 = sin2 x + 6 ctg x.

40. При каких значениях а выражение 2 + cos x (5 cos x + a sin x) будет рав�
няться единице хотя бы при одном значении х?

41. При каких значениях а выражение 3 + sin x (2 sin x + a cos x) будет рав�
няться (–1) хотя бы при одном значении х?

Дополнительные упражнения к разделу 2
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Т а б л и ц а  42

3Раздел
Степенная функция

КОРЕНЬ n0й СТЕПЕНИ И ЕГО СВОЙСТВА§§§§§2323232323

1. Определение

Квадратный корень Корень n,й степени

Квадратным корнем из числа a
называется такое число b, квадрат
которого равен a.

Если a = b2 , то b — квадратный
корень из числа a.

Корнем n�й степени из числа a на�
зывается такое число b, n�я степень
которого равна a.

Если a = bn  (n ∈ N, n ≠ 1), то b —
корень n�й степени из числа a.

Арифметический корень — неотрицательное значение корня.

При a l 0   ,a  n a  — обозначения арифметического значения корня.

( )2
a a= ( )nn a a=

2. Область допустимых значений (ОДЗ)

Квадратный корень Корень n,й степени

a  существует только при а l 0.

2k a существует только при а lllll 0
(k ∈∈∈∈∈ N);

2 1k a+ существует при любых
значениях а.

3. Свойства корня n,й степени

п = 2k + 1 — нечетное число п = 2k — четное число

1) 2 1 2 1k ka a+ +− = −

2) 2 1 2 1n kn ka a a+ += = 2 2n kn ka a a= =
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П р о д о л ж.  т а б л.   42

Для произвольных значений п (n ∈ N, n ≠ 1)

При а l 0, b l 0   n nna b a b=   —
вынесение множителя из�под
знака корня

При а l 0, b l 0  n n na b a b=  —
внесение множителя под знак
корня

Значение корня из степени неотрицательного числа не изменится,
если показатель корня и показатель подкоренного выражения

умножить (или разделить) на одно и то же натуральное число.

8) При a l 0, b l 0     если a > b, то >n na b  .

4. Запись решений уравнения  xn = a  (n ∈ N)

п = 2k + 1 — нечетное (k ∈ N) п = 2k — четное (k ∈ N)

При любых значениях a
уравнение х2k + 1 = а имеет

единственный корень
2 1 .kx a+=

При a < 0
уравнение

x2k = a
не имеет
корней.

При a lllll 0 все
корни уравне�

ния x2k = a
можно записать

так: .kx a= ±2

Примеры

Уравнение х5 = 3 имеет

единственный корень 5 3.x =

Уравнение
х8 = –7

не имеет
корней.

Уравнение
х8 = 7

имеет корни
8 7.x = ±

Следствия

n k nka a=

( )k nn ka a=

n n nab a b= ⋅

3) При а l 0

4) При а l 0

5) При а l 0, b l 0

6) При а l 0, b > 0        
n

n
n

a a
b b

=

7) При а l 0       n nkm mka a=     — основное свойство корня
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РАЗДЕЛ 3. Степенная функция

Объяснение и обоснование

1. Определение корня n�й степени. Понятие корня квадратного из числа а
вам известно: это такое число, квадрат которого равен а. Аналогично опреде�
ляется и корень n�й степени из числа а, где п — произвольное натуральное
число, большее 1.

Корнем n�й степени из числа а называется такое число, п�я степень ко�
торого равна а.
Например, корень третьей степени из числа 27 равен 3, поскольку 33 = 27;

корень третьей степени из числа (–27) равен (–3), поскольку (–3)3 = –27. Чис�
ла 2 и (–2) являются корнями четвертой степени из 16, поскольку  24 = 16
и (–2)4 = 16.

При п = 2 и при п = 3 корни n�й степени называют также соответственно
квадратным и кубическим корнями.

Как и для квадратного корня, для корня n�й степени вводится понятие
арифметического корня.

Арифметическим корнем n�й степени из числа а называется неотрица�
тельное число, п�я степень которого равна а.
При а l 0 для арифметического значения корня n�й степени из числа а

существует специальное обозначение: ,n a  где число n называют показате�
лем корня, а само число a — подкоренным выражением. Знак n  и выраже�
ние n a  называют также радикалом.

Например, то, что корень третьей степени из числа 27 равен 3, записыва�

ется так: 3 27 3;=  то, что корень четвертой степени из 16 равен 2, записыва�

ется так: 4 16 2.=  Но для записи того, что корень четвертой степени из 16
равен (–2), обозначения нет.

При а < 0 значение корня n�й степени из числа а существует только при
нечетных значениях п (поскольку не существует такого действительного чис�
ла, четная степень которого будет отрицательным числом). В этом случае
корень нечетной степени п из числа а также обозначается .n a  Например, то,

что корень третьей степени из числа (–27) равен (–3), записывается так:
3 27 3.− = −  Поскольку (–3) — отрицательное число, то 3 27−  не является

арифметическим значением корня. Но корень нечетной степени из отрица�
тельного числа можно выразить через арифметическое значение корня с по�

мощью формулы                             + +− = −2 1 2 1k ka a   .

( Чтобы доказать приведенную формулу, заметим, что по определению кор�

ня n�й степени это равенство будет верным, если −( ) = −+ +
a ak

k
2 1

2 1
.  Действи�

тельно, ( ) ( ) ( )2 1 2 12 12 1 2 11 ,
k kkk ka a a

+ +++ +− = − ⋅ = −  а это и означает, что
2 1 2 1 .k ka a+ +− = − )

Например, 3 327 27 3;− = − = −  5 532 32 2.− = − = −
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Отметим, что значение +2 1k a  имеет тот же знак, что и число a, посколь�
ку при возведении в нечетную степень знак числа не меняется.

По определению корня n�й степени можно также записать, что в том слу�

чае, когда существует значение ,n a  выполняется равенство

( )n
n a a=      и, в частности, при a l 0      ( )2

  .a a=

2. Область допустимых значений выражений с корнями n�й степени. Корни
уравнения xn = a  (n ∈ N). Заметим, что

значение 2 1k a+  — корня нечетной степени из числа а — существует
при любых значениях а.

( Обоснуем это, например, для корня третьей степени. Обозначим 3 .a x=
Тогда по определению корня n�й степени x3 = a, и значение 3 a  будет суще�
ствовать, если уравнение x3 = a будет иметь решение.
 Изобразив графики функций y = x3 и y = a (рис. 106), увидим, что при
любых значениях a прямая y = a пересекает график функции y = x3 в одной
точке. Таким образом, при любом значении a существует единственное

значение 3 a  (поскольку функция y = x3 возрастает и принимает все значе�
ния от –× до +×). )

Аналогичное обоснование можно привести и для других корней нечетной
степени (см. графики и свойства функций вида y = x2k+1 в § 25).

Приведенные рассуждения позволяют записать решение уравнения хп = а
для нечетных значений п = 2k + 1: при любых значениях а уравнение x2k+1 = a

(k ∈∈∈∈∈ N) имеет единственный корень .kx a+= 2 1

Например, уравнение х5 = 3 имеет единственный корень 5 3,x =  а уравне�

ние х7 = –11 — единственный корень 7 11x = −  (учитывая, что 7 711 11− = − ,

корень уравнения х7 = –11 можно записать так: x = − )117 .

Значение 2k a  — корня четной степени из числа а — существует
только при а lllll 0.

Действительно, в этом случае, когда
2 ,k a x=  по определению корня n�й сте�
пени a = x2k. Таким образом, а l 0.

Для квадратного корня это также
можно обосновать, используя известный
график функции y = x2.

( Пусть ,a x=  тогда по определению
корня n�й степени x2 = a, и значение

a  будет существовать, если уравне�
ние x2 = a будет иметь решение.

§ 23. Корень n,й степени и его свойства

Рис. 106
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РАЗДЕЛ 3. Степенная функция

Изобразив графики функций y = x2 и y = a
(рис. 107), видим, что прямая y = a пере�
секает график функции y = x2 только при
a l 0 (причем, при a > 0 — в двух точках:

x a1 =  и x a2 = − ,  а при a = 0 — только
в одной точке x = 0). Таким образом, при
любых значениях a l 0 существует зна�

чение ,a  поскольку функция y = x2 при�
нимает все значения из промежутка
[0; +×). )

Рассмотрим решения уравнения xn = a
для четных значений n = 2k (k ∈ N).

Уравнение x2 = a при a < 0 не имеет
корней, поскольку квадрат любого числа не может быть отрицательным (на
рисунке 107 прямая у = а при a < 0 не пересекает график функции у = х2). Так
же и уравнение x2k = a (k ∈∈∈∈∈ N) при a < 0 не имеет корней (поскольку четная
степень любого числа не может быть отрицательной).

При a = 0 уравнение x2k = 0 (k ∈∈∈∈∈ N) имеет единственный корень x = 0
(поскольку четная степень любого отличного от нуля числа — число положи�
тельное, то есть не равное нулю, а 02k = 0).

При a > 0 по определению корня 2k�й степени ( )2
2 .

k
k a a=  Следовательно,

2kx a=  — корень уравнения x2k = a. Но ( ) ( )2 2
2 2 ,

k k
k ka a a− = =  поэтому 2kx a= − —

также корень уравнения x2k = a. Других корней это уравнение не имеет, по�
скольку свойства функции y = x2k аналогичны свойствам функции y = x2: при
x l 0 функция возрастает, таким образом, значение a она может принимать

только при одном значении аргумента x ak=( )2 .  Аналогично при x m 0 функ�
ция y = x2k убывает, поэтому значение a она может принимать только при

одном значении аргумента x ak= −( )2 .  Таким образом,

уравнение x2k = a при a > 0 имеет только два корня = ±2 .kx a
Например, уравнение x10 = –1 не имеет корней, а уравнение x6 = 5 имеет

корни 6 5.x = ±

3. Свойства корня n�й степени можно обосновать, опираясь на определение
корня n�й степени.

1) Формула   2 1 2 1k ka a+ +− = −    была обоснована на с. 264.

Обоснуем другие формулы, приведенные в таблице 42.

( Напомним, что по определению корня n�й степени для доказательства ра�

венства n A B=  (при A l 0, B l 0) достаточно проверить равенство Вп = А.

Рис. 107
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2) Выражение n na  рассмотрим отдельно при п = 2k + 1 (нечетное) и при п = 2k
(четное).

Если п — нечетное, то учитываем, что выражение n na  существует при

любых значениях а, и то, что знак 2 1 2 1n kn ka a+ +=  совпадает со знаком а.
Тогда по определению корня n�й степени получаем

2 1 2 1n kn ka a a+ += =   .

Если п — четное, то учитываем, что выражение 2 2n kn ka a=  обозначает

арифметическое значение корня n�й степени (таким образом, 2 2   0k ka l ) и
что | a |2k= a2k. Тогда

2 2n kn ka a a= =   .

3) Формулу
n k nka a=  при а l 0

обоснуем, рассматривая ее справа налево. Поскольку

( ) ( )( ) ( ) ,
knk n kn nk k ka a a a= = =  то по определению .nnk ka a=

4) Справедливость формулы

( )k nn ka a=  при а l 0

следует из равенства ( )( ) ( ) ( )( ) .
n kk kn n

n n n ka a a a= = =
5) Для обоснования формулы

n n nab a b= ⋅  при а l 0, b l 0

используем равенство ( ) ( ) ( ) .
n n n

n n n na b a b ab⋅ = =

6) Для обоснования формулы

n an
n

a
b b

=  при а l 0, b > 0

используем равенство 
( )
( )

.
n n

n n

nn n

a a a

bb b

  = =  
7) Основное свойство корня

n nkm mka a=  при а l 0

следует из равенства  ( ) ( )( ) ( ) .
knk n kn nm m m mka a a a= = = )

Например, 66 38 2 2= =  (показатель корня и показатель степени подко�
ренного выражения разделили на натуральное число 3).

§ 23. Корень n,й степени и его свойства
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РАЗДЕЛ 3. Степенная функция

С помощью формулы n n nab a b=  (а l 0, b l 0) можно получить важные
следствия: формулы вынесения множителя из�под знака корня или внесения
множителя под знак корня.

Действительно, при а l 0, b l 0  .n n n nn na b a b a b= ⋅ =  Рассматривая полу�
ченную формулу слева направо, имеем формулу вынесения неотрицательного
множителя из�под знака корня

n nna b a b=  ,

а справа налево — формулу внесения неотрицательного множителя под знак
корня

nn na b a b=   .

Например, 5 5 5 5596 32 3 2 3 2 3.= ⋅ = ⋅ =
8) Отметим еще одно свойство корней n�й степени:

для любых неотрицательных чисел a и b

 если a > b, то n na b>  .

( Докажем это методом от противного. Допустим, что   .n na bm  Тогда при

возведении обеих частей последнего неравенства с неотрицательными чле�
нами в n�ю степень (с сохранением знака неравенства) получаем верное
неравенство a m b. Это противоречит условию a > b. Таким образом, наше

предположение неверно, и .n na b> )

Например, учитывая, что 21 > 16, получаем 4 421 16.>  Поскольку 4 16 2,=
имеем 4 21 2.>

Обобщение свойств корня n�й степени*

Основная часть формул, которые выражают свойства корней n�й степени,
обоснована для неотрицательных значений подкоренных выражений. Но иногда
приходится выполнять преобразования выражений с корнями n�й степени и в
том случае, когда таких ограничений нет: например, извлекать корень квад�
ратный (или в общем случае корень четной степени) из произведения ab отри�

цательных чисел (a < 0, b < 0). Тогда ab > 0  и 2k ab  существует, но формулой

      n n nab a b=     (1)

воспользоваться нельзя: она обоснована только для неотрицательных значе�
ний a и b. Но в случае ab > 0 имеем ab = | ab | = | a |æ| b |, и теперь | a | > 0 и
| b | > 0. Следовательно, для извлечения корня из произведения | a |æ| b | можно
применить формулу (1).

Тогда при a < 0, b < 0 можем записать: 2 2 2 2 .= ⋅ = ⋅k k k kab a b a b

* Этот материал обязателен только для классов физико�математического профиля.
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Отметим, что полученная формула справедлива и при a l 0, b l 0, посколь�
ку в этом случае | a | = a  и  | b | = b. Таким образом,

при ab lllll 0    2 2 2k k kab a b= ⋅   .

Аналогично можно обобщить свойство 6:

при   0a
b

l   
2

2
2

k
k

k

aa

b b
=   .

Следует отметить, что в тех случаях, когда обоснование основных формул
можно повторить и для отрицательных значений a и b, такими формулами
можно пользоваться для любых а и b (из ОДЗ левой части формулы).

Например, для корней нечетной степени для любых значений a и b

        2 1 2 1 2 1  .k k kab a b+ + += ⋅     (2)

Действительно, выражения, стоящие в левой и правой частях этой форму�
лы, существуют при любых значениях a и b и выполняется равенство

( ) ( ) ( )2 +1 2 +1 2 +1
2 1 2 1 2 1 2 1 = .

k k k
k k k ka b a b ab+ + + +⋅ =

Тогда по определению корня (2k+1)�й степени выполняется и равенство (2).

Например, 3 3 3 315 15 5  a b a b a b= ⋅ =  при любых значениях a и b.
Но некоторые формулы не удается использовать для любых значений a и b.

Например, если мы по основному свойству корня запишем, что 6 32a a=  (по�
казатель корня и показатель степени подкоренного выражения разделили на
натуральное  число 2), то полученное равенство не является тождеством, по�
скольку при a = –1 (левая и правая часть этого равенства определены при всех

значениях a) имеем ( )2 36 1 1,− = −  то есть 1 = –1 — неверное равенство.

Таким образом, при делении показателя корня и показателя степени под�
коренного выражения на четное натуральное число необходимо обобщить
основное свойство корня. Для этого достаточно заметить, что
a2 = | a |2, и теперь основание степени подкоренного выражения | a | l 0, а зна�

чит можно применить основную формулу (свойство 7): 
26 62 3 .= =a a a

В общем случае, если при использовании основного свойства корня прихо�
дится делить показатель корня и показатель степени подкоренного выра�
жения на четное натуральное число, то в результате основание степени
подкоренного выражения приходится брать по модулю, то есть

2 2 mkn nkma a=   .

Аналогично можно обосновать и другие примеры использования основ�
ных свойств корней при любых значениях а и b (из ОДЗ левой части форму�
лы), которые приведены в таблице 43.

§ 23. Корень n,й степени и его свойства
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Т а б л и ц а  43

Основные формулы корня
п�й степени (только для

неотрицательных значений

а и b, то есть при 
0,

0

a

b


 
 

l
l

1. a an
n( ) =

2. n na a=

3. Корень из корня

    n k nka a=

4. Корень из произведения

    n n nab a b=

и произведение корней

    n n na b ab=
5. Корень из частного

      
n

n
n

a a

b b
=

и частное корней

     
n

n
n

a a

bb
=

6. Основное свойство
корня:

         
n nkm mka a=

и наоборот

7. Вынесение множителя
из�под знака корня

 n nna b a b=

8. Внесение множителя
под знак корня

      n n na b a b=

Можно ли применять основные формулы
для любых а и b из ОДЗ левой части формулы
(если нельзя — дается обобщенная формула)

корень нечетной
степени

корень четной степени

можно

можно

можно

можно

можно

можно

можно

можно,
если все корни

нечетной степе�
ни (то есть

переход
нечетная →
нечетная)

только для
неотрицательных а

2 2k ka a=

можно

2 2 2 k k kab a b=

2
2

2

k
k

k

aa
b b

=

Переход четная → четная
можно

Переход нечетная → четная

  при    0,

  при  0

nk mk m
n m

nk mk m

a a
a

a a

= 
− <

l

nk mk mna a=

n nna b a b=

 при   0,

 при 0,

n n
n

n n

a b a
a b

a b a

= 
− <

l

где b l 0

можно

можно

nk nmk ma a=

(b ≠ 0)
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З а м е ч а н и е. Под термином «переход», который использован в таблице
43, следует понимать переход в соответствующей формуле от корня n�й сте�
пени к корню т�й степени.

Если п и т оба четные, то такой переход коротко охарактеризован как
«переход четная → четная» (вида )84 2 4 .=a a

Если п и т оба нечетные, то в таблице записано, что выполнен «переход

нечетная → нечетная» (вида a a915 35= ).
Если п — нечетное число, а т — четное число, то в таблице указано, что

выполнен «переход нечетная → четная» (вида ( ) ( ) )3 65 102 2 .− = − −

Таким образом, если по условию задания на преобразование выражений с
корнями n�й степени (иррациональных выражений) известно, что все буквы
(которые входят в запись данного выражения) неотрицательные, то для преоб�
разования этого выражения можно пользоваться основными формулами, а если
такого условия нет, то приходится анализировать ОДЗ данного выражения и
только после этого принимать решение, какими формулами пользоваться —
основными или обобщенными.

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите значение выражения:

1) 4 625;      2) 3 1

27
;−      3) 5 32

243
.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 23. Корень n,й степени и его свойства

1) X 4 625 5,=  поскольку 54 = 625; Y

2)X 3 1 1

27 3
,− = −  поскольку ( )3

1 1

3 27
;− = − Y

3)X 5 32 2

243 3
,=  поскольку ( )5

2 32

3 243
.= Y

Используем определение корня

n�й степени. Запись n a b=  означает,
что bn = a.

Задача 2 Найдите значение выражения:

1) 3 27 125;⋅ 2) 4 42 8.⋅

К о м м е н т а р и й
Используем свойства корня n�й степени и учтем, что каждую формулу, ко�

торая выражает эти свойства, можно применять как слева направо, так и спра�
ва налево. Например, для решения задания 1 воспользуемся формулой

,n n nab a b= ⋅  а для решения задания 2 применим эту же формулу справа нале�

во, то есть: n n na b ab⋅ =  (при a l 0, b l 0).

Р е ш е н и е

1) X 33 327 125 27 125 3 5 15;⋅ = ⋅ = ⋅ = Y     2) X 4 4 4 42 8 2 8 16 2.⋅ = ⋅ = = Y
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Задача 3 Сравните числа:

1) 4 50  и 7; 2) 4 3  и 3 3.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1)X 4 427 7 49.= =  Так как 50 > 49,

 то 4 450 49,>  то есть 4 50 7;> Y

2)X 124 12 33 3 27,= =
   3 12 1243 3 81.= =

Поскольку 27 < 81, то
12 1227 81,<  то есть  34 3 3.< Y

Для сравнения данных чисел в
каждом задании достаточно привес�
ти все корни к одному показателю
корня и учесть, что для любых неот�
рицательных чисел a и b, если a > b,

то .n na b>

Задача 4 Представьте выражение в виде дроби, знаменатель которой
не содержит корня n�й степени:

1) 5

1

3
; 2) 

4

5 1
;

+
3*) 

1

1
.

a +

К о м м е н т а р и й

В задании 1 учтем, что 5 53 3,=  таким образом, после умножения числите�

ля и знаменателя данной дроби на 5 43  знаменатель можно будет записать
без знака радикала. В задании 2 достаточно числитель и знаменатель данной

дроби умножить на разность 5 1 0− ≠  (чтобы получить в знаменателе форму�
лу разности квадратов).

Но выполнение аналогичного преобразования в задании 3 связано с опреде�

ленными проблемами. ОДЗ выражения 
1

1a +
: а l 0 (следовательно, все

тождественные преобразования необходимо выполнять для всех значений

а l 0). Умножим числитель и знаменатель данной дроби на выражение 1.a −

По основному свойству дроби это можно сделать при 1 0,a − ≠  то есть при
а ≠ 1. Но значение а = 1 принадлежит ОДЗ исходного выражения, поэтому
выбранный нами способ решения приведет к сужению его ОДЗ. Действитель�

но, если записать, что ( )( )
1 1 1

11 1 1
,a a

aa a a

− −
−+ + −

= =  то это равенство не яв�

ляется тождеством, поскольку не выполняется для а = 1 из ОДЗ исходного
выражения. В этом случае, чтобы не допустить ошибок, можно пользоваться
таким  о р и е н т и р о м: если для тождественных преобразований (или для
решения уравнений и неравенств) приходится применять преобразования
(или формулы), приводящие к сужению ОДЗ исходного выражения, то зна�
чения, на которые сужается ОДЗ данного выражения, следует рассмотреть
отдельно.
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Р е ш е н и е

1) X
5 5 54 4 4

5 5 5 54 5

1 3 3 3

33 3 3 3
.

⋅
= = = Y

2) X
( )

( )( )
( )

( )
( )

2
2

4 4 5 1 4 5 1 4 5 1

45 1 5 1 5 1 5 1

5 1.− − −

+ + − −
= = = = − Y

3) XОбозначим 1

1
.

a
A

+
=  Тогда при a = 1 получаем 

1 1

21 1
.A

+
= =

    При а ≠ 1 (а l 0) имеем ( )( )
1 1 1

11 1 1
.a a

aa a a
A − −

−+ + −
= = =

Ответ: при а = 1 1

2
,A = при а ≠ 1 (а l 0) 1

1

a

a
A −

−
=

             (то есть ответ не может быть записан однозначно). Y

Задача 5 Упростите выражение:

1) 
3 3

6 6
;a b

a b

−

−
2) 

a ab

b ab

+

+
 при a > 0 и b > 0; 3*) .a ab

b ab

+

+

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 23. Корень n,й степени и его свойства

1) І способ

X
( ) ( )2 26 63 3

6 6 6 6

a ba b

a b a b

−−

− −
= =

( )( )6 6 6 6

6 6

6 6
.

a b a b

a b
a b

−

−

+
= = + Y

ІІ способ

X Обозначим 6 ,=a x  b y6 = ,  где

a l 0, b l 0. Тогда ( )2
3 6 2a a x= =

и b b y3 6
2

2= ( ) = .  Таким образом,

( )( )3 3 2 2

6 6

x y x yx ya b

x y x ya b

− +−−
− −−

= = =

= + = +x y a b6 6 .Y

2) X
( )
( )

2

2

a ab a a b

b ab b a b

+ +

+ +
= =

( )
( ) .a a b a a

bb a b b

+

+
= = = Y

В задании 1  ОДЗ данного выраже�

ния: a l 0, b l 0, 6 6 0.a b− ≠  Для
неотрицательных значений a и b мы
имеем право пользоваться всеми ос�
новными формулами преобразования
корней (как слева направо, так и спра�
ва налево).

При a l 0, b l 0 можно записать:

( )2
3 6a a=  и ( )2

3 6b b= . Тогда числи�

тель данной дроби можно разложить
на множители по формуле разности
квадратов.

Для того чтобы выделить в числи�
теле разность квадратов, можно так�

же выполнить замену a x b y6 6= =; .  

В задании 2 по условию a > 0 и b > 0,
поэтому мы имеем право воспользо�
ваться основными формулами преоб�
разования корней. Тогда

,ab a b=  ( )2
,=a a  ( )2

.b b=
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3) X Обозначим .a ab

b ab
A +

+
=

При 
0,

0

a

b





l
l  (и )0+ ≠b ab  имеем:

( )
( )

2

2

a a ba ab

b ab b a b
A

++

+ +
= = =

( )
( )

.
a a b a a

bb b a b

+

+
= = =

При 
0,

0

a

b




m
m  (и )0+ ≠b ab  имеем:

( )
( )

a a ba ab

b ab b a b
A

− − ++

+ − − +
= = =

( )
( )

( )
( )

2

2

a a b a a b

b b ab a b

− − + − − − − − + −

− − − − −− − + − −
= = =

.a a a

b bb

− −
−−

= − = − = −

Ответ:  1) при a l 0 и b > 0 ;a

b
A =

      2) при a m 0 и b < 0 (из ОДЗ)

      .a

b
A = − Y

В задании 3 ОДЗ данного выраже�

ния: ab l 0, 0.b ab+ ≠  Но ab l 0 при

0,

0

a

b





l
l

 или 
0,

0.

a

b





m
m

 При 
0,

0

a

b





l
l

 мы мо�

жем пользоваться всеми основными
формулами преобразования корней

(как в задании 2), а при 
0,

0

a

b





m
m

 при�

дется применить обобщенную форму�

лу =ab a b  и учесть, что при

a m 0 получаем (–a) l 0. Тогда можно

записать: a a a= − −( ) = − −( )2
.  Ана�

логично при b m 0 можно записать

b b b= − −( ) = − −( )2
.  Также следует

иметь в виду, что при a m 0  и b m 0
получаем | a | = –a  и  | b | = –b.

Записывая ответ, необходимо
учесть, что b = 0 не принадлежит ОДЗ
данного выражения.

Задача 6* Упростите выражение 34 2 .a a

К о м м е н т а р и й
В условии не сказано о том, что значения a неотрицательные, поэтому

придется сначала определить ОДЗ данного выражения.

Выражение 3 2a  существует при любых значениях a и является неотрица�
тельным. Выражение а4 также существует и неотрицательно при любых зна�
чениях a. Таким образом, при любых значениях a под знаком квадратного

корня будет находиться неотрицательное выражение 34 2.a a  То есть задан�
ное выражение существует при любых значениях a (ОДЗ: a ∈ R), и его преоб�
разование необходимо выполнить на всей ОДЗ.

Преобразование данного выражения возможно несколькими способами,
например: 1) сначала рассмотреть корень квадратный из произведения, а по�
том воспользоваться формулой корня из корня и основным свойством корня;
2) сначала внести выражение а4 под знак кубического корня, а затем также
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применить формулу корня из корня и основное свойство корня. Выполняя
преобразования каждым из этих способов, учитываем, что при любых a зна�
чения  a2 l 0 и a4 l 0 (а значит, для этих выражений можно пользоваться
основными формулами). Далее при использовании основного свойства корня
приходится делить показатель корня и показатель степени подкоренного вы�
ражения на четное натуральное число 2, поэтому в результате основание сте�
пени подкоренного выражения берем по модулю (поскольку a ∈ R).

Р е ш е н и е
І способ

X 23 3 6 64 2 4 2 2 2 2 2 3a a a a a a a a a a= ⋅ = = = .Y
ІІ способ

X 14 73 3 6 6 34 2 12 2 14a a a a a a a= ⋅ = = = =
6 6 23 3 23 3 3 .a a a a a a a a= ⋅ = = = Y

Вопросы для контроля

1. Дайте определение корня n�й степени из числа a. Приведите примеры.
2. Дайте определение арифметического корня n�й степени из числа a. Приве�

дите примеры.
3. При каких значениях a существуют выражения 2k a  и 2 1k a+  (k ∈ N)?
4. Запишите свойства корня n�й степени для неотрицательных значений под�

коренных выражений.
5*. Докажите свойства корня n�й степени для неотрицательных значений под�

коренных выражений.
6*. Какими свойствами корня n�й степени можно пользоваться при любых

значениях букв (из ОДЗ левой части соответствующей формулы)? Приве�
дите примеры использования основных формул и их обобщений.

7. При каких значениях a имеют корни уравнения:
1) x2k+1 = a (k ∈ N); 2) x2k = a (k ∈ N)?

8. Запишите все решения уравнения:
1) x2k+1 = a (k ∈ N); 2) x2k = a (k ∈ N): а) при a > 0; б) при a < 0; в) при a = 0.
Приведите примеры таких уравнений и решите их.

Упражнения

1. Проверьте, верно ли равенство:

1°) 3 64 4;=   2°) 9 1 1;− = −   3) 10 1024 2;=    4°) 25 0 0;=   5°) 5 32 2;− = −  6°) 13 1 1.=
2°. Вычислите:

1) 3 8;−       2) 4 1

16
;       3) 13 1;−        4) 5 32;       5) 3 125;       6) 4 81.

Найдите значение выражения (3–7).

3. 1°) 3 8 1000;⋅ 2°) 4 16 625;⋅ 3) 3 24 9;⋅ 4) 5 48 81.⋅

§ 23. Корень n,й степени и его свойства
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4. 1) 55 9 27;⋅ 2) 3 32 500;⋅ 3) 7 78 16;⋅ − 4) 4 45 125.⋅

5. 1) 
3

3

16

2
;− 2) 

4

4

729

9
; 3) 

3

3

625

5
;

−
4) 

6

6

1024

16
.

6°. 1) 3 3 37 11 ;⋅ 2) 6 6 62 3 ;⋅ 3) 7 7 73 5 ;⋅ 4) ( )5
5 51

2
10 .⋅

7°. 1) 5 10 152 3 ;⋅ 2) 3 6 95 2 ;⋅ 3) 0 1 3
4 84 , ;( ) 4) ( )30

10 201

3
6 .⋅

8. Сравните числа:

1°) 9 0,1  и 0; 2°) 111,3  и 1; 3) 4 23  и 5; 4) 5 4  и 3 3.
9°. При каких значениях x имеет смысл выражение:

1) 5 5 1;x + 2) 4 2 6;x − 3) 6 2;x + 4) 8 5 ?
x

10. Представьте выражение в виде дроби, знаменатель которой не содержит
корня n�й степени:

1) 
7

3

2
; 2) 

4

7 1
;

−
3*) 

1

3
;

a +
4*) 3 32

1

1
.

x x+ +
11. Вынесите множитель из�под знака корня (a > 0, b > 0):

1) 5 11 7;a b 2) 4 7 13;a b 3) 3 5 1427 ;a b− 4) 6 9 17128 .a b
12*. Вынесите множитель из�под знака корня:

1) 4 4 14;a b 2) 7 9 8;a b 3) 6 12 764 ;a b 4) 8 17 9.a b
13. Внесите множитель под знак корня (a > 0, b > 0):

1) 3 7;a 2) 4 ;b ab− 3) 7 5;ab 4) 2 6
11

.a

b
ab

14*. Внесите множитель под знак корня:

1) 4 7;a 2) 73 ;a ab 3) 6
5

2 ;b

a
ab 4) 8 33 .b b− −

Упростите выражение (15–17).

15. 1) 8 8a  при a < 0; 2) 5 5a  при a < 0;

3) 34 4 3a a−  при a > 0; 4) 67 7 6a a+  при a < 0.

16*. 1) 4 43 3 52 16 ;ab a b⋅ 2) 6 6 63 5 4 5 4;ab c a b c b c⋅ ⋅

3) 8 56 4 ;a a 4) 
4 3 5 23 2 .a a a

17. 1) 3

3 3
;a b

a b
ab−

−
− 2)  

4

4 44 4
;x y x xy

x y x y

− +

− +
−

3*) 
3 62 5

3 2

2 ,ab ab b

a b ab

− +

−
 где a > 0, b > 0, a ≠ b; 4*) 

3 6

3 6
.x xy

y xy

−

−

18°. Решите уравнение:
1) x3 = 7;     2) x6 = 3;     3) x5 = –5;    4) x8 = –13;    5) x4 = 16;    6) x3 = –64.
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ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ§§§§§2424242424
Т а б л и ц а  44

Понятие иррационального уравнения

Уравнения, в которых переменная находится под знаком корня, называ�
ются иррациональными. При решении заданное иррациональное уравне�
ние чаще всего сводят к рациональному уравнению с помощью некоторых
преобразований.

Решение иррациональных уравнений

1. С помощью возведения обеих частей уравнения в одну и ту же степень

При возведении обеих частей урав�
нения в нечетную степень получа�
ем уравнение, равносильное задан�
ному (на его ОДЗ).

При возведении обеих частей урав�
нения в четную степень  могут по�
явиться посторонние корни, кото�
рые отсеиваются проверкой.

Пример 1.

Решите уравнение 3 1 2.x − =

X ( )3
3 31 2 ,x − =
х – 1 = 8,

х = 9.

           Ответ: 9. Y

Пример 2.
Решите уравнение 2 3 .x x+ =

X ( )2
22 3 ,x x+ =

     х2 – 2х – 3 = 0, х
1
 = –1, х

2
 = 3.

П р о в е р к а.

При х = –1 имеем: 1 1= − — не�
верное равенство, следовательно,
х = –1 — посторонний корень.

При х = 3 имеем 9 3=  — верное
равенство, следовательно, х = 3 —
корень заданного уравнения.
Ответ: 3.Y

2. С помощью замены переменных

Если в уравнение переменная входит в одном и том же виде, то удобно
соответствующее выражение с переменной обозначить одной буквой (но�
вой переменной).

Пример 3.

Решите уравнение 3 32 2.x x+ =

X Обозначим  3 .x t=  Тогда 3 2 2.x t=
Получаем уравнение: t2 + t = 2,   t2 + t – 2 = 0,   t

1
 = 1, t

2
 = –2.

Выполняем обратную замену: 3 1,x =  тогда х = 1 или 3 2,x = −  откуда х = – 8.
Ответ: 1; –8.Y
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Объяснение и обоснование

Иррациональными уравнениями называют такие уравнения, в которых

переменная находится под знаком корня. Например, 2 5,x − =  3 2x x+ =  —
иррациональные уравнения.

Чаще всего решение иррациональных уравнений основывается на приведе�
нии данного уравнения с помощью некоторых преобразований к рациональному
уравнению. Как правило, это достигается с помощью возведения обеих частей
иррационального уравнения в одну и ту же степень (часто несколько раз).

Следует учитывать, что

при возведении обеих частей уравнения в нечетную степень всегда
получаем уравнение, равносильное заданному (на его ОДЗ).

Например, уравнение        3 7 3x + =     (1)

равносильно уравнению    x +( ) =7 33
3 3,     (2)

то есть уравнению х + 7 = 27. Отсюда х = 20.
Для обоснования равносильности уравнений (1) и (2) достаточно обра�

тить внимание на то, что равенства А = В  и  А3 = В3 могут быть верными
только одновременно, поскольку функция у = t3 является возрастающей
(на рисунке108 приведен ее график) и каждое свое значение принимает толь�
ко при одном значении аргумента t. Следовательно, все корни уравнения (1)
(которые обращают это уравнение в верное равенство) будут корнями и урав�
нения (2), и наоборот, все корни уравнения (2) будут корнями уравнения (1).
А это и означает, что уравнения (1) и (2) являются равносильными. Анало�
гично можно обосновать равносильность соответствующих уравнений и в
случае возведения обеих частей уравнения в одну и ту же произвольную не�
четную степень.

Если для решения иррационального уравнения обе части возвести в чет�
ную степень, то получаем уравнение�следствие — когда все корни первого
уравнения будут корнями второго, но второе уравнение может иметь корни,
которые не удовлетворяют данному уравнению. Такие корни называют по�

сторонними для данного уравнения.
Чтобы выяснить, являются ли получен�
ные числа корнями данного уравнения,
выполняют проверку полученных ре�
шений.

Например, для решения уравнения

         2x x= −     (3)
возведем обе его части в квадрат и полу�
чим уравнение

                x x( ) = −( )
2 2

2 .     (4)Рис. 108
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Учитывая, что x x( ) =
2

,  имеем х = 4 – 4х + х2, то есть х2 – 5х + 4 = 0.

Отсюда х
1
 = 1, х

2
 = 4.

Выполняем проверку. При х = 1 уравнение (3) обращается в верное равенство
1 2 1,= −  1 = 1. Значит, х = 1 является корнем уравнения (3).

При х = 4 получаем неверное равенство 4 2 4;= −  2 ≠ –2. Следовательно,
х = 4 — посторонний корень уравнения (3). То есть в ответ надо записать
только х = 1.

Появление постороннего корня связано с тем, что равенство А2 = В2 можно
получить при возведении в квадрат обеих частей равенства А = В или равен�
ства А = –В. Таким образом, выполнение равенства А2 = В2 еще не гарантиру�
ет выполнение равенства А = В. То есть корни уравнения (4) не обязательно
являются корнями уравнения (3) (но, конечно, каждый корень уравнения (3)
является корнем уравнения (4), поскольку при выполнении равенства А = В
обязательно выполняется и равенство А2 = В2).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение 3 5 1 4.x x+ + − =
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X 5 1 4 3,x x− = − +

5 1 4 3
2 2

x x−( ) = − +( ) ,

5 1 16 8 3 3,x x x− = − + + +

8 3 20 4 ;x x+ = −  2 3 5 ,x x+ = −

2 3 5
2 2

x x+( ) = −( ) ,
4(х + 3) = 25 – 10х + х2,
х2 – 14х + 13 = 0, х

1
 = 1, х

2
 = 13.

П р о в е р к а. х = 1 — корень

 ( )4 4 4, 4 4 ;+ = = х = 13 — посто�

ронний корень   ( )16 64 4 .+ ≠
Ответ: 1.Y

Изолируем один корень и возведем
обе части уравнения в квадрат — так
мы избавимся от одного из корней.

Затем снова изолируем корень и
снова возведем обе части уравнения в
квадрат — получим квадратное урав�
нение.

Поскольку при возведении в квад�
рат можно получить посторонние
корни, то в конце выполним провер�
ку полученных решений.

Задача 2 Решите уравнение 
8

6
6 2.

x
x

−
− − =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Пусть 6 ,x t− =  где t > 0.

Получаем  8 2.
t

t− =
Тогда t2 + 2t – 8 = 0.
Отсюда t1 = 2, t2 = –4.

Если в данное уравнение перемен�
ная входит в одном и том же виде

6 −( )x ,  то удобно это выражение с
переменной обозначить одной бук�

вой — новой переменной 6 − =( )x t .
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Задача 3* Решите уравнение 3 2 1 3.x x− + + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

t
1
 = 2 — удовлетворяет условию t > 0;

t
2
 = –4 — не удовлетворяет условию

                   t > 0.
Обратная замена дает:

6 2,x− =
6 – х = 4,

х = 2.

Ответ: 2.Y

Если зафиксировать ограничение
t > 0 (арифметическое значение

6   0x− l  и в знаменателе не может
стоять 0), то в результате замены и
приведения полученного уравнения к
квадратному будут выполняться рав�
носильные преобразования данного
уравнения.

Можно было не фиксировать огра�
ничение t > 0, но тогда в результате
преобразований получаем уравнения�
следствия, и найденные решения при�
дется проверять.

XПусть 
x u

x v

− =

+ =







2

1

3 ,

.
 Тогда 

3

2

2 ,

1 .

x u

x v

− =
 + =

Получаем систему 
3 2

3,

3.

u v

u v

+ =
 − = −

Из первого уравнения находим
v = 3 – u и подставляем во второе урав�
нение:

u3 – (3 – u)2 = –3,
u3 – (9 – 6u + u2) = –3,
u3 – u2 + 6u – 6 = 0,
u2 (u – 1) + 6 (u – 1) = 0,
(u – 1)(u2 + 6) = 0.

Учитывая, что u2 + 6 ≠ 0, получаем
u = 1. Тогда v = 2. Имеем систему

x

x

− =

+ =







2 1

1 2

3 ,

.

Из первого уравнения х = 3, что удов�
летворяет и второму уравнению.

Ответ: 3.Y

Некоторые иррациональные урав�
нения, которые содержат несколько
корней n�й степени, можно привести
к системе рациональных уравнений,
заменив каждый корень новой пере�
менной.

После замены 3 2 ,x u− = 1x v+ =
из данного уравнения получаем толь�
ко одно уравнение u + v = 3. Для по�
лучения второго уравнения запишем,
что по определению корня n�й степе�

ни 
3

2

2 ,

1 .

x u

x v

− =
 + =

 Вычтем из первого ра�

венства второе (чтобы избавиться от
переменной х) и получим еще одну
связь между u и v:  u3 – v2 = –3.

Полученную систему уравнений
решаем методом подстановки.

Выполняя обратную замену, необ�
ходимо выяснить, существует ли зна�
чение х, удовлетворяющее обоим со�
отношениям замены.
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При решении систем уравнений, содержащих иррациональные уравнения,
чаще всего используются традиционные методы решения систем уравнений:
метод подстановки и метод замены переменных. При этом следует учитывать,
что замена переменных (вместе с обратной заменой) всегда является равно�
сильным преобразованием (если при выбранной замене не происходит суже�
ния ОДЗ данного уравнения или системы). Но если для дальнейшего решения
уравнений, полученных в результате замены, мы будем пользоваться уравне�
ниями�следствиями, то можно получить посторонние решения, и тогда по�
лученные решения придется проверять.

Задача 4 Решите систему уравнений 
x y

x y

4 4 3

3

+ =

− =







,

.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 24. Иррациональные уравнения

X Замена 4 x u=  и y4 = v  дает

2 2

3,

3.

u

u

+ =
 − =

v

v
Из первого уравнения этой системы

 u = 3 – v.
Тогда из второго уравнения получаем

(3 – v)2 – v2 = 3.
Отсюда v = 1, тогда u = 2.

Обратная замена дает:

y4 1= ,  значит, y = 1;
4 2,x =  следовательно, x = 16.

Ответ: (16; 1).Y

Если обозначить 4 x u=  и y4 = v,

то 2x u=  и y = v2.  Тогда заданная
система будет равносильна алгеб�
раической системе, которую легко ре�
шить. После обратной замены полу�
чаем систему простейших иррацио�
нальных уравнений.

Так как замена и обратная замена
приводят к равносильным системам,
то решения заданной системы совпа�

дают с решениями системы 
x

y

4

4

2

1

=

=







,

,

то есть 
16,

1.

x

y

=
 =

Вопросы для контроля

1. Назовите основные методы решения иррациональных уравнений. Приве�
дите примеры применения соответствующих методов.

2. Объясните, почему для решения уравнений

x x25 53 4 0+ − = ,  3 6 2 0x x− − =
удобно применить замену переменной. Укажите замену для каждого урав�
нения.

3*. Обоснуйте, что при возведении обеих частей уравнения в нечетную степень
всегда получается уравнение, равносильное заданному.

4*. Объясните, почему при возведении обеих частей уравнения в четную сте�
пень могут появиться посторонние корни. Как отсеивают посторонние
корни?
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Упражнения

Решите уравнение (1–6).

1°. 1) 2 1;x − = 2) 1 3;x − = − 3) 3 1 3;x − = −

4) 3 2 125 5;x + = 5) 4 2 9 3.x − =

2. 1°) 1 5;x x+ = − 2) 3 2 4;x x− + =

3°) 3 3 ;x x x− = − 4) 3 3 0.x x x+ − =

3. 1) 2 2 5 3;x x− + + = 2) 2 20 15 5;x x− + + =

3) 3 1 4;x x− = + − 4) 2 6 2.x x+ − − =

4. 1°) 3 3 2 6 ;x x x− + = 2°) 3 3 5 ;x x x− + = −

3) 33 10 2;x− + = 4) 3 22 3 4 2.x x+ + − =

5. 1) 3 63 4;x x+ = 2) 42 2 2 3;x x− + − =

3) 843 1 1 4;x x+ + + = 4) 42 21 1 2.x x− + − =

6*. 1) 3 2 1 1;x x− = − − 2) 3 32 3 2 1 2.x x+ − + =
Решите систему уравнений (7 – 8).

7. 1) 
3 3

3 3

3 6,

2;

x y

x y

 + =


− =
2) 

2 3 7,

3 5;

x y

x y

 + =


− =

3) 
3,

2 7;

x y

x y

 + =


− =
4) 

2 7,

4.

x y

x y

 − =


=

8*. 1) 
3 3 4,

28;

x y

x y

 + =


+ =
2) 

4 4 2,

8;

 + + − =


+ − − =

x y x y

x y x y

3) 
3 6 2,

2 2 1;

x y

x y

 + + =


− + =
4) 

1 1,

2 2 2.

x y

x y y

 + − =


− + = −
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25.1. ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ СТЕПЕНИ
Т а б л и ц а  45

ОБОБЩЕНИЕ ПОНЯТИЯ СТЕПЕНИ.
СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ, ЕЕ СВОЙСТВА И ГРАФИК§§§§§2525252525

1. Степень с натуральным и целым показателем

a1 = a           
раз  

...n

n

a a a a= ⋅ ⋅ ⋅�����     а ∈ R, n ∈ N (n l 2)

a0 = 1    a ≠ 0           
1− =n
na

a    a ≠ 0, n ∈ N

2. Степень с дробным показателем

1

= nna a     a l 0
m

n mna a=      a > 0, n ∈ N (n l 2), m ∈ Z

3. Свойства степеней

a mæa n = a m + n

a m : a n = a m – n

(am)n = amn

(ab)n = anbn

( )n n

n

a a

b b
=

( ) ( )n n
a b

b a

−

=

Объяснение и обоснование

1. Вам известны понятия степеней с натуральным и целым показателями.
Напомним их определения и свойства.

Если n — натуральное число, большее, чем 1, то для любого действительного

числа a     
раз  

...n

n

a a a a= ⋅ ⋅ ⋅�����    , то есть an  равно произведению n сомножителей,

каждый из которых равен a.

При n = 1 считают, что    a1 = a  .

Если a ≠ 0, то    a0 = 1    и    1
n

n

a
a− =  , где n — натуральное число.

Например, (– 5)3 = (– 5)æ(– 5)æ(– 5) = –125, 3
3

1 1

2 8
2 .− = =

Вам известны также основные свойства степеней:

 amæan = am + n;      am : an = am – n;      (am)n = amn;      (ab)n = anbn;      ( ) .
n n

n

a a

b b
=
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Напомним еще одно полезное свойство

( ) ( ) ( )1 1 .
n nn

n n naa
nb b

a b b

b a a

−

= = = =

Обобщим понятия степени для выражений вида 
2
73 ,  60,2,

1 
35

−
 и т. п., то

есть для степеней с рациональными показателями. Соответствующее опре�
деление желательно дать так, чтобы степени с рациональными показателями
имели те же свойства, что и степени с целыми показателями.

Например, если мы хотим, чтобы выполнялось свойство (ap)q = apq, то должно

выполняться равенство a a a
m
n

n m
n

n m( ) = =
⋅

.  Но по определению корня n�й степе�

ни последнее равенство означает, что число 
m
na  является корнем n�й степени

из числа am. Это приводит нас к такому определению.

Степенью числа a > 0 с рациональным показателем ,m

n
r =  где m — целое

число, а n — натуральное число (n > 1), называется число .n ma

Также по определению принимаем, что при r > 0

    0r = 0   .

Например, по определению степени с рациональным показателем:
2

7 7273 3 9;= =      5 5
1
3 3= ;      

3 4 3 44 1
8

2 2 ;− −= =      
2
50 0.=

З а м е ч а н и е. Значение степени с рациональным показателем 
m
na  (где

n > 1) не определяется при a < 0.
Это объясняется тем, что рациональное число r можно представить разны�

ми способами в виде дроби: ,m mk

n nk
r = =  где k — любое натуральное число.

При а > 0, используя основное свойство корня и определение степени с

рациональным показателем, имеем .
m mk

n nkr m mkn nka a a a a= = = =  Таким обра�

зом, при а > 0 значение аr не зависит от формы записи r.

При а < 0 это свойство не удается сохранить. Например, если 1 2

3 6
,r = =  то

должно выполняться равенство 
1 2
3 6.a a=  Но при а  = –1 получаем

( )
1 1

33 31 1 1;a = − = − = −  ( ) ( )
2 2 26 66 61 1 1 1 1.a = − = − = = ≠ −  То есть при отрицатель�

ных значениях а имеем 
1 2
3 6,a a≠  и вследствие этого определение степени 

m
na

(где т — целое, п — натуральное, не равное 1) для отрицательных значений а
обычно не вводится.
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Покажем теперь, что для введенного определения степени с рациональ�
ным показателем сохраняются все свойства степеней с целыми показателями
(различие состоит в том, что приведенные далее свойства являются правиль�
ными только для положительных оснований).

Для любых рациональных чисел r и s и любых положительных чисел а и b
выполняются равенства:

1) aræas = ar + s;
2) ar : as = ar – s;
3) (ar)s = ars;
4) (ab)r = arbr;

5) ( ) .
r r

r

a a

b b
=

Для доказательства этих свойств достаточно воспользоваться определе�
нием степени с рациональным показателем и доказанными в § 23 свойствами
корня п�й степени.

( Пусть 
m

n
r =  и ,p

q
s =  где п и q — натуральные числа (большие 1), а т и р —

целые.
Тогда при а > 0 и b > 0 имеем:

1) a a a a a a a a ar s mn pq mqnq npnq mq npnq
mq np

nq r s⋅ = ⋅ = ⋅ = = =+
+

+ ;

2) : ;
mq npnqnr m mq mq

nqr s mq np r snqnq
s npq nqp np

a a a a

a aa a
a a a a a

−
− −= = = = = = =

3) ( ) ( )   
;

ms mss sn nr m ms rsn na a a a a a
⋅

= = = = =

4) ( ) ( ) ( ) ;
m mmr mn n n nm m m m r rn nnab ab ab a b a b a b a b= = = = ⋅ = ⋅ =

5) ( ) ( ) ( )  

 
.

mmr m nm m rnn
n n

m m rn m
n

a a a a a a a

b b b b bb b

= = = = = = )

Понятие степени с иррациональным показателем. Опишем в общих чер�
тах, как можно определить число aα для иррациональных α, когда a > 1. На�

пример, объясним, как можно понимать значение 32 .

Иррациональное число 3  можно представить в виде бесконечной деся�

тичной непериодической дроби: 3 1,7320508075... .=  Рассмотрим десятичные

приближения числа 3  с недостатком и с избытком:

§ 25. Обобщение понятия степени. Степенная функция, ее свойства и график
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1 3 2;< <
1,7 3 1,8;< <

1,73 3 1,74;< <

1,732 3 1,733;< <
1,7320 3 1,7321;< <

1,73205 3 1,73206;< <

1,732050 3 1,732051;< <
...

Будем считать, что когда 3r s< <  (где r и s – рациональные числа), то

значение 32  находится между соответствующими значениями 2r и 2s, а имен�

но: 32 2 2 .r s< <  Найдем с помощью калькулятора приближенные значения 2r

и 2s, выбирая как r и s приближенные значения 3  с недостатком и с избыт�
ком соответственно. Получаем соотношения:

1 3 22 2 2 ;< <
1,7 3 1,82 3,2490096 2 2 3,4822022;≈ < < ≈

1,73 3 1,742 3,3172782 2 2 3,3403517;≈ < < ≈
1,732 3 1,7332 3,3218801 2 2 3,3241834;≈ < < ≈

1,7320 3 1,73212 3,3218801 2 2 3,3221104;≈ < < ≈
1,73205 3 1,732062 3,3219952 2 2 3,3220182;≈ < < ≈

1,732050 3 1,7320512 3,3219952 2 2 3,3219975;≈ < < ≈
...

Как видим, значения 2r и 2s приближаются к одному и тому же числу

3,32199... . Это число и считается степенью 32 .  Таким образом,
32 3,32199....=

Значение 2
3,  вычисленное на калькуляторе, следующее: 2 3 3219973 ≈ , .

Можно доказать, что всегда, когда мы выбираем рациональные числа r, кото�
рые с недостатком приближаются к иррациональному числу α, и рациональные
числа s, с избытком приближающиеся к этому же иррациональному числу α,
для любого a > 1 существует, и притом только одно, число y, которое больше,
чем все ar, и меньше, чем все as. Это число y по определению и есть значение aα.

Аналогично определяется и степень с иррациональным показателем α для
0 < a < 1, только в случае, когда r < α < s при 0 < a < 1 считают, что as < aα < ar.
Кроме того, как и для рациональных показателей, по определению считают,
что  1ααααα = 1 для любого α и 0ααααα = 0 для всех α > 0.
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Примеры решения задач

Задача 1 Представьте выражение в виде степени с рациональным
показателем:

1) 3 57 ;       2) 4 35 ;−       3) 7 2a  при а l 0;      4*) 7 2.a
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 25. Обобщение понятия степени. Степенная функция, ее свойства и график

1) X
5

3 5 37 7 ;= Y

2) X
3

4 3 45 5 ;
−− = Y

3) X При  а l 0  
2

7 2 7;a a= Y

4) X
227 2 7 7 .a a a= = Y

По определению степени с рацио�
нальным показателем для а > 0

          .
m

n m na a=        (1)

Для задания 3 учтем, что выраже�

ние a
2
7  определено также и при а = 0.

В задании 4 при a < 0 мы не имеем
права пользоваться формулой (1). Но
если учесть, что а2 = | a |2, то для осно�
вания | a | формулой (1) уже можно
воспользоваться, поскольку | a | l 0.

Задача 2 Вычислите:  1) 
3
481 ;   2) 

2
7128 ;

−
  3*) ( )

1
38 .−

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Используем определение степени
с рациональным показателем:

,
m

n mna a=  где а > 0.

При выполнении задания 3 учитыва�

ем, что выражение 
m
na  не определено

при а < 0.

1)X ( )
3 34 3 34481 81 81 3 27;= = = = Y

2)X ( )
2 27  2 77128 128 128

−− −= = =
2 1

4
2 ;−= = Y

3*)X ( )
1
38−  не существует, поскольку

степень 
1
3a  определена только при

а l 0.Y

Задача 3 Упростите выражение:

1) 1 1
2 2

;a b

a b

−

−
2*) 2 1

3 3

27

3 9

.x

x x

+

− +

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X
( ) ( )2 21 1

2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

a b a b

a b a b−

−

−

−= =

( )( )1 1 1 1
1 12 2 2 2
2 2

1 1
2 2

;a b a b

a b

a b− +

−

= = + Y

Поскольку данные примеры содержат

выражения 
1
2,a  

1
2,b  

1
3,x  то а l 0, b l 0,

х l 0. Тогда в задании 1 неотрица�
тельные числа а и b можно предста�

вить как квадраты: ( )21
2 ,a a= b b= ( )1

2

2
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2*) X

 

( )

( )( )

31
33

2 1 2 1
3 3 3 3

1 2 1
13 3 3
3

2 1
3 3

27 3

3 9 3 9

3 3 9

3 9

3.

x x

x x x x

x x x

x x

x

+ +

− + − +

+ − +

− +

= =

= = + Y

и применить формулу разности квад�
ратов: х2 – у2 = (х – у)(х + у), а в зада�
нии 2 представить неотрицательное

число х как куб: x x= ( )1
3

3

 и приме�
нить формулу разложения суммы ку�
бов:

а3 + b3 = (а + b)(а2 – аb + b2).

Задача 4 Решите уравнение:        1) 3 2 1;x = 2*) 
2
3 1.x =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X x23 1= .  ОДЗ: х ∈ R,
      х2 = 1,
      х = ä1.
Ответ: ä1.Y

2*) X
2
3 1.x =  ОДЗ: х l 0,

     х2 = 1,
     х = ä1.
Учитывая ОДЗ, получаем х = 1.

Ответ: 1.Y

Область допустимых значений

уравнения x23 1=  — все действи�

тельные числа, а уравнения 
2
3 1x =  —

только х l 0.
При возведении обеих частей урав�

нения в куб получим уравнение, рав�
носильное данному на его ОДЗ. Таким
образом, первому уравнению удовлет�
воряют все найденные корни, а вто�
рому — только неотрицательные.

(В задании 1 также учтено, что

( )3
3 2 2,x x=  а в задании 2 — что

( ) )32 2  3 23 3 .x x x
⋅

= =
Вопросы для контроля

1. Дайте определение степени с натуральным показателем. Приведите при�
меры вычисления таких степеней.

2. Дайте определение степени с целым отрицательным показателем и с нуле�
вым показателем. Приведите примеры вычисления таких степеней. При
каких значениях а существуют значения выражений а0 и а–n, где n ∈ N?

3. Дайте определение степени с рациональным показателем ,m

n
r =  где т —

целое число, а п — натуральное, не равное 1. Приведите примеры вычисле�
ния таких степеней. При каких значениях а существуют значения выра�

жения ?
m
na  Укажите область допустимых значений выражений 

2
5a  и 

2
5.a

−

4. Запишите свойства степеней с рациональными показателями. Приведите
примеры использования этих свойств.

5*. Обоснуйте свойства степеней с рациональными показателями.
6*. Объясните на примере, как можно ввести понятие степени с иррациональ�

ным показателем.
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Упражнения

1°. Представьте выражение в виде корня из числа:

1) 
1
22 ;          2) 

2
53 ;

−
          3) 50,25;          4) 

3
74 ;

−
          5) 21,5;          6) 

2
37 .

−

2. Представьте выражение в виде степени с рациональным показателем:

1°) 6 53 ;    2°) 5 4;    3°) 97 ;−    4) 9 2a−  при a > 0;   5) 4 2b  при b l 0;   6*) 11 4.c

3°. Имеет ли смысл выражение:

1) ( )
1
23 ;− 2) (–5)–2; 3) 

2
74 ; 4) 0–5?

4. Найдите область допустимых значений выражения:

1) 
1
5;x      2) х–3;     3) x −( )−

1
2
3 ;      4) x +( )3

3
7 ;      5) (х2 – 1)0;     6) х3 – 5.

5. Найдите значение числового выражения:

1) 2430,4;     2) ( )
1

4 8

8

64

3
;

−

     3) 
5
416 ;      4) ( )

2
3 9

6

27

125
;      5) ( )

1
11 12
32 21

4
25 81 125 ;

− −
⋅ − ⋅

6) ( ) ( )
1 1

112 21 321 1

4 25
16 2 8 ;

− − −−⋅ − ⋅ ⋅        7) 
1

25

1

8

1
2 1

1
3 3

1
27 2 49( ) ⋅ − ( ) ⋅











−
−

−
− −

: ;

6. Разложите на множители:

1) ( ) ( )
11
33 ;ax ay+       2) 

1
2;a a−         3) 

1
23 3 ;+         4) a b a a b+ + +

1
2

1
2

1
2

1
2.

7. Сократите дробь:

1) 

1 1
2 2

;a b
a b

+
−

2) 

1
2 5

25
;p

p

−
−

3) 

1 1
2 2

3 3
2 2

;c c d d

c d

+ +

−
4) 2 1 1 2

3 3 3 3

.m n

m m n n

+

− +

Упростите выражение (8–9).

8. 1) ( )21 1
2 21 2 ;c c+ − 2) ( )21 1 1 1

2 2 2 22 ;x y x y− +

3) ( )( )( )1 1 1
4 4 21 1 1 ;x x x+ − + 4) ( )( )( )1 1 1 11 1

8 8 8 84 4 .k l k l k l+ + −

9. 1) 

1
2 4

16
;x

x
−

−
2) 1 1

3 3

;a b

a b

−

−
3) 2 1

3 3

8

2 4

;z

z z

−

+ +
4) 2 1 1 2

3 3 3 3

.a b

a a b b

+

− +

10. Решите уравнение:

1) 
3
5 1;x = 2) 

1
7 2;x = 3) 

2
5 2;x = 4) 5 2 2.x =

§ 25. Обобщение понятия степени. Степенная функция, ее свойства и график
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25.2. СТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯ, ЕЕ СВОЙСТВА И ГРАФИК

О п р е д е л е н и е. Функция вида у = хααααα, где ααααα — любое действитель�
ное число, называется степенной функцией.

Графики и свойства

График

1. у = хα, α — четное натуральное число

y = x2

y = x4 y = x2n,
n ∈ N

2. у = хα, α — нечетное натуральное число

y = x1 y = x3
y = x2n+1,

n ∈ N

3. у = хα, α — нечетное отрицательное число

1 1

x
y x−= = 3

3

1

x
y x−= = ( )2 1

2 1

1 ,n
nx

y x n− −
−= = ∈N
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Т а б л и ц а  46

Особый случай (α = 0)

Если α = 0, то
y = xα = x0 = 1 (при х ≠ 0).

функции у = хα  (при α ≠ 0)

Свойства

D (y) E (y)
четность

и нечетность
возрастание и убывание

(y = x2n, n ∈ N)

 R [0; +×) четная убывает на промежутке
(–×; 0],

возрастает на промежутке
[0; +×)

 (у = х и у = х2п + 1, п ∈ N)

 R  R нечетная возрастает

( )( )2 1
2 1

1 ,n
nx

y x n− −
−= = ∈N

х ≠ 0 у ≠ 0 нечетная
 убывает

на каждом
из промежутков

(–×; 0) и (0; +×)
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График

4. у = хα, α — четное отрицательное число

5. у = хα,

6. у = хα,

2
2

1

x
y x−= = 4

4

1

x
y x−= =

12
2

,n
nx

y x n−= = ∈N

y x=
1
2 y x=

3
2

у = хα (α > 0, α — нецелое)

y x= −1
2 y x= − 3

2

y = хα (α < 0, α — нецелое)

Графики и свойства

α > 1
0 < α < 1
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П р о д о л ж.  т а б л.   46

Свойства

D (y) E (y)
четность

и нечетность
возрастание и убывание

 х ≠ 0 (0; +×) четная
возрастает на промежутке

(–×; 0),
убывает на промежутке

(0; +×)

α — нецелое положительное число

[0; +×) [0; +×) ни четная,
ни нечетная

возрастает

(0; +×) (0; +×)
ни четная,

ни нечетная  убывает

( )2
2

1 ,n
nx

y x n−= = ∈ N

 α — нецелое отрицательное число

функции у = хα  (при α ≠ 0)
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Объяснение и обоснование

Степенными функциями называют функции вида у = хα, где α — любое
действительное число.

С некоторыми из таких функций вы уже ознакомились в курсе алгебры
7–9 классов. Это, например, функции у = х1 = х, у = х2, у = х3. При произволь�
ном натуральном α графики и свойства функции у = хα аналогичны извест�
ным вам графикам и свойствам указанных функций.

Описывая свойства степенных функций, выделим те характеристики функ�
ций, которые мы использовали в разделе 1: 1) область определения; 2) об�
ласть значений; 3) четность или нечетность; 4) точки пересечения с осями
координат; 5) промежутки знакопостоянства; 6) промежутки возрастания
и убывания; 7) наибольшее и наименьшее значения функции.

1. Функция вида y = xααααα (ααααα — четное натуральное число). Если α — четное
натуральное число, то функция у = х2п , п ∈ N, имеет свойства и график,
полностью аналогичные свойствам и графику функции у = х2.

Действительно, область определения функции у = х2п :   D (y) = R, посколь�
ку значение этой функции можно вычислить при любых значениях х.

Функция четная: если f (х) = х2п, то f (–х) = (–х)2п = х2п = f (х). Таким
образом, график функции у = х2п симметричен относительно оси Оу.

Поскольку при х = 0 значение у = 0, то график функции y = x2n всегда
проходит через начало координат.

На промежутке [0; +×) функция возрастает.
( Действительно, для неотрицательных значений x

1
 и x

2
 (x

1
 l 0, x

2
 l 0) при

x
2
 > x

1
 получаем x xn n

2
2

1
2> ,  поскольку, как известно из курса алгебры 9 клас�

са, при возведении обеих частей верного неравенства с неотрицательными
членами в четную степень (с сохранением знака неравенства) получаем вер�
ное неравенство. )

На промежутке (–×; 0] функция убывает.
( Действительно, для неположительных значений x

1
 и x

2
 (x

1
 m 0, x

2
 m 0),

если x
2
 > x

1
, то –x

2
< –x

1
 (и теперь –x

1
 l 0, –x

2
 l 0). Тогда (–x

2
)2n < (–x

1
)2n,

таким образом, x xn n
2
2

1
2< ,  то есть f (x

2
) < f (x

1
). )

Для нахождения области значений функции у = х2п, п ∈ N, составим уравне�

ние x2n = a. Оно имеет решения для всех а l 0 (тогда )2nx a= ±  и только при

таких значениях а. Все эти числа и составят область значений функции. Сле�
довательно, область значений данной функции: у l 0, то есть Е (у) = [0; +×).

Таким образом, для всех действительных значений x значение у l 0. Наи�
меньшее значение функции равно нулю (y = 0 при x = 0). Наибольшего значе�
ния функция не имеет.

Отметим также, что при x = 1 значение y = 12n = 1.



295

Учитывая свойства функции у = х2п, п ∈ N, получаем ее график (рис. 109).

2. Функция y = xααααα (ααααα — нечетное натуральное число). Если α — нечетное
натуральное число (α = 2n – 1, n ∈ N), то свойства функции y = х2n – 1, п ∈ N,
аналогичны свойствам функции y = x3.

Действительно, область определения функции y = х2n – 1, п ∈ N:  D (y) = R ,
поскольку значение этой функции можно вычислить при любых значениях х.

Функция нечетная: если f (х) = х2п–1, то f (–х) = (–х)2п–1 = –х2п–1 = –f (х).
Таким образом, график функции симметричен относительно начала коор�
динат.

Поскольку при х = 0 значение у = 0, то график функции у = х2п – 1 всегда
проходит через начало координат.

На всей области определения функция возрастает.

( Действительно, при x
2
 > x

1
 получаем x xn n

2
2 1

1
2 1− −> ,  поскольку при возведе�

нии обеих частей верного неравенства в нечетную степень (с сохранением
знака неравенства) получаем верное неравенство. )

Для нахождения области значений функции у = х2п–1, п ∈ N, составим
уравнение х2п–1 = a. Оно имеет решения для всех a ∈ R (при n = 1 получаем

x = a, а при n ≠ 1, п ∈ N, получаем x an= )−2 1 .  Таким образом, область значе�
ний данной функции:   y ∈ R, то есть Е (у) = R = (–×; +×).

Поэтому наименьшего и наибольшего значений функция не имеет.
Промежутки знакопостоянства: при x > 0 значение y = x2n – 1 > 0, а при

x < 0 значение y = x2n – 1 < 0.
Отметим также, что при x = 1 значение y = 12n – 1 = 1.
Как известно из курса алгебры и геометрии, графиком функции y = x1 = x

является прямая, проходящая через начало координат (рис. 110), а при дру�
гих нечетных натуральных α функция y = x2n + 1, п ∈ N, имеет график, анало�
гичный графику функции у = х3 (рис. 111).

3. Функция y = xααααα (ααααα — нечетное отрицательное число). Если α — нечетное
отрицательное число, то функция y = x–(2n – 1), п ∈ N, имеет свойства и график,

полностью аналогичные свойствам и графику функции 1 .
x

y =

§ 25. Обобщение понятия степени. Степенная функция, ее свойства и график

y = x2n,
n ∈ N

y = x1

y = x3 y = x2n+1,
n ∈ N

Рис. 109 Рис. 110 Рис. 111

а б
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Действительно, область определения функции ( )2 1
2 1

1 :n
nx

y x− −
−= =    х ≠ 0, то

есть D (y) = (–×; 0)�(0; +×), поскольку значение этой функции можно вы�
числить при любых значениях х, кроме x = 0.

Функция нечетная: при х ≠ 0, если f (x) = x–(2n – 1), то
f (–х) = (–х)–(2п – 1) = –х–(2п – 1) = –f (х).

Таким образом, график функции симметричен относительно начала коор�
динат.

Учитывая, что х ≠ 0 и y ≠ 0 ( )( )2 1
2 1

1 0 ,n
ny x

x
− −

−= = ≠  получаем, что

график функции y = x–(2n – 1) не пересекает оси координат.
На промежутке (0; +×) функция убывает.

( Действительно, для положительных значений x
1
 и x

2
 (x

1
 > 0, x

2
 > 0) при x

2
 > x

1

получаем x xn n
2
2 1

1
2 1− −> ,  тогда 

2 1 2 1
2 1

1 1 ,n n
x x

− −<  следовательно, x xn n
2

2 1
1

2 1− −( ) − −( )< . )

На промежутке (–×; 0) функция также убывает. Это следует из того, что
ее график симметричен относительно начала координат.

( Приведем еще и аналитическое обоснование: если x
1

< 0, x
2
 < 0 и x

2
 > x

1
,

то –x
2
 < –x

1
 (и теперь –x

1
 > 0, –x

2
 > 0). Тогда по обоснованному выше

(–x
2
)–2(n – 1) > (–x

1
)–2(n – 1), таким образом, − > −− −( ) − −( )

x xn n
2

2 1
1

2 1 .  Отсюда
x xn n

2
2 1

1
2 1− −( ) − −( )< . )

Для нахождения области значений функции y = x–(2n – 1), п ∈ N, составим

уравнение x–(2n – 1) = a, то есть 
2 1

1 .n
a

x − =  Оно имеет решения для всех а ≠ 0

(тогда 2 1 1n

a
x −=  при n ≠ 1 и 1

a
x =  при n = 1) и только при таких значениях а.

Все эти числа и составят область значений функции. Таким образом, область
значений заданной функции:   у ≠ 0, то есть Е (у) =(–×; 0)�(0; +×).

Поэтому наименьшего и наибольшего значений функция не имеет.
Промежутки знакопостоянства: при x > 0 значения y = x–(2n – 1) > 0, а при

x < 0 значения y = x–(2n – 1) < 0.
Отметим также, что при x = 1 значе�

ние y = 1–(2n – 1) = 1.
Учитывая свойства функции

y = x–(2n – 1), п ∈ N, получаем ее график
(рис. 112).

4. Функция y = xααααα (ααααα — четное от�
рицательное число). Если α — четное
отрицательное число, то функция
y = x–2n, п ∈ N, имеет свойства и гра�
фик, полностью аналогичные свой�

ствам и графику функции 2

1 .
x

y =

( )2 1
2 1

1 ,n
nx

y x

n

− −
−= =

∈ N

Рис. 112
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Действительно, область определения функции 2
2

1 :n
nx

y x−= =    х ≠ 0, то

есть D (y) = (–×; 0) � (0; +×), поскольку значение этой функции можно вы�
числить при любых значениях х, кроме x = 0.

Функция четная: при х ≠ 0, если f (x) = x–2n, то f (–х) = (–х)–2п = х– 2п = f (х).
Таким образом, график функции симметричен относительно оси Oy.

Учитывая, что при х ≠ 0 значение 2
2

1 0,n
nx

y x−= = >  получаем, что

график функции у = х2п не пересекает оси координат.
На промежутке (0; +×) функция убывает.

( Действительно, для положительных значений x
1
 и x

2
 (x

1
 > 0, x

2
 > 0) при x

2
 > x

1

получаем x xn n
2
2

1
2> ,  тогда  2 2

2 1

1 1 ,n n
x x

<  следовательно, x xn n
2

2
1

2− −< . )

На промежутке (–×; 0) функция возрастает.
( Это следует из того, что ее график симметричен относительно оси Oy. При�

ведем также и аналитическое обоснование: если x
1
 < 0, x

2
 < 0 и x

2 
> x

1
, то

–x
2
 < –x

1
 (и теперь –x

1 
> 0, –x

2 
> 0). Тогда по обоснованному выше

(–x
2
)–2n > (–x

1
)–2n, следовательно, x xn n

2
2

1
2− −> . )

Для нахождения области значений функции y = х– 2п, п ∈ N, составим урав�

нение х–2п = a, то есть 2

1 .nx
a=  Оно имеет решения для всех a > 0 (тогда 2 1n

a
x


= ± 

и только при таких значениях а. Все эти числа и составят область значений
функции. Таким образом, область значений заданной функции: y > 0, то есть
Е (у) = (0; +×).

Поэтому наименьшего и наибольшего значений функция не имеет.
Отметим также, что при x = 1 значение y = 1–2n = 1.
Учитывая свойства функции y = x–2n, п ∈ N, получаем ее график (рис. 113).

5. Функция y = xααααα (ααααα — нецелое положительное число). Если α — нецелое
положительное число, то функция y = xα (α > 0, α — нецелое) имеет область
определения:    х l 0, то есть D (y) = [0; +×), поскольку значение степени
с положительным нецелым показателем определено только для неотрицатель�
ных значений х.

Тогда область определения не�
симметрична относительно точки 0, и
функция не может быть ни четной, ни
нечетной.

Поскольку при х = 0 значение у = 0,
то график функции у = xα (α > 0) всегда
проходит через начало координат.

При x > 0 значение y = xα > 0.
Можно обосновать, что на всей об�

ласти определения функция y = xα

(α > 0) является возрастающей.

§ 25. Обобщение понятия степени. Степенная функция, ее свойства и график

12
2

,n
nx

y x n−= = ∈N

Рис. 113
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Для нахождения области значений
функции y = xα составим уравнение
xα = a. Оно имеет решения для всех

а l 0 (тогда )1

x aα=  и только при та�

ких значениях а. Все эти числа и со�
ставят область значений функции. Та�
ким образом, область значений данной
функции:  у l 0, то есть Е (у) = [0; +×).

Отметим также, что при x = 1 зна�
чение y = 1α =1.

При изображении графика функции y = xα (α > 0, α — нецелое) следует
учитывать, что при 0 < α < 1 график имеет вид, аналогичный графику y x=
(рис. 114)*, а при α > 1 — аналогичный правой ветви графика y = x2 (рис. 115).

6. Функция y = xααααα (ααααα — нецелое отрицательное число). Если α — нецелое
отрицательное число, то функция y = xα (α < 0, α — нецелое) имеет область
определения:    x > 0  (D (y) = (0; +×)), поскольку значение степени с отрицатель�
ным нецелым показателем определено только для положительных значений х.

Тогда область определения несимметрична относительно точки 0, и функ�
ция не может быть ни четной, ни нечетной.

Учитывая, что при x > 0 значения y = xα > 0 (то есть х ≠ 0 и у ≠ 0), получаем,
что график функции y = xα (α < 0) не пересекает оси координат.

На промежутке (0; +×) функция убывает, то есть для положительных

значений  x
1
 и x

2
 (x

1
 > 0, x

2
 > 0) при x

2
 > x

1
получаем x x2 1

α α< .

( Докажем это, например, для случая, когда α — отрицательное рациональ�

ное нецелое число ( m

n
α = −  — нецелое, m ∈ N, п ∈ N). При положительных

значениях x
1
 и x

2
 (x

1
 > 0, x

2
 > 0) при x

2
 > x

1
 , учитывая результаты иссле�

дования функции y = xα при целом отрицательном α, получаем x xm m
2 1
− −< .

Далее, учитывая то, что функция y tn=  при положительных значениях t

является возрастающей, имеем x xmn mn
2 1
− −< ,  тогда x x

m
n

m
n

2 1

− −
< .)

Можно обосновать, что и в том случае, когда α — отрицательное ирра�
циональное число, функция y = xα  также убывает на всей области определе�
ния (то есть при x > 0).

Для нахождения области значений функции y = xα составим уравнение

xα = a. Оно имеет решения для всех а > 0 (тогда )1

x aα=  и только при таких

значениях а. Все эти числа и составят область значений функции.

* Это более детально обосновано в учебнике для 11 класса.

у = хα (α > 1,
α — нецелое)

у = хα

(0< α < 1)

Рис. 115Рис. 114
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Примеры решения задач

Задача 1 Найдите область определения функции:

1) ( )
1
33 ;y x= − 2) ( )

1
21 .y x −= +

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Таким образом, область значений
заданной функции:     у > 0, то есть

Е (у) = (0; +×).
Отметим также, что при x = 1 зна�

чение y = 1α = 1.
Учитывая свойства функции y = xα

(α < 0), получаем ее график (рис. 116).

Особый случай. Если α = 0, то
функция y = xα = x0 = 1 при х ≠ 0 (на�
помним, что 00 — не определено) и ее
график — прямая y = 1 без точки (0; 1)
(рис. 117).

1) X х – 3 l 0, то есть х l 3, значит,
              D (y) = [3; +×).Y

2) X x + 1 > 0, то есть x > –1, следова�
тельно,              D (y) = (–1; +×).Y

Учтем, что выражение 
1
3a  опреде�

лено при a l 0, а выражение 
1
2a

−
 —

только при a > 0.

Задача 2 Постройте график функции:

1) у = х5 + 1; 2) ( )
1
32 .y x= +

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X Строим график функции у = х5,
а затем параллельно переносим его
вдоль оси Оy на +1.

Графики данных функций можно
получить из графиков функций:

1) у = х5,

2) 
1
3y x=

с помощью параллельного пере�
носа:

1) на +1 вдоль оси Оy;
2) на (–2) вдоль оси Оx.

Y

y = хα (α < 0,
α — нецелое)

Рис. 116 Рис. 117
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Вопросы для контроля

1. Пользуясь графиком соответствующей функции, охарактеризуйте свой�
ства функции вида у = xα , если: 1) α — четное натуральное число,
2) α — нечетное натуральное число, 3) α — нечетное отрицательное число,
4) α — четное отрицательное число, 5) α — нецелое отрицательное число,
6) α — нецелое положительное число.

2*. Обоснуйте свойства степенной функции в каждом из случаев, указанных
в задании 1.

Упражнения

1. Найдите область определения функции:

1°) у = х7; 2°) у = х–3; 3°) ( )
1
21 ;y x= −

4°) 
2
7;y x

−
= 5) ( )

5
2 3 ;y x x= − 6) ( )

9
2 21 .y x x

−
= − +

2. Постройте график функции:
1°) y = x4; 2°) у = х7; 3) у = х–3; 4) у = х–4;

5) 
1
4;y x= 6) 

5
4;y x= 7) y = (x + 1)4; 8*) y x= −

1
5 3;

9*) 
1
3 ;y x= 10*) y = | x5 – 1 |.

3. Постройте и сравните графики функций:

1) y x= 3  и y x=
1
3; 2) y x= 4  и 

1
4.y x=

4. Решите графически уравнение:

1) 
1
2 6 ;x x= − 2) 

1
23 ;x x

−
= 3) 

5
2 2 ;x x= − 4) x x

−
= −

1
4 2 1.

Проверьте подстановкой, что значение x действительно является корнем
уравнения.

5*. Докажите, что уравнения, приведенные в задании 4, не имеют других кор�
ней, кроме найденных графически.

2) X Строим график функции

y x=
1
3,  а затем параллельно пере�

носим его вдоль оси Оx на (–2).

Y

1
3y x=

1
3( 2)y x= +
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26.1. ПРИМЕНЕНИЕ СВОЙСТВ ФУНКЦИЙ
К РЕШЕНИЮ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Напомним основные идеи, которые используются при решении уравнений
с помощью свойств функций.

Т а б л и ц а  47

ПРИМЕНЕНИЕ СВОЙСТВ ФУНКЦИЙ
К РЕШЕНИЮ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ§§§§§2626262626

1. Конечная ОДЗ

Ориентир Пример

Если область допустимых значений
(ОДЗ) уравнения (неравенства или
системы) состоит из конечного чис�
ла значений, то для решения дос�
таточно проверить все эти значе�
ния.

423 2 6 2  +18.x x x− + = −

X ОДЗ: 
3 0,

6 2 0.

x

x

−
 −

l
l   Тогда 

3,

3.

x

x





l
m

Следовательно, ОДЗ:   х = 3.
П р о в е р к а. х = 3 — корень

( )40 18 0 18; 18 18 .+ = + =
Других корней нет, так как ОДЗ
принадлежит только одно число.

Ответ: 3.Y

2. Оценка значений левой и правой частей уравнения

Ориентир Пример

Если требуется решить уравне�
ние вида f (x) = g (x) и выяснилось,
что f (x) lllll a, g (x) mmmmm a, то равенство
между левой и правой частями
уравнения возможно лишь в слу�
чае, если f (x) и g (x) одновременно
равны а.

2 25 6 4 4.x x x x− + = − −
X Запишем заданное уравнение так:

( )2 25 6 4 4 ,x x x x− + = − − +

x x x2 2
5 6 2− + = − −( ) ,

( ) 2 5 6  0,f x x x= − + l
g (x) = –(х – 2)2 m 0.

Итак, заданное уравнение равно�

сильно системе 
x x

x

2

2

5 6 0

2 0

− + =

− −( ) =







,

.

Из второго уравнения получаем
х = 2, что удовлетворяет и первому
уравнению.
Ответ: 2.Y

f (x) l a
g (x) m a

( )

( )
,f x a

g x a

=
⇔  =

( ) ( )f x g x=
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П р о д о л ж.  т а б л.   47

3. Использование монотонности функций

Схема решения уравнения

1. Подбираем один или несколько корней уравнения.
2. Доказываем, что других корней это уравнение не имеет (используя тео�

ремы о корнях уравнения или оценку левой и правой частей уравнения).

Теоремы о корнях уравнения

1. Если в уравнении f (x) = a функция f (x)
возрастает (убывает) на некотором про�
межутке, то это уравнение может иметь
не более чем один корень на этом проме�
жутке.

Пример

Уравнение 32 3x x+ =  имеет единствен�

ный корень х = 1 1 2 1 33+ ⋅ =( ,  то есть

3 = 3), поскольку функция ( ) 3 2f x x x= +
возрастает (на всей области определения
х l 0) как сумма двух возрастающих функ�
ций.

2. Если в уравнении f (x) = g (x) функция
f (x) возрастает на некотором промежут�
ке, а функция g (x) убывает на этом же
промежутке (или наоборот), то это урав�
нение может иметь не более чем один
корень на этом промежутке.

Пример
Уравнение 6x x= −  имеет единствен�

ный корень х = 4 4 6 4= −( ,  2 = 2), по�

скольку ( )f x x=  возрастает (при х � 0),
а g (x) = 6 – х убывает.

Объяснение и обоснование

1. Использование конечности ОДЗ для решения иррациональных уравнений.
Основными способами решения иррациональных уравнений, которые исполь�
зуются в курсе алгебры и начал анализа, являются выполнение равносильных
преобразований уравнений или получение уравнений�следствий, позволяющих
привести данное уравнение к рациональному. Но иногда полученное рацио�
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нальное уравнение оказывается сложным для решения. Например, уравне�

ние 423 2 6 2  +18,x x x− + = −  приведенное в пункте 1 таблицы 47, можно при�

вести к рациональному, изолируя 4 6 2x−  и возводя обе части в четвертую

степень, а затем изолируя выражение, содержащее 3,x −  и возводя обе час�
ти в квадрат. Но в результате мы получим полное уравнение шестнадцатой
степени. В таких ситуациях попробуем применить известные нам методы ре�
шения уравнений, связанные с использованием свойств функций. В частно�

сти, в рассматриваемом уравнении ОДЗ определяется условиями 
3 0,

6 2 0.

x

x

−
 −

l
l

Отсюда получаем только одно значение х = 3, принадлежащее ОДЗ. По�
скольку любой корень уравнения принадлежит его ОДЗ, достаточно прове�
рить, являются ли числа, входящие в ОДЗ, корнями данного уравнения. Про�
верка показывает, что х = 3 — корень. Других корней быть не может, по�
скольку ОДЗ уравнения состоит только из одного значения х = 3.

Отметим, что в том случае, когда ОДЗ данного уравнения — пустое мно�
жество (не содержит ни одного числа), мы даже без проверки можем дать от�
вет, что уравнение не имеет корней. Например, если требуется решить урав�

нение 63 2 5 ,x x x− = − +  то его ОДЗ задается системой 
3 0,

2 0,

x

x

−
 −

l
l

 то есть сис�

темой 
3,

2,

x

x





l
m

 не имеющей решений. Таким образом, ОДЗ данного уравнения

не содержит ни одного числа, и поэтому это уравнение не имеет корней.

2. Оценка значений левой и правой частей уравнения. Иногда в тех случаях,
когда иррациональное уравнение приводится к громоздкому рациональному
(или совсем не приводится к рациональному), целесобразно попробовать оце�
нить значения функций, которые стоят в левой и правой частях уравнения.

Например, чтобы решить уравнение
4 2cos 1,x x x+ = −     (1)

достаточно с помощью равносильных преобразований записать его в виде:

( )4 21 cos ,x x x+ = − −  то есть 4 2sin .x x x+ = −  В левой части последнего урав�

нения стоит функция ( ) 4   0f x x x= + l  на всей области определения, а в пра�

вой — функция g (x) = –sin2 х m 0 при всех значениях х. Тогда равенство между
левой и правой частями уравнения возможно только в том случае, когда они
одновременно равны нулю. Таким образом, уравнение (1) равносильно системе

( )
( )

0,

0,

f x

g x

=


=
 то есть системе 

4

2

0,

sin 0.

x x

x

 + =


− =
    (2)

§ 26. Применение свойств функций к решению иррациональных уравнений
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Решим сначала первое уравнение этой системы. Учтем, что   0x l

и x4 0  l .  Сумма двух неотрицательных функций может равняться нулю
тогда и только тогда, когда каждое из слагаемых равно нулю. Таким обра�

зом, уравнение 4 0x x+ =  равносильно системе 
x

x

=

=







0

04

,

,
 имеющей един�

ственное решение x = 0. Это решение удовлетворяет и второму уравнению
системы (2) (действительно: –sin2 0 = 0, 0 = 0). Следовательно, система (2)
также имеет только одно решение x = 0. Значит, и уравнение (1) имеет един�
ственный корень x = 0.

3. Использование монотонности функций. Еще одним способом решения тех
иррациональных уравнений, которые приводятся к громоздким рациональ�
ным, является использование возрастания или убывания соответствующих
функций. Чаще всего это делается по такой схеме:

1) подбираем один или несколько корней уравнения;
2) доказываем, что других корней это уравнение не имеет.
Обоснование соответствующих свойств приведено в § 18 раздела 2, а при�

меры использования этого приема для решения иррациональных уравнений —
в таблице 47.

Упражнения

Решите уравнение (1–4).

1. 1) 6 42 2 21 2 2 2;x x x x− + = − + +

2) 82 2 22 5 6 10 2 12 3.x x x x x x+ − + = + − − −

2. 1) 4 2 316 2 ;x x x+ = − + 2) 61 1 ;x x x+ − = −

3) 21 1 ;
x

x x x+ = − − 4) 4

4

1

2
2 2 3 .

x
x x

−
− + = − −

3. 1) 64 2 31 1 1 0;x x x− + − + − = 2) 42 5 100 0.x y xy− + − + − =

4. 1) 37 3;x x− + = 2) 34 12 3 3;x x+ + − =

3) 3 42 1 2 6 8 ;x x x− + + = − 4) 3 5 2 .
x

x x+ =

5. Решите систему уравнений, используя свойства соответствующих функ�
ций:

1) 
3 3

4 4

,

2 2;

x x y y

x y

 + = +


− =
2) 

333 3 ,

4.

x y y x

x y

 − = −


+ =
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26.2. ПРИМЕРЫ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ДРУГИХ СПОСОБОВ РЕШЕНИЯ
ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Если при решении иррациональных уравнений мы используем уравнения�
следствия (как в § 24), то в конце приходится выполнять проверку получен�
ных корней. Но в тех случаях, когда эти решения — не рациональные числа,
проверка с помощью подстановки полученных значений в исходное уравнение
является достаточно сложной и требующей громоздких вычислений. Для та�
ких уравнений приходится применять равносильные преобразования на каж�
дом шагу решения. При этом необходимо помнить, что все равносильные пре�
образования уравнений или неравенств выполняются на ОДЗ данного уравне�
ния или неравенства (§ 17), поэтому, выполняя равносильные преобразова�
ния иррациональных уравнений, приходится учитывать ОДЗ данного урав�
нения. Достаточно часто в этих случаях используются также следующие рас�
суждения: для всех корней данного уравнения знаки левой и правой частей
уравнения совпадают, поскольку при подстановке в данное уравнение числа,
которое является его корнем, получаем верное числовое равенство. Исполь�
зуя последнее рассуждение, часто удается получить какое�нибудь дополни�
тельное условие для корней данного уравнения и выполнить равносильные
преобразования не на всей ОДЗ данного уравнения, а на некоторой его части.

Задача 1 Решите уравнение 2 1 1 1.x x+ − + =
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 26. Применение свойств функций к решению иррациональных уравнений

X ОДЗ: 
2 1 0,

1 0.

x

x

+
 +

l
l

Решение этой системы: 
1

2
.x −l

На ОДЗ данное уравнение равно�
сильно уравнениям:

2 1 1 1,x x+ = + +

( ) ( )2 2
2 1 1 1 ,x x+ = + +

2 1 1 2 1 1,x x x+ = + + + +
             1 2 1.x x− = +         (1)

Для всех корней уравнения (1)
                  х – 1 l 0.         (2)

При этом условии уравнение (1)
равносильно уравнениям:

( ) ( )22
1 2 1 ,x x− = +

х2 – 2х + 1 = 4(х + 1),
х2 – 6х – 3 = 0.

Выполним равносильные преобра�
зования данного уравнения.

Учитывая, что все равносильные
преобразования выполняются на
ОДЗ данного уравнения, зафиксиру�
ем его ОДЗ.

При переносе члена ( )1x− +  из
левой части уравнения в правую с про�
тивоположным знаком получаем
уравнение, равносильное данному.

В уравнении 2 1 1 1x x+ = + +
обе части неотрицательные, следова�
тельно, при возведении обеих частей
в квадрат получим уравнение, равно�
сильное данному, которое, в свою оче�
редь, равносильно уравнению (1).

Для всех корней уравнения (1) оно
является верным числовым равен�
ством. В этом равенстве правая часть
2 1 0x + l  — неотрицательное число,
тогда и левая часть является неотри�
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Задача 2 Решите уравнение 3 4 1 2 1 2.x x x x x+ − − + − − = +

К о м м е н т а р и й

Замена 1x t− =  позволяет заметить, что каждое выражение, стоящее под
знаком внешнего квадратного корня, является квадратом двучлена.

Применяя формулу 2 ,a a=  получаем уравнение с модулями, для реше�
ния которого используем план:

1) найти ОДЗ;
2) найти нули всех подмодульных функций;
3) отметить нули на ОДЗ и разбить ОДЗ на промежутки;
4) найти решения уравнения в каждом из промежутков.

Р е ш е н и е

X Пусть 1 ,x t− =  где t l 0. Тогда x – 1 = t2, x = t2 + 1.

Получаем уравнение 2 2 24 4 1 2 3,t t t t t+ − + + − = +

которое можно записать так: ( ) ( )2 2 22 1 3.t t t− + − = +  Отсюда

       | t – 2 | + | t –1 | = t2 + 3.     (1)
1) ОДЗ уравнения (1):    t ∈ R, но по смыслу задания это уравнение необходимо

решить при t l 0.
2) Нули подмодульных функций: t = 2 и t = 1.
3) Эти нули разбивают область t l 0 на три проме�

жутка, в каждом из которых каждая подмодуль�
ная функция имеет постоянный знак (см. рисунок).

Промежуток І. При t ∈ [0; 1] имеем уравнение
        –(t – 2) – (t – 1) = t2 + 3.

Тогда t2 + 2t = 0,  t = 0 или t = –2, но промежутку [0; 1] принадлежит
только t = 0.

Тогда 3 2 3.x = ±

x1 3 2 3= +  принадлежит ОДЗ и

удовлетворяет условию (2), таким об�
разом, является корнем данного урав�

нения; x2 3 2 3= −  принадлежит

ОДЗ, но не удовлетворяет условию (2),
а значит, не является корнем данно�
го уравнения.

Ответ: 3 2 2.+ Y

цательным числом, то есть х – 1 l 0
для всех корней. Тогда при усло�
вии (2) обе части уравнения (1) неот�
рицательные, таким образом, при
возведении обеих частей в квадрат
получаем равносильное уравнение.
Но после нахождения корней этого
уравнения необходимо проверить не
только то, входят ли они в ОДЗ, но и
удовлетворяют ли они условию (2).
Для такой проверки достаточно
взять приближенные значения кор�
ней х

1
 ≈ 6,4 и х

2
 ≈ –0,4.



307

Промежуток ІI. При t ∈ [1; 2] имеем уравнение
–(t – 2) + (t – 1) = t2 + 3, равносильное уравнению t2 = –2, не имеющему
корней. Таким образом, на промежутке [1; 2] корней нет.

Промежуток III. При t ∈ [2; +×) имеем уравнение (t – 2) + (t – 1) = t2 + 3, из
которого получаем уравнение t2 – 2t + 6 = 0, не имеющее корней. Таким
образом, на промежутке [2; +×) корней нет.
Объединяя полученные результаты, делаем вывод, что уравнение (1) име�

ет только один корень t = 0.
Выполняя обратную замену, получаем 1 0,x − =  откуда x = 1.

Ответ: 1.Y

Задача 3 Решите уравнение

( ) ( )( ) ( )2 23 336 3 6 2 3 2 2 3 0.x x x x− − − + + + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 26. Применение свойств функций к решению иррациональных уравнений

X Поскольку x = 6 не является кор�
нем данного уравнения, то при деле�
нии обеих частей уравнения на

( )23 6 0x − ≠  получаем равносильное

уравнение

( )2
33 2 3 2 3

6 6
1 3 2 0.x x

x x

+ +
− −

− + =

После замены 3 2 3

6

x

x
t +

−
=  имеем

уравнение 2t2 – 3t + 1 = 0, корни ко�
торого

t
1

= 1, 2
1

2
.t =

Выполнив обратную замену, полу�
чаем:

3 2 3

6
1x

x

+
−

=  или 3 2 3 1

6 2
,x

x

+
−

=

2 3

6
1x

x

+
−

=  или 2 3 1

6 8
,x

x

+
−

=

x = –9 или x = –2.

Ответ: –9; –2. Y

Если выполнить замену 3 6 ,x u− =
3 2 3 ,x v+ =  то получим уравнение

u2 – 3uv + 2v2 = 0, все члены которо�
го имеют одинаковую суммарную
степень * — два. Напомним, что та�
кое уравнение называется однород�
ным и решается делением обеих час�
тей на наивысшую степень одной из
переменных. Разделим обе части, на�

пример, на u2 (то есть на x −( ) )6
23 .

Чтобы при делении на выражение
с переменной не потерять корни урав�
нения, необходимо те значения пере�
менной, при которых это выраже�
ние равно нулю, рассмотреть от�
дельно. В данном уравнении надо под�
ставить значение х = 6 в исходное
уравнение (это можно выполнить ус�
тно, а в решение записать только по�
лученный результат). Для реализа�
ции полученного плана решения не
обязательно вводить переменные u и
v, достаточно заметить, что исходное
уравнение однородное, разделить обе

части на ( )23 6 ,x −  а уже затем ввести
новую переменную t.

* В определении однородного уравнения не учитывается член 0, который не имеет степени.
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Вопросы для контроля

1. Объясните, какие ограничения придется наложить на переменную х, чтобы
решить уравнение 2 6x x− = −  с помощью равносильных преобразований.

2. Приведите пример однородного иррационального уравнения. Составьте
план его решения.

Упражнения

1. Решите иррациональное уравнение с помощью равносильных преобразо�
ваний:

1) 3 2 5 ;x x− = − 2) 3 2 1 1;x x− − − =
3) 3 4 4 2 ;x x x+ + − = 4) 5 4 9.x x x+ + = +
Решите уравнение (2–5).

2. 1) 2 1 2 1 1;x x x x x+ − + − − = + 2) 3 2 4 4 4 1.x x x x− − − + − − =

3. 1) ( ) ( )2 23 3 3 21 2 1 3 1;x x x+ + − = − 2) ( )2 1 2 1 0.x x x x+ + − + =

4. 1) 4 21 2 3 2;x x x x− − − = − + 2) 3 32 3 2 1 2.x x+ − + =

5. 1) 
5 5 3

5 53

1 1

1 1
16;x x x

x x

− −

− −
+ = 2) 

3 3

1 1 1

3
.

x x x x+ −
+ =

РЕШЕНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ§§§§§2727272727
Т а б л и ц а  48

     Ориентир Пример

1. Метод интервалов (для неравенств вида f (x) � 0)

1) Найти ОДЗ неравенства.
2) Найти нули функции f (x)

(f (x) = 0).
3) Отметить нули функции на ОДЗ

и найти знак функции в каждом
из промежутков, на которые раз�
бивается ОДЗ.

4) Записать ответ, учитывая знак
неравенства.

4 2.x x+ > +
X Заданное неравенство равно�

сильно неравенству 4 2 0.x x+ − − >
Обозначим f x x x ( ) .= + − −4 2
ОДЗ: х + 4 l 0, то есть х l – 4.

Нули f (x): 4 2 0,x x+ − − =
4 2,x x+ = + х + 4 = х2 + 4х + 4,

х2 + 3х = 0, х
1

= 0 — корень, х
2
 = –3 —

посторонний корень.

Ответ: [–4; 0).
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§ 27. Решение иррациональных неравенств

П р о д о л ж.  т а б л.   48

2. Равносильные преобразования

1) При возведении обеих частей
неравенства в нечетную степень
(с сохранением знака неравен�
ства) получаем неравенство,
равносильное данному (на ОДЗ
данного неравенства).

3 2 1.x + < −
X ОДЗ: х ∈ R.
Данное неравенство равносильно
неравенствам:

( ) ( )3 33 2 1 ,x + < −  х + 2 < –1, х < –3.

Ответ: (–×; –3). Y

2) Если обе части неравенства не�
отрицательны, то при возведе�
нии обеих частей неравенства
в четную степень (с сохранени�
ем знака неравенства) получаем
неравенство, равносильное дан�
ному (на ОДЗ заданного неравен�
ства).

4 2 6 1.x − <
X ОДЗ: 2х – 6 l 0, то есть х l 3. Обе
части данного неравенства неотри�
цательны, следовательно, данное
неравенство равносильно (на его
ОДЗ) неравенствам:

( )4
4 42 6 1 ,x − <  2х – 6 < 1, 

7

2
.x <

Учитывая ОДЗ, получаем 7

2
3 .x <m

Ответ: )7

2
3; .

 Y

3) Если на ОДЗ заданного неравен�
ства какая�либо часть неравен�
ства может принимать как по�
ложительные, так и отрицатель�
ные значения, то прежде чем
возводить обе части неравенства
в четную степень, эти случаи не�
обходимо рассмотреть отдельно.

Например,

( ) ( )2k f gx x> ⇔

( )
( ) ( )2

0,
k

g x
f gx x

⇔  >

l
  или  

( )
( )

0,

0.

f x

g x




<

l

( ) ( )
( )
( )
( ) ( )

2

2

0,

0,

.

k

k

f x

f x g x g x

f x g x


< ⇔ >
 <

l

4 2.x x+ > +
X Данное неравенствао равносиль�

но совокупности систем:

x

x x

+

+( ) > +( )







2 0

4 2
2 2

  l ,
  или 

4 0,

2 0.

x

x

+
 + <

l

Тогда  
2

2,

3 0

x

x x

−
 + <

l
  или 

4,

2.

x

x

−
 < −

l

Решив неравенство х2 + 3х < 0, име�
ем –3 < х < 0 (см. рисунок).

Учитывая неравенство х l –2, полу�
чаем решение первой системы:
–2 m х < 0. Решение второй систе�
мы: –4 m х < –2. Объединяя эти ре�
шения, получаем ответ.

Ответ: [–4; 0). Y
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Объяснение и обоснование

1. Решение иррациональных неравенств методом интервалов. Общая схе�
ма решения неравенств методом интервалов объяснена в § 21 раздела 2, а при�
мер применения метода интервалов к решению иррациональных неравенств
приведен в таблице 48.

2. Равносильные преобразования иррациональных неравенств. Когда для
решения иррациональных неравенств используются равносильные преобра�
зования, то чаще всего с помощью возведения обеих частей неравенства в
одну и ту же степень данное неравенство приводится к рациональному нера�
венству. При этом необходимо иметь в виду следующие свойства:
1) Если обе части неравенства приходится возводить в нечетную степень, то

воспользуемся тем, что числовые неравенства A > B и A2k + 1 > B2k + 1 или
одновременно верны, или одновременно неверны. Тогда каждое решение
неравенства

       f (x) > g (x)     (1)
(которое обращает это неравенство в верное числовое неравенство) будет
также и решением неравенства

f2k + 1 (x) > g2k + 1 (x)     (2)

и, наоборот, каждое решение неравенства (2) будет также и решением не�
равенства (1), то есть неравенства (1) и (2) — равносильны. Таким обра�
зом, при возведении обеих частей неравенства в нечетную степень (с со�
хранением знака неравенства) получаем неравенство, равносильное дан�
ному (на ОДЗ данного).
Например,

2 1 2 1 ( )  ( )  ( ) ( )  .k kf x g x f x g x+ +> ⇔ >

2) Аналогично, если числа A и B неотрицательны (A l 0, B l 0), то числовые
неравенства A > B и A2k > B2k также или одновременно верны, или одновре�
менно неверны. Повторяя предыдущие рассуждения, имеем: если обе час�
ти неравенства неотрицательные, то при возведении обеих частей нера�
венства в четную степень (с сохранением знака неравенства) получаем
неравенство, равносильное данному (на ОДЗ данного).
Например, рассматривая неравенство

2  ( )  ( )k f x g x<     (3)

на его ОДЗ, где f (x) l 0, замечаем, что для всех решений неравенства (3)

левая часть неотрицательна (арифметический корень )2  ( )  0k f x l  и нера�
венство (3) может выполняться только при условии

                  g (x) > 0.     (4)

Если выполняется условие (4), то обе части неравенства (3) неотрицатель�
ны и при возведении в четную степень 2k получаем неравенство, равносиль�
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ное данному: f (x) < g2k (x) (при условии, что учитывается ОДЗ данного нера�
венства и условие (4)). Таким образом,

2

2

 ( )  0,

 ( )  ( )  ( ) 0,

 ( ) ( )    .

l
k

k

f x

f x g x g x

f x g x


< ⇔ >
 <

3) Если с помощью равносильных преобразований требуется решить нера�
венство

  2  ( )  ( )k f x g x>     (5)

на его ОДЗ, где f (x) l 0, то для правой части этого неравенства рассмотрим
два случая: а) g (x) < 0; б) g (x) l 0.
а) При g (x) < 0 неравенство (5) выполняется для всех х из ОДЗ данного

неравенства, то есть при f (x) l 0.
б) При g (x) l 0 обе части неравенства (5) неотрицательны, и при возведе�

нии в четную степень 2k получаем неравенство, равносильное данному:

       f (x) > g2k (x).     (6)

Отметим, что для всех решений неравенства (6) ограничение ОДЗ данного
неравенства f (x) l 0 выполняется автоматически; таким образом, при g (x) l 0
достаточно записать только неравенство (6).

Объединяя полученные результаты, делаем вывод:

2
2

 ( )  0,
 ( )  ( )

 ( ) ( )

l
k

k

g x
f x g x

f x g x
> ⇔  >

 или 
 ( )  0,

 ( ) 0   .

lf x

g x

 <

Примеры решения задач

Задача 1 Решите неравенство 3 1 2 1.x x x+ − − > −

К о м м е н т а р и й

Приведем неравенство к виду f (x) > 0 и решим его методом интервалов.
Для нахождения нулей функции f (x) используем уравнения�следствия. Что�
бы исключить посторонние корни, выполним проверку полученных корней.

Р е ш е н и е

X Данное неравенство равносильно неравенству 3 1 2 1 0.x x x+ − − − − >
Обозначим f x x x x ( ) .= + − − − −3 1 2 1

1. ОДЗ: 

3  0,

1  0,

2 1  0.

x

x

x

+
 −
 −

l
l
l

  Тогда 
1

2

  3,

  1,

  ,

x

x

x

−





l
l

l

   то есть х l 1.

§ 27. Решение иррациональных неравенств
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2. Нули функции f (x): 3 1 2 1 0.x x x+ − − − − =  Тогда

3 1 2 1,x x x+ − − = −  ( ) ( )2 2
3 1 2 1 ,x x x+ − − = −

3 2 3 1 1 2 1,x x x x x+ − + ⋅ − + − = −  2 3 1 3.x x+ ⋅ − =
Возводим обе части последнего уравнения в квадрат:

4(х + 3)(х – 1) = 9,  4х2 + 8х – 21 = 0,

1
3

2
x = = 1,5 — корень, 2

7

2
x = −  — посторонний корень.

3. Разбиваем ОДЗ точкой 1,5 на два промежутка и на�

ходим знак f (x) в каждом из промежутков (см. рису�
нок).

Ответ:  [1; 1,5).Y

Задача 2 Решите неравенство 
3 8 2.x

x
x+ > −

I способ (метод интервалов)

К о м м е н т а р и й

Приведем данное неравенство к виду f (x) > 0 и решим его методом интерва�
лов. При нахождении ОДЗ данного неравенства для решения неравенства

3 8 0x

x

+ l  также используем метод интервалов (ОДЗ: х ≠ 0; 
3

8 0x
x
+ =  при х = –2).

Для нахождения нулей функции f (x) используем уравнения�следствия.
Хотя функция f (x) не имеет нулей, но и в этом случае метод интервалов мож�

но использовать. Только в этом случае интервалы знакопостоянства функции
f (x) совпадают с интервалами, из которых состоит ее область определения.

Р е ш е н и е

X Данное неравенство равносильно неравенству

3 8 2 0.x

x
x+ − + >     (1)

Обозначим 
3 8( ) 2.x

x
f x x+= − +

1. ОДЗ: 

3 8  0,

0.

x
x

x

+

 ≠

l
 Решим неравенство 

3 8 0x

x

+ l

методом интервалов (см. рисунок).
Получаем: х ∈ (–×; –2]�(0; +×).

2. Нули функции f (x): 
3 8 2 0.x

x
x+ − + =  Тогда
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3 8 2,x

x
x+ = −    

3
28 4 4,x

x
x x+ = − +    х3 + 8 = х3 – 4х2 + 4х,

4х2 – 4х + 8 = 0 — корней нет (D < 0).
3. ОДЗ неравенства (1) разбивается на два промежут�

ка, в которых функция f (x) имеет знаки, указан�
ные на рисунке.

Ответ: (–×; –2] � (0; +×). Y

ІІ способ (равносильные преобразования)

К о м м е н т а р и й

Для решения используем равносильные преобразования (с. 311):

2
2

 ( )  0,
 ( )  ( )

 ( ) ( )
k

k

g x
f x g x

f x g x

> ⇔  >

l
 или 

 ( )  0,

 ( ) 0.

f x

g x


 <

l

Чтобы решить полученное промежуточное неравенство 
3 8 0,x

x

+ l  учтем ус�

ловия, при  которых эта дробь будет неотрицательной.
В конце, объединяя полученные решения, записываем ответ.

Р е ш е н и е

X
( )

3

3 2
8

8

2  0,
2     

2
x

xx
x

x
x

x
+

+

−> − ⇔  > −

l
или 

3

3
2

8

8

  2,  0,
      

4 42 0

x
x x

x

x

x xx

+

+

  ⇔  > − + − < 

ll

или  

3

2

8

4 4 8

  2,  0,
        

02

x
x x x

x

x

x

+

− +

  ⇔  > < 

ll
  или  

3 8  0,

0,

2,

x

x

x

+
 >
 <

l

 или 

3 8  0,

0,

2.

x

x

x

+
 <
 <

m

Учитывая, что  4х2 – 4х + 8 > 0  при всех значениях х (D < 0 и а = 4 > 0),
получаем, что последняя совокупность трех систем равносильна совокупно�

сти: 
2,

0

x

x


 >

l
 или  

  2,

0,

2

x

x

x

−
 >
 <

l

 или 

  2,

0,

2

x

x

x

−
 <
 <

m
    ⇔     х l 2 или 0 < x < 2 или х m –2     ⇔

⇔     х m –2 или х > 0.

Ответ: (–×; –2] � (0; +×). Y

З а м е ч а н и е. Записывая приведенное решение, знаки равносильности
(⇔) можно не ставить, достаточно вначале записать фразу: «Выполним рав�
носильные преобразования данного неравенства».

§ 27. Решение иррациональных неравенств
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Задача 3 Решите неравенство

3 9 4 3 5 3 14 6 3 5   1.x x x x+ − + + + − + m     (1)

К о м м е н т а р и й

Замена 3 5x t+ =  позволяет заметить, что каждое выражение, стоящее
под знаком внешнего квадратного корня, является квадратом двучлена.

Применяя формулу 2   ,a a=  получаем неравенство с модулями, для ре�
шения которого используем план:

1) найти ОДЗ;
2) найти нули всех подмодульных функций;
3) отметить нули на ОДЗ и разбить ОДЗ на промежутки;
4) найти решения неравенства в каждом из промежутков.

Р е ш е н и е

X Пусть 3 5 ,x t+ =  где t l 0. Тогда 3x + 5 = t2, 3x = t2 – 5.

Получаем неравенство 2 24 4 9 6   1,t t t t+ − + + − m  которое можно записать так:

t t−( ) + −( )2 3 1
2 2

  m .  Получаем
| t – 2 | + | t – 3 | m 1.     (2)

1. ОДЗ неравенства (2): t ∈ R, но по смыслу задания это неравенство необхо�
димо решить при t l 0.

2. Нули подмодульных функций: t = 2 и t = 3.
3. Эти нули разбивают область t l 0 на три промежут�

ка, в каждом из которых каждая подмодульная
функция имеет постоянный знак (см. рисунок).

Промежуток І. При t ∈ [0; 2] имеем неравенство
–(t – 2) – (t – 3) m 1, из которого получаем t l 2, но промежутку [0; 2]
принадлежит только  t = 2.

Промежуток ІI. При t ∈ [2; 3] имеем неравенство
(t – 2) – (t – 3) m 1, равносильное неравенству  0æt m 0, которое выполняет�
ся при любых значениях t. Таким образом, на промежутке [2; 3] решения�
ми неравенства будут все значения t  из этого промежутка (2 m t m 3).

Промежуток III. При t ∈ [3; +×) имеем неравенство
(t – 2) + (t – 3) m 1, из которого получаем  t m 3, но промежутку [3; +×)
принадлежит только значение t = 3.
Объединяя полученные результаты, делаем вывод, что решениями нера�

венства (2)  будут все значения t, такие, что: 2 m t m 3.

Выполняя обратную замену, имеем 2  3 5  3,x +m m  откуда 4 m 3x + 5 m 9.

Тогда 
1 4

3 3
.x− m m

Ответ: 
1 4
3 3

; . −   Y
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Вопросы для контроля

1. Назовите основные методы решения иррациональных неравенств.
2. Назовите основные этапы решения иррационального неравенства мето�

дом интервалов.
3. Обоснуйте справедливость следующих равносильных преобразований:

1) 2 1 2 1 ( )  ( )  ( ) ( );k kf x g x f x g x+ +> ⇔ >

2) 2

2

 ( )  0,

 ( )  ( )  ( ) 0,

 ( ) ( );

k

k

f x

f x g x g x

f x g x


< ⇔ >
 <

l

3) 2
2

 ( )  0,
 ( )  ( )

 ( ) ( )
k

k

g x
f x g x

f x g x

> ⇔  >

l
 или 

 ( )  0,

 ( ) 0.

f x

g x


 <

l

Упражнения

Решите неравенство (1–8).

1. 1) 2 3 18 4 ;x x x− − < − 2) 2 3 5 .x x x− < −

2. 1) ( ) 2 23 4  9;x x x− + −m 2) ( ) 2 21 1 1.x x x− + −m

3. 1) 
2 26 6

2 5 4
;x x x x

x x
+ − + −

+ +
m 2) 

2 23 2 3 2

8 2 1
;x x x x

x x

− − − −
+ +

m

4. 1) 2 2 5  3;x x− + + l 2) 2 20 15  5.x x− + + l

5. 1) 14

3
5;

x
x

−
+l 2) 2

6
0.x x

x x

− −

− −
>

6. 1) 
3 27 3;x

x
x+ > − 2) 4 22 1 1 .x x x− + > −

7*. 1) 5 8 6 5 1 5 24 10 5 1  2;x x x x+ − − + + − − m

2) 3 4 1 8 6 1 1.x x x x+ − − + + − − >

8*. 1) ( ) ( )2 214 3 1 8 2 6 1 0;
x

x x x x x− + + + − − + m

2) ( ) ( )2 215 6 2 10 2 12 2 0.
x

x x x x x− + + − − − + l

§ 27. Решение иррациональных неравенств
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Основные методы и идеи, которые используются при решении задач с па�
раметрами, были рассмотрены в § 20 раздела 2. Как и раньше, при решении
задач с параметрами, в которых требуется решить уравнение или неравен�
ство, можно пользоваться о р и е н т и р о м: любое уравнение или неравенство
с параметрами можно решать как обычное уравнение или неравенство до
тех пор, пока все преобразования или рассуждения, необходимые для реше�
ния, можно выполнить однозначно. Но в том случае, когда какое�то преоб�
разование нельзя выполнить однозначно, решение необходимо разбить на
несколько случаев, чтобы в каждом из них ответ через параметры записы�
вался однозначно.

Также на этапе составления плана решения уравнений или неравенств с
параметрами или при проведении рассуждений, связанных с самим решени�
ем, часто удобно сопровождать соответствующие рассуждения схемами, по
которым легко проследить, в какой момент мы не смогли однозначно выпол�
нить необходимые преобразования, на сколько случаев пришлось разбить ре�
шение и чем отличается один случай от другого. Отметим, что уравнения и не�
равенства с параметрами чаще всего решают с помощью их равносильных
преобразований, хотя иногда используются и свойства функций, метод ин�
тервалов для решения неравенств и уравнения�следствия.

Задача 1 Решите уравнение 2 .x a− =
К о м м е н т а р и й

Мы не можем однозначно дать ответ на вопрос, есть ли у данного уравне�
ния корни, и поэтому уже на первом шаге должны разбить решение на два
случая: 1) a < 0 — корней нет, 2) a l 0 — корни есть (см. схему).

При a l 0 имеем простейшее ирра�
циональное уравнение, обе части ко�
торого неотрицательные. Поэтому
при возведении обеих его частей
в квадрат получим уравнение, равно�
сильное данному. ОДЗ данного урав�
нения можно не записывать, оно учи�
тывается автоматически, потому что
для всех корней полученного уравне�
ния x – 2 = a2 l 0.

Р е ш е н и е
X 1)  При  a < 0 уравнение не имеет корней.
     2) При a l 0   x – 2 = a2. Тогда х = а2 + 2.
Ответ: 1) если a < 0, то корней нет; 2) если a l 0, то х = а2 + 2. Y

РЕШЕНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
И НЕРАВЕНСТВ С ПАРАМЕТРАМИ§§§§§2828282828

a < 0       a l 0

x – 2 = a2

корней нет х = а2 + 2

2x a− =
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Задача 2 Решите уравнение 1 3.x a x+ + − =

Р е ш е н и е* К о м м е н т а р и й

§ 28. Решение иррациональных уравнений и неравенств с параметрами

* В записи решения задач 2–6 синим цветом выделены ограничения, которые при�
шлось наложить в процессе равносильных преобразований данного уравнения или нера�
венства.

X    3 1.x a x+ = − −        (1)

Для всех корней уравнения (1)

           3 1  0.x− − l        (2)

Тогда уравнение (1) равносильно
уравнениям:

    
 ( )2

3 1 ,x a x+ = − −        (3)

9 6 1 1,x a x x+ = − − + −

           
8

6
1 .ax −− =        (4)

Для всех корней уравнения (4)

    
8

6
0.a− l        (5)

Тогда уравнение (4) равносильно
уравнению

           ( )2
8

6
1 .ax −− =        (6)

Таким образом, ( )2
8

6
1.ax −= +

Учтем ограничения (2) и (5):

( )2
8 8

6 6
3 1 3 3 .a ax − −− − = − = −

По условию (5) 8

6
0,a− l  тогда

8 8
6 6

.a a− −=  Таким образом, условия

(2) и (5) задают систему 

8

6

8

6

3 0,

0,

a

a

−

−

 −




l

l

то есть 
10,

8,

a

a

−

 m

�
 тогда –10 m a m 8.

Ответ:

1) при –10 m a m 8 ( )2
8

6
1;ax −= +

разования данного уравнения. Для
этого необходимо учесть его ОДЗ:

( )
( )

0, 7

1 0. 8

x a

x

+


−

l

l
При переносе члена данного урав�

нения из левой части в правую с про�
тивоположным знаком получим рав�
носильное уравнение (1).

Для всех корней уравнения (1) оно
является верным числовым равен�
ством. Его левая часть неотрицатель�
на, таким образом, и правая часть
должна быть неотрицательной. Тог�
да далее можно решать уравнение (1)
не на всей ОДЗ, а только на той ее час�
ти, которая задается условием (2). По
этому условию обе части уравнения (1)
неотрицательны, таким образом, при
возведении обеих его частей в квадрат
получим равносильное уравнение (3)
(а после равносильных преобразова�
ний — уравнение (4)).

Для всех корней уравнения (3) его
правая часть неотрицательна, таким
образом, и левая часть будет неотри�
цательной: x + a l 0, но тогда усло�
вие (7) ОДЗ данного уравнения учте�
но автоматически и его можно не за�
писывать в решение.

Также для всех корней уравне�
ния (4) его левая часть неотрицатель�
на, таким образом, и правая часть
должна быть неотрицательной. По�
этому далее можно решать уравне�
ние (4) не на всей ОДЗ, а только на
той ее части, которая задается усло�
вием (5). Тогда обе части уравнения
(4) неотрицательны и после возведе�
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Задача 3 Решите уравнение .a a x x+ + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

ния обеих его частей в квадрат полу�
чим равносильное уравнение (6).

Для всех корней уравнения (6) его
правая часть неотрицательна, таким
образом, и левая часть будет неотри�
цательной: x – 1 l 0, но тогда и усло�
вие (8) ОДЗ данного уравнения учте�
но автоматически, и поэтому ОДЗ
можно не записывать в решение.

XДля всех корней данного уравнения
         х l 0.        (1)

Тогда данное уравнение равносильно
уравнениям:

             2,a a x x+ + =        (2)

            2 .a x x a+ = −        (3)

Для всех корней уравнения (3)
     х2 – а l 0.        (4)

Тогда уравнение (3) равносильно
уравнениям:

             а + х = (х2 – а)2,        (5)
      а + х = х4 – 2ах2 + а2.       (6)

Рассмотрим уравнение (6) как
квадратное относительно а:

а2 – (2х2 + 1)а + х4 – х = 0.
D = (2x2 + 1)2 – 4(x4 – x) =

=  4x2 + 4x + 1 = (2x + 1)2.

Тогда 
( ) ( )22 1 2 1

2
.

x x
a

+ ± +=

Таким образом,
a = x2 + x + 1 или a = x2 – x. Отсюда

           x2 – a + x + 1 = 0        (7)
или

    x2 – a = x.         (8)

Учитывая условия (1) и (4), полу�
чим, что (x2 – a) + x + 1 l 1, таким обра�
зом, уравнение (7) не имеет корней.

Как и в задаче 2, ОДЗ данного урав�

нения 
0,

0

a a x

a x

 + +


+

l
l  будет учтена ав�

томатически при переходе к уравне�
ниям (2) и (5) (для всех корней этих
уравнений), таким образом, ее мож�
но не записывать в решении.

Рассуждения при выполнении
равносильных преобразований дан�
ного уравнения (в уравнения (2, 3, 5,
6) аналогичны соображениям, приве�
денным в комментарии к задаче 2.

Анализируя уравнение (6) (кото�
рое достаточно трудно решить отно�
сительно переменной x), пользуемся
ориентиром, который условно можно
назвать «Ищи квадратный трех�
член», а именно: пробуем рассмот�
реть данное уравнение как квадрат�
ное относительно какой�либо пере�
менной (или относительно какой�
либо функции). Рассмотрим уравне�
ние (6) как квадратное относительно
параметра a. Этот способ эффективно
срабатывает только тогда, когда дис�
криминант полученного квадратного
трехчлена является полным квадра�
том, как в данном случае.

2) при a < –10 или a > 8 корней нет.
Используем равносильные преоб�
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Если для корней уравнения (8)
выполняется условие (1) (x l 0), то
автоматически выполняется и усло�
вие (4) (x2 – a l 0).

Из уравнения (8) получим
x2 – x –a = 0.

Это уравнение имеет корни, если

D = 1 + 4a l 0, то есть при 1

4
.a −l

Тогда 1
1 1 4

2
,ax + +=  2

1 1 4

2
.ax − +=

Для x
1
 условие x l 0 выполняет�

ся, таким образом, x
1
 — корень дан�

ного уравнения при 
1

4
.a −l

Учтем условие x l 0 для x
2
:

1 1 4

2
0,a− + l  1 4 1+ a   m ,

0 m 1+ 4a m 1, 
1

4
0.a− m m

Ответ: 1) при 1

4
0a− m m

 1
1 1 4

2
,ax + +=  2

1 1 4

2
;ax − +=

2) при a > 0 1 1 4

2
;ax + +=

3) при 1

4
a < −  корней нет.Y

Перед записью ответа удобно изоб�
разить все полученные решения на
схеме (как это описано на с. 219).

Из этой схемы видно, что при а > 0
в ответ нужно записать только одну

формулу (х
1
), при 1

4
0a− m m  — две

формулы (х
1
 и х

2
), а при 1

4
a < −  кор�

ней нет.

1
1 1 4

2

ax + +=

2
1 1 4

2

ax − +=

Задача 4 Решите неравенство 4 5 .x a ax+ >
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Данное неравенство равносильно

системе        

( )2

0,

4 0,

4 25 .

ax

x a

x a ax


 + >
 + >

l

       (1)

При a = 0    получаем систему

2

0   0,

0,

0,

x

x

x

⋅
 >
 >

l

 решение которой: x > 0.

Используем равносильные преоб�
разования. Для этого учтем ОДЗ дан�
ного неравенства (ax l 0) и то, что
правая часть неотрицательна, таким
образом, для всех решений данного
неравенства его левая часть должна
быть положительной (x + 4a > 0). При
этом условии (на ОДЗ) обе части дан�
ного неравенства неотрицательны,
таким образом, при возведении обе�
их частей неравенства в квадрат по�
лучим равносильное неравенство.

§ 28. Решение иррациональных уравнений и неравенств с параметрами
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При a > 0      получаем систему

x

x a

x ax a

  l 0

4

17 16 02 2

,

,

.

> −
− + >






       (2)

Решим отдельно неравенство
x2 – 17ax + 16a2 > 0.

Поскольку x2 – 17ax + 16a2 = 0 при
x = a и x = 16a, то при a > 0 получаем
x < a или x > 16a.

Тогда система (2) имеет решения:
0 m x < a  или  x > 16a.

При a < 0      получаем систему

x

x a

x ax a

  m 0

4

17 16 02 2

,

,

.

> −
− + >






       (3)

Система (3) решений не имеет, по�
скольку при a < 0 первое и второе не�
равенства не имеют общих решений.
Ответ: при a = 0 x > 0;

при a > 0 x ∈ [0; a) � (16a; +×);
при a < 0 решений нет.Y

Получаем систему (1).
Для решения неравенства ax l 0

необходимо рассмотреть три случая:
a = 0  (делить на а нельзя); a > 0 (знак
неравенства сохраняется при делении
обеих его частей на а); a < 0 (знак не�
равенства изменяется).

При a > 0 значение  –4a < 0, по�
этому два первых неравенства сис�
темы (2) имеют общее решение x l 0,
а для решения неравенства
x2 – 17ax + 16a2 > 0 можно применить
графическую иллюстрацию:

При a < 0 значение –4a > 0, по�
этому два первых неравенства систе�
мы (3) не имеют общих решений, та�
ким образом, и вся система (3) не име�
ет решений.

Задача 5 Решите неравенство 1.x a x− > +

К о м м е н т а р и й
Сначала воспользуемся равносильными преобразованиями (с. 311):

2
2

 ( )  0,
 ( )  ( )

 ( ) ( )
k

k

g x
f x g x

f x g x

> ⇔  >

l
 или 

 ( )  0,

 ( ) 0.

f x

g x


 <

l

Если в полученные системы параметр a входит линейно, то в таких
случаях иногда бывает удобно выразить параметр через переменную, рас�
смотреть параметр как функцию от этой переменной и применить графи�
ческую иллюстрацию решения неравенств (в системе координат xОa). Отме�
тим, что для изображения решений совокупности неравенств удобно приме�
нить две системы координат, в которых оси Оx находятся на одной прямой
(и на каждой выделять штриховкой соответствующие решения).

При разных значениях a прямая a = const или не пересекает заштрихо�

ванные области (при )3

4
,a −l  или пересекает их по отрезкам. Абсциссы точек

пересечения являются решениями систем (1) и (2), а поэтому и решениями
данного неравенства.
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Р е ш е н и е
X Данное неравенство равносильно совокупности систем:

2

1  0,

( 1)

x

x a x

+
 − > +

l
 или 

0,

1 0.

x a

x

−
 + <

l
   Тогда

                 
2

1,

1

x

a x x

−
 < − − −

l
    (1)

или

        
,

1.

a x

x


 < −

m
    (2)

Изобразим графические решения систем неравенств (1) и (2) в системе ко�
ординат xОa (на рисунках заштрихованы соответствующие области         и       ).

Видим, что: 1) при 3

4
a −l  решений нет (нет заштрихованных точек);

2) если 3

4
1 ,a− < −m   то прямая a = const пересекает только заштрихованную

область      . Причем полученный интервал ограничен слева и справа ветвями
параболы а = –х2 – х – 1. Но в ответ нам необходимо записать х через а. Для
этого из уравнения х2 + х + а + 1 = 0 находим х:

1 1

2 4
1.x a= − ± − −

Как видим, 1 3 1

2 4 2
,x a−= − + − > −  то есть 1 3

2 4
x a−= − + −  — уравнение пра�

вой ветви параболы, а 1 3

2 4
x a−= − − −  — левой. Тогда ответ в этом случае

будет:       
1 3 1 3

2 4 2 4
;a x a− −− − − < < − + −

1

21

1 2

§ 28. Решение иррациональных уравнений и неравенств с параметрами
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3)  если a < –1   , то прямая a = const пересекает заштрихованные области

     и  .  Для области           интервал для х ограничен: слева — прямой х = –1,

а справа — правой ветвью параболы, то есть 1 3

2 4
1 .x a− < − + − −m  Для облас�

ти  интервал для  х ограничен слева прямой х = а, а справа — прямой х = –1,
то есть a m x < –1. Объединение этих интервалов можно записать короче:

1 3

2 4
.a x a+ −< − −m

Ответ: 1) при 3

4
a −l  — решений нет;

     2) при 
3

4
1 a− < −m     1 3 1 3

2 4 2 4
;a x a− − −− − < < − + −

     3) при a < –1    1 3

2 4
.a x a< − + − −m Y

Для решения некоторых исследовательских задач с параметрами можно при�
менить свойства квадратного трехчлена и, в частности, условия расположения
корней квадратного трехчлена относительно данных чисел (табл. 37, с. 225).

Задача 6 Найдите все значения параметра k, при которых имеет корни

уравнение    2 1 3 0.x k x k+ + − + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

21 1

2

X Замена 1 ,x t+ =  где t l 0 (тогда
x = t2 – 1). Получаем уравнение

              t2 + 2kt – k + 2 = 0.        (1)

Данное уравнение будет иметь
корни тогда и только тогда, когда
уравнение (1) будет иметь хотя бы
один неотрицательный корень (t l 0).

Случай t = 0 исследуем отдельно.
При t = 0 из уравнения (1) имеем

k = 2. Таким образом, при k = 2  урав�
нение (1) имеет корень t = 0. Тогда и
данное уравнение имеет корень x = –1,
то есть k = 2 удовлетворяет условию
задачи.

Обозначим f (t) = t2 + 2kt – k + 2.

Уравнение (1) может иметь хотя
бы один положительный корень в од�
ном из двух случаев:

Если иррациональное уравнение
содержит только один корень, то
иногда можно привести такое уравне�
ние к рациональному, обозначив этот
корень новой переменной. Посколь�
ку замена является равносильным
преобразованием (вместе с обратной
заменой), то получаем уравнение,
равносильное данному, и поэтому
вместо исследования данного уравне�
ния можно исследовать полученное.

При этом следует учитывать, что
после замены переменной иногда из�
меняется условие задачи, в частно�
сти, для уравнения (1) оно будет та�
ким: найти все значения параметра k,
для которых это уравнение имеет
хотя бы один неотрицательный ко�
рень (тогда после обратной замены мы
обязательно найдем корни данного
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1) один корень положительный
и один корень отрицательный —
для этого необходимо и достаточ�
но выполнения условия f (0) < 0;

2) оба корня положительные — для
этого необходимо и достаточно
выполнения системы условий:

    

f

D

t

0 0

0

00

( ) >

>








,

,

.

  l         (2)

Условие f (0) < 0 дает –k + 2 < 0,
то есть k > 2.

Система (2) дает
− + >

− − +( )

− >








k

k k

k

2 0

4 4 2 0

0

2

,

,

.

l

Тогда

   

2,

2 или 1,

0.

k

k k

k

<
 −
 <

m l
2,

2 или 1,

0.

k

k k

k

<
 −
 <

m l

Таким образом, k m –2.

Ответ: k m –2 или k l 2. Y

уравнения). Это возможно в одном из
трех случаев: или один из корней урав�
нения (1) равен нулю (этот случай лег�
ко исследуется подстановкой t = 0 в
уравнение (1)), или уравнение (1) име�
ет один положительный и один отри�
цательный корни, или имеет два поло�
жительных корня. Изобразив соответ�
ствующие эскизы графиков функции
f (t) = t2 + 2kt – k + 2 (см. рисунок),
записываем необходимые и достаточ�
ные условия такого расположения
корней квадратного трехчлена (или
используем табл. 37 на с. 225).

Для решения квадратного нера�
венства k2 + k – 2 l 0 можно приме�
нить графическую иллюстрацию.

В конце необходимо объединить
все полученные результаты. Конеч�
но, для получения ответа можно было
решить данное уравнение (аналогич�
но задаче 2), а затем дать ответ на
вопрос задачи, но такой путь потре�
бует более громоздких вычислений.

Упражнения

1. Решите уравнение:

1) 2;x a− =        2) 2 ;x a a+ =      3) 6 3;x m x+ − = −        4) .a a x x− + =
2. Решите неравенство:

1) 
( )

2

1 0;a x

x

x −
−

− l 2) 22 3 4 ;x a ax a+ > + 3) 4 ;x a x+ >

4) x a x− +l2 1; 5) 2 2 2 .a x x− > −
3. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение 3 2 2x x a+ = +

имеет корни.

§ 28. Решение иррациональных уравнений и неравенств с параметрами



324

РАЗДЕЛ 3. Степенная функция

4. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение

( )( )4 0
x

x a x− − =  имеет только один действительный корень.

5. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение 2 2ax x− + =
имеет только один действительный корень.

6. Определите количество решений системы 
,

2 1 0

y a x

x y

 = +


+ − =
 в зависимости от

значения параметра a.

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 3

1. Освободитесь от иррациональности в знаменателе дроби:

1) 
2

3 5
;

+
2) 

3

5 2
;

−
3) 

2

15
; 4) 

3

7 2
.

+
2. Вычислите:

1) ( ) ( )2 335 2,5 1,5 5 1;− − − − 2) 
( )( )5 3 50 5 24

75 5 2
;+ −

−

3) ( ) ( )( )232 3
2 1,5 1 2 0,75;− − − + 4) ( )2 6 20

2 5 24
11 2 30 .−

+
⋅ +

Упростите выражение (3–5).

3. 1) 
2 2 2

22 2 2 2
;a a a

aa a a a

+ −
++ −

 − + ⋅  
2) 

a a b b

a b

a b

a b
ab+

+

+
−

−











2

;

3) 
2

1 1

1
: ;x

x x x x

+

+ + −
4) 

2
1 1 1

2 2 1 1
.c c c

c c c

− +

+ −

   − −      

4. 1) 
1

4 43 31

1 1
;k k k

k k
k

−
+ +

+ −

 − −  
        2) 

( ) ( )2 2
322 : ;

b ba b b a b

a b a b a b

+ − −
− + +

 
 −
 

3) ( )
4 43 3

4 4 4 1 ;
x y x

yx y
x y

−

−

   − + +     
4) 

3 3 2 3

4 4 4 43 4 4 3
.a ab a b b

b a b ab a

+ − −

+ − −

5. 1) 
0,5

1 1,5 0,5
2

1 1 2

1
1

: ;x x

x x
x x

−
− +

−
+ +

+ 2) 
( )

11
1 1 24
2 2

1 1
2 2

: ;ab ab b

a b
a a b

a b −
−

+

 
 −
  

3) 

11 1 3 3
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

2

3
;x x y x y x y

x
x x y x y

−

+ − −

− +

   
   −   

 
 4) 

1
22 22

1 1 2 1 1 2
2 2 2 2

1 2 2 1 .c x c c

c c
c c c c

−− −

− −

− −

− −

 
  − + +     
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Решите уравнение (6–10):

6. 1) ( )2
2 27 10 2 9 7;− + = − +x x x x 2) ( )2 2 21 1 0;+ − − + − =x x x x

3) x x x+( ) +( ) = +1 2 3 3; 4) 1 2 3 3.+ ⋅ + = +x x x

7. 1) 1 1 1 2 5+ +( ) + + −( ) =x x x x; 2) 2 22 3 2 3 5 3 ;x x x x x+ + − − =

3) 2 3 4 2 2;+ − = +x x x 4) x x x x2 27 1 2 15 8− + = − + .

8. 1) 5 7 3 1 3;+ − + = +x x x 2) 2 3 3 1 5 2;+ + − = +x x x

3) 3 4 1 8 6 1 1;+ − − + + − − =x x x x

4) 11 6 2 18 8 2 1.+ − + + + − + =x x x x

9. 1) 3 32 8 8 2;− + − =x x 2) 3 38 4 8 4 2;+ + − =x x

3) 33 5 2;+ + − =x x 4) 3 2 1 1.− = − −x x

10. 1) 3 3 316 8;+ − = −x x x 2) 3 3 31 2 2 3 0;− + − − − =x x x

3) 
5 35

55 3

1 1

11
16;− −

−−
+ =x x x

xx
4) 3 3

1 1 1

3
.

+ −
+ =

x x x x

Решите систему уравнений (11–12).

11. 1) 
1,

2 2 2;

 + =


− + = −

x y

x y y
2) 

3 1 2,

2 2 7 6;

 + + =


− + = −

x y

x y y

3) 

7 4 5

37 6

5 3 13

67 6

,

;

− +

− +

 − =

 − =


x y

x y

4) 

5 4 31

209 9

3 2 7

209 9

,

.

− +

− +

 + =

 + =


x y

x y

12. 1) 
2 1

2 1
4 5,

1;

+ −
− +


+ =


 = +

x y x

x x y

x y

2) 
10

3
,

2 2 2;

− +
+ −

 + =

 − − =

x y x y

x y x y

xy x y

3) 
2 1 1,

3 2 4;

 + − − + =


+ =

x y x y

x y
4) 

3 32 2 3,

2 7.

 + + − + =


+ =

x y x y

x y
Решите неравенство (13–21).

13. 1) 23 13 1 2 ;+ −x xl 2) 2 1 2 ;+ > −x x x

3) 23 4 ;− < −x x x 4) x x x2 2 2 6− − < + .

14. 1) 2 23 2 1 1;+ + − − + <x x x x 2) 2 23 5 7 3 5 2 1;+ + − + + >x x x x

Дополнительные упражнения к разделу 3
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РАЗДЕЛ 3. Степенная функция

3) 
x

x x

−

− +
<7

4 19 12
2

0; 4) 17 15 2

3

2

0− −
+

>x x

x
.

15. 1) x x x x− − + + −2 1 2 1 2m ; 2) x x x x+ − − − −4 4 4 4 3l ;

3) 3 1 2;+ > − + −x x x 4) 6 2 4 1.+ > − + +x x x

16. 1) 2

1 1 1 1
4 4

;− > −
xx

2) 2

1 3 1 1
4 2

;− < −
xx

3) ( ) 21 2 0;− − −x x x l 4) ( ) 23 2 0.− + −x x x l

17. 1) ( ) 2 21 1 1;+ + > −x x x 2) ( ) 2 23 1 9;− + −x x xm

3) 
2 2

6 6

2 5 4
;+ − + −

+ +
x x x x

x x
l 4) 

2 2
12 12

11 2 9
.+ − + −

− −
x x x x

x x
l

18. 1) 51 2

1

2

1− −
−

<x x

x
; 2) 2 4 3 2;− + −x x

x
l

3) x x x x+ < + − − + +( ) − −( )5 1 3 5 3 ;

4) x x x x−( ) − +( ) + > − + − −5 7 1 7 5.

19. 1) 6 1 2 5;+ > + + −x x x 2) 3 1 2 1;+ > − + −x x x

3) 2 2 28 15 2 15 4 18 18;− + + + − > − +x x x x x x

20. 1) 
1 1 1 1

4 4 2 1 1
2 2 2

1
− − + + +

− + − −

( ) ( )

( )
x x x x

x x x

l ; 2) 
x x x x

x x x x x

+ − −

− − −

( )

( )
>1 1

2
2 2 2

1;

3) 1 1

1 2 1 1
0;+ −

− + −
+x x

x x
l 4) 

1 2

1 1 1
0.

− − +
−

x x
m

21. 1) ( )1 1

2 2
0 ;

− +
− >a

x x x
am 2) 

1 1

1 1
.

+ −
+ a

x x x
l

22. Решите неравенство ( )2 4

3
1− −x x al  при а = 0 и убедитесь, что множе�

ством его корней является отрезок. При каких значениях а множеством

решений данного неравенства является отрезок длиной 
9

5
?

23. При каких значениях параметра а множество решений неравенства
2+ +a x ax xl  не пересекается с промежутком [–1; 0]?

24. При каких значениях параметра а во множестве решений неравенства

x x ax+ − >2 2 1  содержится промежуток 
1

4
; 1 ? 

  
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СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ

Понятие степени возникло в древности. Сохранились глиняные плитки
древних вавилонян (около 1700 г. до н. э.), которые содержат записи таблиц
квадратов и кубов и их обратных значений. К умножению равных множите�
лей приводит решение многих задач. Выражение квадрат числа возникло
вследствие вычисления площади квадрата, а куб числа — вследствие нахож�
дения объема куба. Но современные обозначения (типа а4, а5) введены в XVII в.
Р. Д е к а р т о м (1596—1650).

Дробные показатели степени и простейшие правила действий над степеня�
ми с дробными показателями встречаются в XIV в. у французского математи�
ка Н. О р е м а (ок. 1323—1382). Известно, что Н. Ш ю к е (ок. 1445—
ок. 1500) рассматривал степени с отрицательными и нулевым показателями.

С. С т е в и н предложил понимать под 
1
na  корень n a . Но систематически

дробные и отрицательные показатели первым стал применять И. Н ь ю т о н
(1643—1727).

Немецкий математик М. Ш т и ф е л ь (1487—1567) ввел обозначение а0 =1,
если a ≠ 1, и название показатель (это перевод с немецкого Ехроnеnt). Немец�
кое potenzieren означает возвести в степень. (Отсюда происходит и слово по�
тенцировать, которое будет применяться в следующем разделе для обозначе�
ния переходов от так называемых логарифмов (log) выражений f (x) и g (x)

к соответствующим степеням, то есть от равенства log ( ) log ( )a af x g x=  к ра�

венству log ( ) log ( )a af x g xa a= . В свою очередь, термин eхроnеnten возник вслед�
ствие не совсем точного перевода с греческого слова, которым  Д и о ф а н т
А л е к с а н д р и й с к и й   (около ІІІ в.) обозначал квадрат неизвестной вели�
чины.

Термины радикал и корень, введенные в XII в., происходят от латинского
radix, которое имеет два значения: сторона и корень. Греческие математики
вместо «взять корень» говорили «найти сторону квадрата по его данной ве�

личине (площади)». Знак корня в виде символа  появился впервые в 1525 г.
Современный символ введен Декартом, который добавил горизонтальную чер�
ту. Ньютон уже обозначил показатели корней: 3 4,  .

Термин логарифм происходит от сочетания  греческих слов «логос» (в зна�
чении «отношение»)  и «аритмос» (число) и переводится как отношение чи�
сел. Выбор изобретателем логарифмов  Дж. Непером  такого названия (1594 г.)
поясняется тем, что логарифмы возникли вследствие сопоставления двух чи�
сел, одно из которых является членом арифметической прогрессии, а вто�
рое — геометрической. Логарифмы по основанию e ввел  С п е й д е л  (1619 г.),
который составил первые таблицы для функции ln х. Название натуральный
(естественный) для этого логарифма предложил  Н. М е р к а т о р  (1620—

1687), который выяснил, что  ln х — это площадь под гиперболой 1 .
x

y =
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Т а б л и ц а  49

4Раздел
Показательная и логарифмическая

функции

ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ, ЕЕ СВОЙСТВА И ГРАФИК§§§§§2929292929

1. Понятие показательной функции и ее график

О п р е д е л е н и е.  Показательной функцией называется функция вида
у = ах, где а > 0 и а ≠≠≠≠≠ 1.

График показательной функции (экспонента)

а > 1 0 < а < 1

2. Свойства показательной функции

1. Область определения: x ∈ R.        D (ах) = R

2. Область значений: y > 0.               E (ах) = (0; +×)

3. Функция ни четная, ни нечетная.
4. Точки пересечения с осями координат:

с осью Оy    
0,

1

x

y

=
 =

        с осью Оx    нет

5. Промежутки возрастания и убывания:

а > 1 0 < а < 1

функция у = ах

при а > 1 возрастает
на всей области определения

функция у = ах

при 0 < а < 1 убывает
на всей области определения
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Объяснение и обоснование

1. Понятие показательной функции и ее график. Показательной функцией
называется функция вида y = ax, где а > 0 и а ≠ 1.

Например, y = 2x, ( )1

2
,

x

y = y
x

= 





3

2
,  y = πx — показательные функции.

Отметим, что функция вида y = аx существует и при а = 1.
Тогда y = ax = 1x, то есть у = 1 при всех значениях x ∈ R . Но в этом случае

функция y = 1x не называется показательной. (График функции y = 1x —
прямая, изображенная на рис. 118.)

Поскольку при а > 0 выражение ax

определено при всех действительных
значениях x, то областью определения
показательной функции y = ax являют"
ся все действительные числа.

Попытаемся сначала построить гра%
фики некоторых показательных функ%

ций, например  y = 2x и ( )1

2

x

y =  «по точ%

кам», а затем перейдем к характеристике общих свойств показательной функ%
ции.

Составим таблицу некоторых значений функции у = 2х.

§ 29. Показательная функция, ее свойства и график

П р о д о л ж.   т а б л.   49

6. Промежутки знакопостоянства:     у > 0 при всех значениях x ∈ R   .

7. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет   .

8. Для любых действительных значений u и v (a > 0, b > 0) выполня"
ются равенства:

аuæаv = аu + v
u

u v
v

a

a
a −= (au)v = auv

(ab)u = aubu ( )u u

u

a a

b b
=

x 3– 2– 1– 0 1 2 3

у 2= х 1 2 4 8

1

2
− 1

2

1

8

1

4

1

2

1

2
0,7≈ 2 1,4≈

Рис. 118
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РАЗДЕЛ 4. Показательная и логарифмическая функции

Построим на координатной плоскости соответствующие точки (рис. 119, а)
и соединим эти точки плавной линией, которую естественно считать графи%
ком функции у = 2х (рис. 119, б).

Как видим из графика, функция у = 2х является возрастающей функцией,
которая принимает все значения на промежутке (0; +×).

Аналогично составим таблицу некоторых значений функции ( )1

2

x

y = .

Рис. 119

1

2
− 1

2

( )1

2

x

y =
1

2

1

4

1

8

1

2
0,7≈2 1,4≈

x 3– 2– 1– 0 1 2 3

8 4 2 1

Рис. 120

а б

а б

Построим на координатной плоскости соответствующие точки (рис. 120, а) и
соединим эти точки плавной линией, которую естественно считать графиком функ%



331

ции ( )1

2

x

y =  (рис. 120, б). Как видим из графика, функция ( )1

2

x

y =  является

убывающей функцией, которая принимает все значения на промежутке (0; +×).

Заметим, что график функции ( )1

2

x

y =  можно получить из графика функ%

ции y = f (x) = 2x с помощью геометрических преобразований. Действительно,

( )1 1

2 2

x

xy = = = 2–x = f (–x). Таким образом, график функции ( )1

2

x

y =  симметри%

чен графику функции y = 2x относительно оси Oy (табл. 4, с. 28), и поэтому,

если функция y = 2x является возрастающей, функция ( )1

2

x

y =  обязательно

будет убывающей.
Оказывается, что всегда при а > 1 график функции y = ax похож на график

функции y = 2x, а при 0 < а < 1— на график функции ( )1

2

x

y =  (рис. 121).

График показательной функции называется экспонентой.

2. Свойства показательной функции. Как было обосновано выше, областью
определения показательной функции y = ax (а > 0 , а ≠ 1) являются все действи"
тельные числа: D (ax) = R.

Областью значений функции y = ax является множество всех положитель%
ных чисел, то есть функция y = ax принимает только положительные значе"
ния, причем любое положительное число является значением функции, то есть

Е (ах) = (0; +×).

 Это означает, что график показательной функции y = ax всегда располо%
жен выше оси Ox и любая прямая, которая параллельна оси Ox и находится
выше нее, пересекает этот график.

При а > 1 функция y = ax возрастает на всей области определения,
а при 0 < а < 1 функция y = ax убывает на всей области определения.

Обоснование области значений и промежутков возрастания и убывания
показательной функции проводится так: эти свойства проверяются последо%
вательно для натуральных, целых, рациональных показателей, а затем уже
переносятся на любые действительные показатели. Следует учесть, что при

§ 29. Показательная функция, ее свойства и график

Рис. 121
а б
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РАЗДЕЛ 4. Показательная и логарифмическая функции

введении понятия степени с иррациональным показателем мы уже пользова%
лись возрастанием функции, когда проводили такие рассуждения: посколь%

ку 1,7 3 1,8,< <  то 1,7 3 1,82 2 2 .< <  Таким образом, в нашей системе изложе%
ния материала мы можем обосновать эти свойства только для рациональных
показателей, но, учитывая громоздкость таких обоснований, примем их без
доказательства. Все остальные свойства показательной функции легко обо%
сновываются с помощью этих свойств.

Функция y = ax не является ни четной, ни нечетной, поскольку

( ) ( )1x x
xa

f x a f x a−− = = ≠ =  (по определению а ≠ 1). Также f (–x) ≠ –f (x), по%

скольку f (–x) = a–x > 0 (по свойству 1), а –f (x) = –ax < 0.
Точки пересечения с осями координат. График функции y = ax пересекает

ось Oу в точке у = 1. Действительно, на оси Oу значение х = 0, тогда y = a0 = 1.

График показательной функции y = ax (а > 0, а ≠≠≠≠≠ 1) не пересекает ось Oх,
поскольку на оси Oх    у = 0, но значение у = 0 не принадлежит области значе%
ний показательной функции y = ax (y = ax = 0 только при а = 0, но по определе%
нию а > 0).

Промежутки знакопостоянства. у > 0 при всех действительных значе%
ниях x, поскольку y = ax > 0 при а > 0.

Отметим еще одно свойство показательной функции. Поскольку график
функции y = ax пересекает ось Oy в точке y = 1, то, учитывая возрастание функ%
ции при а > 1 и убывание при 0 < а < 1, получаем следующие соотношения
между значениями функции и соответствующими значениями аргумента:

иицкнуфеинечанЗ атнемуграеинечанЗ

y 1>
ирп a 1> <0ирп a 1<

x ∈ +;0( ×) х ∈ –( × )0;

<0 y 1< х ∈ –( × )0; x ∈ +;0( ×)

Функция y = ax не имеет ни наибольшего, ни наименьшего значений, по%
скольку ее область значений — промежуток (0; +×), который не содержит ни
наименьшего, ни наибольшего числа.

Свойства показательной функции, приведенные в пункте 8 таблицы 49:

аuæаv = аu + v;   ;
u

u v
v

a

a
a −=    (au)v = auv;     (ab)u = aubu;   ( ) ,

u u

u

a a

b b
=

были обоснованы в разделе 3.
Отметим еще одно свойство показательной функции, которое выделяет ее

из ряда других функций: если f (x) = ax (а > 0 , а ≠ 1), то при любых действи"
тельных значениях аргументов x

1
 и x

2
 выполняется равенство

f (x1)æææææf (x2) = f (x1 + x2)   .
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Действительно,

f x f x a a ax x x x
1 2

1 2 1 2( ) ⋅ ( ) = ⋅ = =+  f (x
1
 + х

2
)

В курсах высшей математики это свой%
ство (вместе со строгой монотонностью)
является основой аксиоматического
определения показательной функции.
В этом случае дается определение, что
показательная функция у = f (x) — это
строго монотонная функция, определен"
ная на всей числовой оси, которая удов"
летворяет функциональному уравне"
нию f (x

1
)æf (x

2
) = f (x

1
+ x

2
), а затем

обосновывается, что функция f (x) со%
впадает с функцией y = ax (а > 0, а ≠ 1).

Кроме общих свойств показательной функции при а > 1 и при 0 < а < 1,
отметим некоторые особенности поведения графиков показательных функ%
ций при конкретных значениях а. Так, на рисунке 122 приведены графики

показательных функций y = ax при значениях основания а = 2, 3, 
1

2
,  

1

3
.

Сравнивая эти графики, можно сделать вывод: чем больше основание а > 1,
тем круче поднимается график функции у = ах при движении точки вправо
и тем быстрее график приближается к оси Оx при движении точки влево.
Аналогично, чем меньше основание 0 < а < 1, тем круче поднимается график
функции у = ах при движении точки влево и тем быстрее график приближа"
ется к оси Оx при движении точки вправо.

Заканчивая разговор о показательной функции, укажем те причины, ко%
торые мешают рассматривать показательные функции с отрицательным или
нулевым основанием.

Отметим, что выражение ах можно рассматривать и при а = 0, и при а < 0.
Но в этих случаях оно уже будет определено не при всех действительных значе%
ниях х, как показательная функция у = ах. В частности, выражение 0х опре%
делено при всех х > 0 (и тогда 0х = 0), а выражение (–2)х — при всех целых

значениях х (например, ( )
( )

3

3

1 1
82

2 .
−

−

− = = − 
 По этой причине не берут основа%

ние показательной функции а = 0 (получаем постоянную функцию при х > 0)
и а < 0 (получаем функцию, определенную только при достаточно «редких»
значениях x:  х ∈ Z). Приведенные рассуждения относительно целесообраз%
ности выбора основания показательной функции не влияют на область допу%
стимых значений выражения ах (например, как мы видели выше, пара значе%
ний а = –2, х = –3 принадлежит его ОДЗ, и это приходится учитывать при
решении некоторых задач).

§ 29. Показательная функция, ее свойства и график

Рис. 122
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Примеры решения задач

Задача 1 Сравните значения выражений:

1) ( ) 3
2

3

−

 и ( ) 5
2

3
;

−

2) 
4

7
2

   
 и 

3
7

2
.

   
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) XФункция ( )2

3

x

y =  является убы%

вающей ( )2

3
1 ,<  поэтому из неравен%

ства  –3 > –5 получаем ( ) ( )3 5
2 2

3 3
.

− −

< Y

2) X Функция 7
2

x

y
  =    является

возрастающей 7

2
1 ,

  >   поэтому из

неравенства 4 > 3 получаем
4 3

7 7
2 2

.
      >   

Y

Учтем, что функция y = ax при а > 1
является возрастающей, а при
0 < а < 1 — убывающей. Поэтому сна%
чала сравним данное основание а с
единицей, а затем, сравнивая аргу%
менты, сделаем вывод о соотношении
между данными значениями функ%
ции.

Задача 2 Сравните с единицей положительное основание а, если изве%
стно, что выполняется неравенство:

1) 5 11;a a> 2) 
1 1
3 5.a a

− −
<

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X Поскольку 5 11<  и по усло%

вию 5 11,a a> то функция ax являет%
ся убывающей, следовательно,

 0 < а < 1.Y

2) X Поскольку  1 1

3 5
− < −  и по усло%

вию 
1 1
3 5,a a

− −
<  то функция ах явля%

ется возрастающей, следовательно,
а > 1.Y

В каждом задании данные выра%
жения — это два значения функ%
ции ах.

Проанализируем, какое значение
функции соответствует большему
значению аргумента (для этого сна%
чала сравним аргументы).

Если большему значению аргумен%
та соответствует большее значение
функции, то функция ах является
возрастающей и а > 1. Если больше%
му значению аргумента соответству%
ет меньшее значение функции, то
функция ах является убывающей,
и тогда 0 < а < 1 .
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Задача 3 Постройте график функции:
1) у = 1,7х; 2) у = 0,3х.

К о м м е н т а р и й
При а > 0 значение ах > 0, следовательно, график функции y = ax всегда

расположен выше оси Ox. Этот график пересекает ось Oy в точке y = 1 (a0 = 1).
При а > 1 показательная функция (у = 1,7х ) возрастает, следовательно, ее

графиком будет кривая (экспонента), точки которой при увеличении аргумен%
та поднимаются.

При 0 < а < 1 показательная функция (у = 0,3х ) убывает, следовательно,
графиком функции y = ax будет кривая, точки которой при увеличении аргу%
мента опускаются. (Напомним, что, опускаясь вниз, график приближается
к оси Оx, но никогда ее не пересекает.)

Чтобы уточнить поведение графиков данных функций, найдем координа%
ты нескольких дополнительных точек.

Р е ш е н и е
1) X у = 1,7х. 2) X у = 0,3х

Задача 4* Изобразите схематически график функции ( )   
1
3

 3 .
x

y = −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
Составим план построения графи%

ка данной функции с помощью по%
следовательных геометрических пре%
образований (табл. 4 на с. 28).
1. Мы можем построить график фун%

кции ( ) ( )1

3

x

y f x= =  (основание

1

3
1a = <  — показательная функ%

ция убывает).

x 1– 0 1 2

y 1 7,1 98,210

17

Y

10

3

x 1– 0 1 2

y 1 3,0 90,0

Y

X Последовательно строим графи%
ки:

1. ( )1

3
;

x

y =
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2. ( )1

3
;

x

y =
2. Затем можно построить график

функции ( ) ( )
  

1

3
 ( )   :

x

y g x f x= = =
справа от оси Oy (и на самой оси)
график функции y = f (x) остается
без изменений, и эта же часть гра%
фика отображается симметрично
относительно оси Oy.

3. После этого можно построить гра%
фик функции

( )1

3
 ( ) 3  ( ) 3:

x

y x g x= ϕ = − = −
параллельно перенести график
g (x) вдоль оси Oy на (–3) единицы.

4. Затем можно построить график
данной функции

y x
x

= ( ) − =1

3
3 ϕ ( ) :

выше оси Ox (и на самой оси) гра%
фик функции y = ϕ (x) должен ос%
таться без изменений (но таких то%
чек у графика функции y = ϕ (x)
нет, а ниже оси Ox — график функ%
ции y = ϕ (x) необходимо отобра%
зить симметрично относительно
оси Ох).

3. ( )1

3
3;

x

y = −

4. y
x

= ( ) −  
  

1

3
3 .

Y

Вопросы для контроля

1. Дайте определение показательной функции.
2. Постройте графики показательной функции у = ах при а > 1 и при 0 < а < 1

(выберите конкретные значения а). Через какую точку проходят графики
всех показательных функций?

3. Пользуясь графиком показательной функции у = ах

(при а > 1 и при 0 < а < 1 ), охарактеризуйте ее свойства.
4*. Обоснуйте свойства функции у = ах (а > 0, а ≠ 1).
5. Используя возрастание или убывание соответствующей показательной

функции, сравните значения: а) 75 и 79; б) 0,75 и 0,79.

Упражнения

1. Укажите, какие из данных функций возрастают, а какие убывают:

1°)  у = 4х; 2°) ( )2

3
;

x

y = 3°) y
x

= ( )3 ; 4°) y = πx; 5) y
x

= −( )5 2 ;
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6*) 
1

5 2
;

x

y
−

 =   
7*) ( )1

3
;

x

y
−

= 8*) y = 2
–x

; 9
*
) y = –5

x
.

2°. Постройте график функции:

1)  у = 3
х
; 2) ( )1

4
;

x

y = 3) у = 0,2
х
; 4) у = 2,5

х
; 5) у = 0,7

х
.

3. Зная, что a > b > 1, изобразите схематически в одной системе координат
графики функций у = aх и у = bх.

4. Найдите область значений функции:

1)  у = 3
х
 + 1; 2) у = –5

х
; 3) у = 7

х
 – 2; 4) ( )1

6
.

x

y = −

5. Постройте график функции:

1°) у = –3
х
; 2) ( )1

4
3;

x

y = + 3
*
) ( )1

2
;

x

y = 4
*
) у = 5

| х |
;        5

*
) y

x

= ( ) −  1

2
1 .

6. Сравните значения выражений:

1°) 3
1,5

 и 3
1,4

; 2°) ( )1,3
2

7
 и ( )1,8

2

7
; 3°) 0,78

 –0,7
 и 0,78

 –0,6
;

4) ( ) 3
2

−
 и ( ) 5

2 ;
−

5) 30,5  и 70,5 ; 6) 22  и 32 ;

7) 
8

5
2

   
 и 

9
5

2
;

   
8) 

6
3

2

   
 и 3

2
; 9) ( ) 4

4

5

−

 и ( )5
5

4
;

10) 0,2
 –10

 и 5
 11

.

7. Сравните показатели т и п, если известно, что верно неравенство:

1) 3,2
m

 < 3,2
n
; 2) ( ) ( )1 1

9 9
;

m n

> 3) ( ) ( )7 7

6 6
;

m n

> 4) 0,99
m

 < 0,99
n
;

5) ( ) ( )2 2 ;
m n

> 6) 
3 3

2 2
;

m n
      <    7) ( ) ( )5 1 5 1 ;

m n
− < −

8) ( ) ( )2 1 2 1 .
m n

− < −
8. Сравните с единицей положительное основание а, если известно, что верно

неравенство:

1) a
100

 > a
99

; 2) 
1

0,2 3;a a< 3) 3 7;a a<

4) 
17 4;a a> 5) 

11
817 ;a a

−−
< 6) 0,25 3.a a− −>

9. Сравните с единицей значение выражения:

1) 0,01
1,2

; 2) 0,99
100

; 3) ( )
1
313

12
; 4) ( )

1
530

31
;

−

5) 0,007
0
; 6) 100

–0,01
; 7) 23 ;− 8) ( ) 3

5

7
.

§ 29. Показательная функция, ее свойства и график
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10. Какой вывод можно сделать о знаке числа х, если:

1) 3
х
 = 0,6; 2) ( )1

6
10;

x

= 3) 10
х
 = 4; 4) 0,3

х
 = 0,1?

11. Расположите числа в порядке их возрастания:

1) 
1
32 , 2

–1,5
, 2 2,   2 2− ,  2

1,4
, 1;

2) 0,3
9
, 1, 0,3− 5,  

1
20,3 ,  0,3

–9
, 

1
30,3 .

12*. Известно, что когда при радиоактивном распаде количество вещества за
сутки уменьшается вдвое, то через х суток от массы М

0
 остается масса М,

которая вычисляется по формуле: ( )0
1

2
.

x

M M=  Отсюда ( )
0

1

2
.

x
M

M
=

Покажите графически, как с изменением х изменяется отношение 
0

.M

M
Используя в случае необходимости построенный график, дайте ответы
(точные или приближенные) на вопросы:
а) Во сколько раз уменьшится масса радиоактивного вещества через

1,5 суток, 2,5 суток, 3 суток, 4 суток?
б) Сколько времени должно пройти, чтобы начальная масса радиоактив%

ного вещества уменьшилась в 2,5 раза, в 3 раза, в 4 раза?

РЕШЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
И НЕРАВЕНСТВ§§§§§3030303030

30.1. ПРОСТЕЙШИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Т а б л и ц а  50

1. Основные формулы и соотношения

auæav = au + v

(ab)u = auæbu

,
u

u v
v

a

a
a −=    ( )u u

u
a a
b b

=

(au)v = auv

m
mn na a=

График функции y = ax (a > 0)

a > 1 0 < a < 1 a = 1

возрастает убывает постоянная
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§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

П р о д о л ж.  т а б л.  50

2. Схема равносильных преобразований простейших показательных уравнений

     Ориентир           Пример

При a > 0 и a ≠ 1

af (x) = ag (x) ⇔  ⇔  ⇔  ⇔  ⇔ f (x) = g (x)

  32x + 4 = 9.
  X 32x + 4 = 32,

  2x + 4 = 2,
x = –1.

Ответ:
–1.Y

6x + 3 = –36.
X Корней  нет

(поскольку 6t > 0
для всех t)

Ответ:
корней нет. Y

3. Приведение некоторых показательных уравнений к простейшим

     Ориентир           Пример

1) Если в левой и правой частях
показательного уравнения сто"
ят только произведения, част"
ные, корни или степени, то целе"
сообразно с помощью основных
формул попробовать записать
обе части уравнения как степе"
ни с одним основанием.

   
3 2

16
2 4 .x x

x
− ⋅ =

X

1
2

3 2
4

2

2
2 2 ,x x

x
− ⋅ =

1   43 3 22 2 ,
xx −− =

1

2
3 3 4 ,x x− = −

1

2
.x =

Ответ: 
1

2
. Y

2) Если в одной части показатель"
ного уравнения стоит число, а в
другой все члены содержат вы"
ражение вида akx (показатели
степеней отличаются только
свободными членами), то удоб"
но в этой части уравнения выне"
сти за скобки наименьшую сте"
пень a.

    5х – 2æ5х – 2 = 23.
X 5х – 2 (52 – 2) = 23,

5х – 2æ23 = 23,
5х – 2 = 1,
5х – 2 = 50,
x – 2 = 0,

x = 2.
Ответ: 2.Y
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Объяснение и обоснование

Показательными уравнениями обычно называют уравнения, в которых
переменная входит в показатель степени (а основание этой степени не содер%
жит переменной).

Рассмотрим простейшее показательное уравнение вида
ax = b,     (1)

где a > 0 и a ≠ 1. Поскольку при этих значениях a функция y = ax строго
монотонна (возрастает при a > 1 и убывает при 0 < a < 1), то каждое свое
значение она принимает только при одном значении аргумента. Это означает,
что уравнение ax = b при b > 0 имеет единственный корень. Чтобы его найти,
достаточно представить b в виде b = ac.

Очевидно, что x = с  является корнем уравнения ax = ac.
Графически это проиллюстрировано на рисунке 123.
Например, чтобы решить уравнение 7

x
 = 49, достаточно представить это

уравнение в виде 7
x
 = 7

2
 и записать его единственный корень x = 2.

Если b mmmmm 0, то уравнение ax = b (при a > 0) корней не имеет, поскольку ax

всегда больше нуля. (На графиках, приведенных на рисунке 124, прямая
y = b не пересекает график функции y = ax при b m 0.)

Например, уравнение 7
x
 = –7 не имеет корней.

Обобщая приведенные выше рассуждения относительно решения простей%
ших показательных уравнений, отметим, что при a > 0 и a ≠≠≠≠≠ 1 уравнение вида

а б
Рис. 123

а б
Рис. 124
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       af (x) = ag (x)     (2)
равносильно уравнению

       f (x) = g (x).     (3)

Коротко это утверждение можно записать так: при a > 0 и a ≠≠≠≠≠ 1

af (x) = ag (x) ⇔  ⇔  ⇔  ⇔  ⇔ f (x) = g (x)  .

( Чтобы обосновать равносильность этих уравнений, достаточно заметить,
что равенства (2) и (3) могут быть верными только одновременно, посколь%
ку функция y = at является строго монотонной и каждое свое значение
принимает только при одном значении аргумента t (то есть из равенства
степеней (2) обязательно вытекает равенство показателей (3)). Таким об%
разом, все корни уравнения (2) (которые обращают это уравнение в верное
равенство) будут корнями и уравнения (3), и наоборот, все корни уравне%
ния (3) будут корнями уравнения (2). А это и означает, что уравнения (2)
и (3) равносильны. )

В простейших случаях при решении показательных уравнений пытаются
с помощью основных формул действий над степенями (см. таблицу 46) приве%
сти (если это возможно) данное уравнение к виду af (x) = ag (x).

Для решения более сложных показательных уравнений чаще всего исполь%
зуют замену переменных (применение этого метода рассмотрено в табл. 51,
с. 344) или свойства соответствующих функций (применение этих методов
рассмотрено в табл. 58, с. 403).

Заметим, что все равносильные преобразования уравнения всегда выпол%
няются на его области допустимых значений (то есть на общей области опре%
деления для всех функций, входящих в запись этого уравнения). Но в пока%
зательных уравнениях чаще всего областью допустимых значений (ОДЗ) яв%
ляется множество всех действительных чисел. В этих случаях, как правило,
ОДЗ явно не находят и не записывают в решении уравнения (см. ниже задачи
1–3). Но если в ходе решения показательных уравнений равносильные пре%
образования выполняются не на всем множестве действительных чисел, то
в этом случае приходится вспоминать об ОДЗ (задача 4* на с. 343).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение:
1) 4

х
 = 64; 2) 5

х
 = –1; 3) 

2 412 1.x − =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

1) X 4
х
 = 64, 4

х
 = 4

3
, х = 3; Y

2) X 5
х
 = –1 — корней нет,

поскольку 5
х
 > 0 всегда;Y

3) X
2 412 1,x − =  

2 4 012 12 ,x − =  x2 – 4 = 0;

x = ä 2. Y

При a > 0 всегда ax > 0, поэтому
уравнение 5

х
 = –1 не имеет корней.

Другие уравнения приведем к виду
af (x) = ag (x) (где a > 0 и a ≠ 1) и перейдем
к равносильному уравнению

f (x) = g (x).
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Задача 2 Решите уравнение:

1) 
( ) ( )

0,5
20,2

5
5 0,04 ;

x
x

−
−= ⋅ 2) ( )2 3

1

6
2 3 .

x
x x

−

⋅ =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X Данное уравнение равносиль%
но уравнениям:

( ) ( )
0,51 22

1
2

5

5

5 5 ,
x

x
−− −−= ⋅

0,5
1 2 4

1
2

5

5

5 5 ,
x

x
− +

− += ⋅

( )
10,5 1 2 425 5 ,

x x− + − + − +=
5–x = 55 – 2x,
–x = 5 – 2x,

x = 5.

Ответ: 5.Y

2) X Данное  уравнение равносиль%
но уравнениям:

(2æ3)x = (6–1)2x – 3,
6x = 6–2x + 3,
x = –2x + 3,

x = 1.

Ответ: 1.Y

В левой и правой частях данных
уравнений стоят только произведе"
ния, частные, корни или степени. В
этом случае для приведения уравне"
ния к виду af (x) = ag (x) попробуем при"
менить основные формулы действий
над степенями, чтобы записать обе
части уравнения как степени с од"
ним основанием.

В уравнении 1 следует обратить

внимание на то, что 12 1

10 5
0,2 5 ,−= = =

а 24 1

100 25
0,04 5−= = =  и 

1
25 5 ,=  таким

образом, левую и правую части этого
уравнения можно записать как сте%
пени числа 5.

Для преобразования уравнения 2
напомним, что все формулы можно
применять как слева направо, так
и справа налево, например для левой
части этого уравнения воспользуем%
ся формулой auæbu = (ab)u, то есть за%
пишем 2xæ3x = (2æ3)x = 6x.

Задача 3 Решите уравнение 32x + 2 + 5æ32x – 2 = 86.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Данное уравнение равносильно
уравнениям:

32x – 2 (34 + 5) = 86,
32x – 2æ86 = 86,

32x – 2 = 1,
32x – 2 = 30,
2x – 2 = 0,

x = 1.

Ответ: 1.Y

В левой части уравнения все чле%
ны содержат выражения вида 32x (по%
казатели степеней отличаются толь%
ко свободными членами). В этом слу%
чае в левой части уравнения удобно
вынести за скобки наименьшую сте%
пень числа 3, то есть 32x – 2.
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Задача 4* Решите уравнение ( ) ( )42 21 1 .
x x

b b
−

+ = +

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

X ОДЗ: x l 0, b ∈ R.
Рассмотрим два случая.

1) При b = 0 получаем уравнение

41 1 ,x x−=  корни которого — все

действительные числа из ОДЗ, то
есть x l 0.

2) При b ≠ 0 значение 1+ b2 ≠ 1, и тог%
да данное уравнение равносильно
уравнению

4 .x x= −

Отсюда 2,x =  тогда x = 4.
Ответ: 1) при b = 0 x ∈ [0;+×);

2) при b ≠ 0 x = 4.Y

Это уравнение относительно пере%
менной x, которое содержит пара%
метр b. Анализируя основания степе%
ней в уравнении, делаем вывод, что
при любых значениях b основание
1 + b2 l 1. Функция у = ах при a > 1
является возрастающей, а при a = 1—
постоянной (см. графики функции
у = ах в табл. 50).

Основание 1 + b2 = 1 при b = 0, а при
всех других значениях b основание

1 + b2 > 1.
Рассмотрим каждый из этих случа%

ев отдельно, то есть: b= 0 и b ≠ 0.

Вопросы для контроля

1. Объясните, в каких случаях показательное уравнение ax = b (где a > 0 и
a ≠ 1) имеет корни. В каких случаях это уравнение не имеет корней? При%
ведите примеры. Проиллюстрируйте эти примеры графически.

2. Какому уравнению равносильно показательное уравнение af (x) = ag (x) при
a > 0 и a ≠ 1? Приведите примеры.

3*. Изменится ли ответ на вопрос 2, если для основания степеней будет дано
только одно ограничение a > 0?

Упражнения

Решите уравнение (1–5).

1. 1°) 4
х
 = 8; 2°) 3

х
 = 9

х + 1
;      3°) 5

3х – 1
 = 0,2;     4°) 7

1 – 4х
 = 1;   5°) ( )

2

41

2
2;

x x−

=

6°) 
2 43 9;x x− = 7) 

264 2 ;x x x+ −=     8) 
22 2;

x

=           9°) 2
х
 = 4;         10°) 2

х
 = 16;

11°) 3
х
 = –1;    12°) 2

х
 = 32;       13°) 3

х
 = 0;        14°) 5

х
 = 1;      15) 3

х
 – 3 = 0;

16) 3
2х

 = 81;    17°) 2
3х

 = 8;       18) 
2 5 83 9;x x− + =    19) 7

х
 = 7

2 – х
;   20) 25

х
 = 5

3 – х
;

21
*
) 2

хæ3
х + 1

 = 108;     22
*
) 3

хæ5
2х – 3

 = 45.

2. 1) ( ) ( )2 9 3

3 16 8
;

x x

⋅ = 2) ( ) ( )3 10 2

5 15 5
;

x x

⋅ =       3) ( ) ( )2 9 27

3 8 64
.

x x

⋅ =
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3. 1) 
2 2

16

4
2 ;x

x= 2) 1

8

2
3 4

2

4 8( ) = ⋅− −
x

x ; 3) ( )
2

2 2 10,5 2 64 ;
x x+ −⋅ =

4) 
2

3

27
9 ;

x
x= 5) 2 4 2 4

2 1
2

x x x+( )−
= ⋅ .

4. 1°) 7
x + 2

 + 4æ7
x + 1

 = 539;      2°) 2æ3
x + 1

 – 3
x
 = 15;       3°) 4

x + 1
 + 4

x
 = 320;

4°) 3æ5
x + 3

 + 2æ5
x + 1

 = 77;   5°) 3
x + 2

 – 2æ3
x – 2

 = 79;   6) ( ) ( )1 1
1 1

5 5
4,8;

x x− +

− =

7) ( ) ( )3 1
1 1

2 2
5 162;

x x− +

⋅ + =       8) 5 ⋅ 9
x
 + 9

x – 2
 = 406.

5
*
. 1) ( ) ( )2 3 5

2 2
sin sin ;

x x− +
π π= 2) (1 + | a |)

x
 = (1 + | a |)

2 – x
;

3) ( ) ( )
1 26

1 1 .x xa a
−

+ = +

30.2. РЕШЕНИЕ БОЛЕЕ СЛОЖНЫХ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
И ИХ СИСТЕМ

Т а б л и ц а  51

Схема поиска плана решения показательных уравнений

     Ориентир Пример

1. Избавляемся от числовых слага#
емых в показателях степеней
(используя справа налево основ%
ные формулы действий над степе%
нями, приведенные в табл. 50).

2. Если возможно, приводим все
степени (с переменной в показа#
теле) к одному основанию и вы"
полняем замену переменной.

4
x + 1

 – 3æ2
x
 – 10 = 0.

X 4
xæ4

1
 – 3æ2

x
 – 10 = 0.

Учитывая, что 4
x
 = 2

2x
, приводим

все степени к одному основанию 2:
4æ2

2x
 – 3æ2

x
 – 10 = 0.

Замена 2
x
 = t дает уравнение

4t
2
 – 3t – 10 = 0, t1 = 2, 2

5

4
.t = −

Обратная замена дает 2
x
 = 2, тогда

x = 1 или 5

4
2x = −  — корней нет.

Ответ: 1.Y
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П р о д о л ж.  т а б л.  51

3. Если нельзя привести к одному
основанию, то пытаемся привес%
ти все степени к двум основани#
ям так, чтобы получить однород#
ное уравнение (которое решает"
ся делением обеих частей урав"
нения на наибольшую степень
одного из видов переменных).

4. В других случаях переносим все
члены уравнения в одну сторону
и пробуем разложить получен#
ное уравнение на множители
или применяем специальные
приемы решения, в которых ис#
пользуются свойства соответ#
ствующих функций.

4x + 3æ6x – 4æ9х = 0.
X Приведем все степени к двум ос%
нованиям 2 и 3:

22х + 3æ2хæ3х – 4æ32х = 0.
Имеем однородное уранение (у всех
членов одинаковая суммарная сте%
пень — 2x). Для его решения разде%
лим обе части на 32х ≠ 0:

( ) ( )2
2 2

3 3
3 4 0.

x x

+ ⋅ − =

Замена ( )2

3

x

t=  дает уравнение

t2 + 3t – 4 = 0, t
1
 = 1, t

2
= –4.

Обратная замена дает ( )2

3
4

x

= − —

кореней нет или ( )2

3
1,

x

=  тогда x = 0.

Ответ: 0.Y

6x – 9æ2x – 2æ3x + 18 = 0.
X Если попарно сгруппировать
члены в левой части уравнения и
в каждой паре вынести за скобки об%
щий множитель, то получаем

2x (3x – 9) – 2 (3x – 9) = 0.
Теперь можно вынести за скобки

общий множитель 3x – 9:
(3x – 9)æ(2x – 2) = 0.

Тогда 3x – 9 = 0 или 2x – 2 = 0.
Получаем два уравнения:

1) 3x = 9, тогда х = 2;
2) 2x = 2, тогда х = 1.

Ответ: 2; 1.Y

Объяснение и обоснование

Для решения более сложных показательных уравнений (в сравнении с те%
ми, которые были рассмотрены в предыдущем пункте 30.1) чаще всего ис%
пользуют замену переменных. Чтобы сориентироваться, можно ли ввести за%
мену переменных в данном показательном уравнении, часто бывает полезно
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в начале решения избавиться от числовых слагаемых в показателях степе"

ней, используя формулы:  au + v = auæav; .
u

u v
v

a

a
a − =  Например, в уравнении

4x + 1 – 3æ2x – 10 = 0     (1)

вместо 4x + 1 записываем произведение 4xæ41 и получаем уравнение

4xæ4 – 3æ2x – 10 = 0,     (2)
равносильное заданному.

Затем пробуем все степени (с переменной в показателе) привести к одно"
му основанию и выполнить замену переменной. Например, в уравнении (2)
степень с основанием 4 можно записать как степень с основанием 2:
4

x
 = ( )22

x
= 2

2x
 и получить уравнение

2
2xæ4 – 3æ2

x
 – 10 = 0.     (3)

Напомним общий ориентир: если в уравнение, неравенство или тожде#
ство переменная входит в одном и том же виде, то удобно соответствующее
выражение с переменной обозначить одной буквой (новой переменной).
Обращаем внимание на то, что 2

2x
 = ( )2

2x . Таким образом, в уравнение (3)
переменная входит фактически в одном виде — 2

x
, поэтому в этом уравнении

удобно ввести замену 2
x
 = t. Получаем квадратное уравнение

    4t2 – 3t – 10 = 0,     (4)

для которого находим корни, а затем выполняем обратную замену (см. реше%
ние в табл. 51).

Отметим, что как использование основных формул действий над степеня%
ми, так и использование замены и обратной замены всегда приводит к уравне%
нию, равносильному данному на его ОДЗ (в уравнении (1) — на множестве всех
действительных чисел). Это обусловлено тем, что все указанные преобразова%
ния мы можем выполнить и в прямом, и в обратном направлениях. (Таким
образом, мы всегда сможем доказать, что каждый корень первого уравнения
является корнем второго и наоборот, аналогично тому, как был обоснован рав%
носильный переход для простейших показательных уравнений на с. 341).

В тех случаях, когда все степени (с переменной в показателе) в показа%
тельном уравнении, которое не приводится непосредственно к простейшему,
не удается привести к одному основанию, следует попытаться привести все
степени к двум основаниям так, чтобы получить однородное уравнение.

Например, рассмотрим уравнение

4x + 3æ6x – 4æ9x = 0.     (5)
Все степени в этом уравнении можно записать через основания 2 и 3, поскольку

4x = (22)x = 22x, 9x = (32)x = 32x, 6x = (2æ3)x = 2xæ3x.
Получаем уравнение

      22x + 3æ2xæ3x – 4æ32x = 0.     (6)
Все одночлены, стоящие в левой части этого уравнения, имеют степень 2x

(степень одночлена 2xæ3x также равна x + x = 2x).
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Напомним (см. раздел 2, с. 172):
Если все члены уравнения, в левой и правой частях которого стоят
многочлены от двух переменных (или от двух функций одной пере�
менной), имеют одинаковую суммарную степень*, то уравнение на�
зывается однородным.
Решается однородное уравнение делением обеих его частей на наи�
большую степень одной из переменных.

Следовательно, уравнение (6) является однородным, и его можно решить
делением обеих частей или на 22х, или на 32х. Отметим, что при всех значени%
ях x выражения 22х и 32х не равны нулю. Таким образом, при делении на эти
выражения не может произойти потери корней (как это могло быть, напри%
мер, для однородных тригонометрических уравнений). В результате деления
обеих частей уравнения на любое из этих выражений всегда получается урав%
нение, равносильное данному. Например, если разделить обе части уравне%
ния (6) на 32х ≠ 0, получаем

 
2 2

2 2 2

2 3 2 3 4 3

3 3 3
0

x x x x

x x x
⋅ ⋅ ⋅+ − =  или после сокращения 

2

2

2 2

3 3
3 4 0.

x x

x x+ ⋅ − =

В последнем уравнении все члены можно представить как степени с одним

основанием
2

3
:  ( ) ( )2

2 2

3 3
3 4 0

x x

+ ⋅ − =  и выполнить замену ( )2

3
.

x

t=  Далее реше%

ние полученного уравнения полностью аналогично решению уравнения (2).
Полное решение этого уравнения приведено в таблице 51.

Составляя план решения показательного уравнения, необходимо учиты%
вать, что при решении некоторых из них целесобразно перенести все члены
уравнения в одну сторону и попытаться разложить полученное выражение
на множители, например, с использованием группировки членов, как это
сделано в таблице 51 для уравнения

6x – 9æ2x – 2æ3x + 18 = 0.
Для решения некоторых показательных уравнений можно применить свой%

ства соответствующих функций (эти методы рассмотрены в § 35 раздела 4).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение 
6 4

3 3 1
1.x x +

− =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

* Конечно, если уравнение имеет вид f = 0 (где f — многочлен), то речь идет только
о степени членов многочлена f, поскольку нуль%многочлен степени не имеет.

X Замена 3x = t. Получаем

6 4

1
1.

t t +
− =

 Тогда 6 (t + 1) – 4t = t (t + 1),
t2 – t – 6 = 0. Отсюда t

1
 = –2, t

2
 = 3.

В данное уравнение переменная
входит только в одном виде 3x, и по%
этому удобно ввести замену 3x = t и,
получив дробное уравнение, найти его
корни, а затем выполнить обратную
замену.
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Задача 2 Решите уравнение 25 10 5 3 0
1
2 1x x+ −− ⋅ − = .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Обратная замена дает
3x = –2 — корней нет или

3x = 3, тогда x = 1.

Ответ: 1.Y

Как уже отмечалось, замена и об%
ратная замена — это равносильные
преобразования данного уравнения,
но при решении полученного дробного
уравнения следует позаботиться о том,
чтобы не получить посторонних кор%
ней (для этого, например, достаточно
учесть, что t = 3x > 0, и поэтому ОДЗ
полученного уравнения: t ≠ –1 и t ≠ 0
будет учтена автоматически).

X
1
2

1

5

5
25 25 10 3 0,

x
x ⋅ − ⋅ − =

52xæ5 – 2æ5x – 3 = 0.
Замена 5x = t дает уравнение

5t
2
 – 2t – 3 = 0, t

1
 = 1, 2

3

5
.t = −

Обратная замена дает 5
x
 = 1, тогда

 x = 0 или 
3

5
5x = −  — корней нет.

Ответ: 0.Y

1. Избавляемся от числовых слагае%
мых в показателях степеней.

2. Приводим все степени (с перемен%
ной в показателе) к одному осно%
ванию 5.

3. Выполняем замену 5x = t, решаем
полученное уравнение, произво%
дим обратную замену и решаем
полученные простейшие показа%
тельные уравнения (а также учи%
тываем, что все преобразования
были равносильными).

Задача 3 Решите уравнение 2х + 3 – 3х = 3х + 1 – 2х.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X 2хæ23 – 3х – 3хæ31 + 2х = 0,
9æ2x – 4æ3x = 0 | : 3x ≠ 0,

2 4 3

3 3
9 0,

x x

x x

⋅⋅ − =

( )2

3
9 4 0,

x

⋅ − =

( )2 4

3 9
,

x

=

( ) ( )2
2 2

3 3
.

x

=

x = 2.
Ответ: 2. Y

1. Избавляемся от числовых слагае%
мых в показателях степеней, перено%
сим все члены уравнения в одну сто%
рону и приводим подобные члены.
2. Замечаем, что степени всех членов
полученного уравнения 9æ2x –  4æ3x =
= 0 (с двумя основаниями 2 и 3) одина%
ковые — x, следовательно, это уравне%
ние однородное. Его можно решить де%
лением обеих частей на наибольшую
степень одного из видов выражений с
переменной — или на 2х, или на 3х.
Учитывая, что 3х ≠ 0 при всех значени%
ях х, в результате деления на 3х полу%
чаем уравнение, равносильное преды%
дущему (а значит, и заданному).
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При решении систем уравнений, содержащих показательные функции,
чаще всего используются традиционные методы решения систем уравнений:
метод подстановки и метод замены переменных.

Задача 4 Решите систему уравнений 
1,

4 4 5.x y

x y+ =
 + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

X Из первого уравнения  системы
y = 1 – x.

Тогда из второго уравнения получаем

4х + 41 – х = 5, то есть 
1

4

4
4 5.x

x+ =  Заме"

на 4x = t дает уравнение 4 5,
t

t + =  из ко%

торого получаем уравнение t2 – 5t + 4 =
= 0, имеющее корни: t

1
 = 1, t

2
 = 4.

Обратная замена дает 4x = 1, тогда
x

1
= 0 или 4x = 4, откуда x

2
= 1.

Находим соответствующие значения
y = 1 – x:

если x
1
= 0, то y

1
 = 1;

если x
2
= 1, то y

2
 = 0.

Ответ: (0; 1), (1; 0).Y

Если из первого уравнения выра%
зить y через x и подставить во второе
уравнение, то получим показательное
уравнение, которое мы умеем решать
(аналогично решению задачи 2).

Выполняя замену, учитываем, что
t = 4х ≠ 0. Тогда в полученном дро%

бном уравнении 4 5
t

t + =  знаменатель

t ≠ 0. Таким образом, это дробное
уравнение равносильно уравнению

t2 – 5t + 4 = 0.

Задача 5* Решите систему уравнений 
5 3 16

5 3 22 2

x y

x y

− =

− =







,

.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Замена 52
x

u=  и 23
y

= v  дает систему

 

2 2 16,

2.

u

u

− =
 − =

v

v

Из второго уравнения этой систе%
мы имеем u = 2 + v. Тогда из первого
уравнения получаем (2 + v)2 – v2 = 16.
Отсюда v = 3, тогда u = 5.

Обратная замена дает
23 3,
y

=  тогда 
2

1,y =  отсюда, y = 2;

25 5,
x

=  тогда 
2

1,x =  отсюда, x = 2.

Ответ: (2; 2).Y

Если обозначить 52
x

u=  и 23
y

= v,
то

5x = u2 и 3y = v2.
Тогда данная система будет равно%

сильна алгебраической системе, кото%
рую легко решить.

После обратной замены получаем
систему простейших показательных
уравнений.
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Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно провести поиск плана решения пока%
зательных уравнений, которые не приводятся непосредственно к простей%
шим.

2. Какую замену переменных можно выполнить при решении уравнения
42x + 2æ4x – 3 = 0? Какое уравнение получим после замены?

3. Объясните, почему уравнения 5x = 7x и 22x + 3æ2xæ5x – 4æ52x = 0 являются
однородными. Как можно решить эти однородные уравнения?

Упражнения

Решите уравнение (1–5).
1°. 1) 52x + 4æ5x – 5 = 0; 2) 62x – 5æ6x – 6 = 0;  3) 32x – 2æ3x = 3;

4) 
8 6

5 3 5 1
3;x x− +

− = 5) 
6 5

4 2 4 1
2.x x− +

− =

2. 1) 49x – 6æ7x – 7 = 0; 2) 64x – 7æ8x – 8 = 0; 3) 2x + 22 – x = 5;

4) 3x + 32 – x = 10; 5) 2x + 1 + 4x = 80; 6) 
3 3

3 3
2;

x x

x x

−

−
+
−

=

7) 
2 21 110 10 99;x x+ −− = 8*) 10 10 11

2 2sin cos .x x+ =
3. 1°) 7x = 9x; 2°) 5æ3x – 3æ5x = 0;

3) 2x + 3 – 3x = 3x + 1 – 2x; 4) 4x + 1 + 4æ3x = 3x + 2 – 4x;

5) 2x + 2x + 1 + 2x + 2 = 2æ5x + 5x + 1; 6) 4 3 3 2
1
2

1
2 2 1x x x x− = −

− + − .
4. 1) 22x + 2xæ5x – 2æ52x = 0; 2) 32x + 2æ3xæ7x – 3æ72x = 0;

3) 4x = 3æ49x – 2æ14x; 4) 4æ9x – 7æ12x + 3æ16x = 0;
5) 5æ4x – 7æ10x + 2æ25x = 0.

5*. 1) 6x – 4æ3x – 9æ2x + 36 = 0; 2) 5æ15x – 3æ5x + 1 – 3x+ 3 = 0;
3) 4æ20x – 20æ5x – 1 + 5æ4x + 1 – 20 = 0; 4) 8x – 4x – 2x + 3 + 8 = 0.

6. Решите графически уравнение:

1) 2x = 3 – x; 2) ( )1

2
3 ;

x
x =    3) ( )1

2
3;

x

x= +    4) ( )1

3
1.

x

x= +

Проверьте подстановкой, действительно ли найденное значение x является
корнем уравнения.
7*. Докажите, что уравнения, приведенные в задании 6, не имеют других кор%

ней, кроме найденных графически.
8. Решите систему:

1)
4 16

5 12 1

x y

x y

+

+ −

=

=







,

;
      2)

2

2

1

81
3 ,

3 27;

y x

x y

−

− +

 =

 =

     3)
3,

2 2 6;x y

x y+ =
 + =

    4) 
2,

3 3 24;x y

x y− =
 − =

5*)
3 2 77

3 2 72 2

x y

x y

− =

− =







,

;
    6*) 

5 6 589

5 6 312 2

x y

x y

− =

+ =







,

.
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30.3. РЕШЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ
Т а б л и ц а  52

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

1. График показательной функции у = ах (a > 0 и a ≠ 1)

a > 1 0 < a < 1

возрастает убывает

2. Схема равносильных преобразований простейших показательных неравенств

a > 1 0 < a < 1

 af (x) > ag (x) ⇔ f (x) > g (x)

знак неравенства сохраняется

af (x) > ag (x) ⇔ f (x) < g (x)

знак неравенства меняется
на противоположный

 Примеры

   2x – 3 > 4.

X 2x – 3 > 22. Функция y = 2t являет%
ся возрастающей, следовательно:

x – 3 > 2,  x > 5.
Ответ: (5; +×). Y

  (0,7)x – 3 > 0,49.

X (0,7)x – 3 > (0,7)2. Функция
y = 0,7t убывающая, следовательно:

x – 3 < 2,  x < 5.
Ответ: (–×; 5).Y

3. Решение более сложных показательных неравенств

    Ориентир   Пример

I. С помощью равносильных преоб#
разований (по схеме решения по%
казательных уравнений, табл. 51)
данное неравенство приводится к
неравенству известного вида
(квадратному, дробному и т. д.).
После решения полученного
неравенства приходим к простей%
шим показательным неравен%
ствам.

    4x + 1 + 7æ2x – 2 > 0.
X 4xæ4 + 7æ2x – 2 > 0,

       22xæ4 + 7æ2x – 2 > 0.
Замена 2x = t дает неравенство

4t2 + 7t – 2 > 0, решения которого

t < –2 или 
1

4
t >

(см. рисунок).

Обратная замена дает 2x < –2 (ре%

шений нет) или 1

4
2 ,x >  откуда

2x > 2–2, т. е. x > –2.
Ответ: (–2; +×).Y
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Объяснение и обоснование

Решение простейших показательных неравенств вида ax > b (или ax < b, где
a > 0 и a ≠ 1) основывается на свойствах функции y = ax, которая возрастает при
a > 1 и убывает при 0 < a < 1. Например, чтобы найти решение неравенства
ax > b при b > 0, достаточно представить b в виде b = ac. Получаем неравенство

ax > ac.     (1)
При a > 1 функция ax возрастает, следовательно, большему значению функ%

ции соответствует большее значение аргумента, поэтому из неравенства (1)
получаем x > с (знак этого неравенства совпадает со знаком неравенства (1)).

При 0 < a < 1 функция ax убывает, следовательно, большему значению функ%
ции соответствует меньшее значение аргумента, поэтому из неравенства (1)
получаем x < с (знак этого неравенства противоположен знаку неравенства (1)).

Графически это проиллюстрировано на рисунке 125.
Например, чтобы решить неравенство 5x > 25, достаточно представить это

неравенство в виде 5x > 52, учесть, что 5 > 1 (функция 5x является возрастаю%
щей, следовательно, при переходе к аргументам знак неравенства не меняется),
и записать решение: x > 2.

П р о д о л ж. т а б л.  52

II. Применяем общий метод ин�
тервалов, приводя данное нера%
венство к виду f (x) � 0 и исполь%
зуя схему:

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули f (x).
3. Отметить нули функции на ОДЗ

и найти знак f (x) в каждом из
промежутков, на которые раз#
бивается ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая знак
неравенства.

3x + 4x > 7.
X Решим неравенство методом ин%
тервалов. Данное неравенство рав%
носильно неравенству 3x + 4x – 7 > 0.

Обозначим f (x) = 3x + 4x – 7.
1. ОДЗ: x ∈ R.
2. Нули функции: f (x) = 0.

3x + 4x – 7 = 0. Поскольку функ%
ция f (x) = 3х + 4х – 7 является
возрастающей (как сумма двух
возрастающих функций), то зна%
чение, равное нулю, она прини%
мает только в одной точке об%
ласти определения: x = 1

(f (1) = 31 + 41 – 7 = 0).
3. Отмечаем нули функции на ОДЗ,

находим знак f (x) в каждом из
промежутков, на которые разби%
вается ОДЗ, и записываем реше%
ние неравенства f (x) > 0.

Ответ: (1; +×).Y
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Заметим, что решение данного неравенства можно записывать в виде x > 2
или в виде промежутка (2; +×).

Аналогично, чтобы решить неравенство ( )1 1

4 16
,

x

>  достаточно представить

это неравенство в виде ( ) ( )2
1 1

4 4
,

x

>  учесть, что 
1

4
1<  (функция ( )1

4

x

 является

убывающей, таким образом, при переходе к аргументам знак неравенства
меняется на противоположный), и записать решение: x < 2.

Учитывая, что при любых положительных значениях a значение ах всегда
больше нуля, получаем, что при b mmmmm 0 неравенство ax < b решений не имеет,
а неравенство ax > b выполняется при всех действительных значениях x.

Например, неравенство 7x < –7 не имеет решений, а решениями неравен%
ства 7x > –7 являются все действительные числа.

Обобщая приведенные выше рассуждения относительно решения простей%
ших показательных неравенств, отметим, что

при a > 1 неравенство af (x) > ag (x) равносильно неравенству f (x) > g (x),
а при 0 < a < 1 — неравенству f (x) < g (x).
Коротко это утверждение можно записать так.

При а > 1         af (x) > ag (x) ⇔ f (x) > g (x) (знак неравенства сохраняется).

При 0 < a < 1 af (x) > ag (x) ⇔ f (x) < g (x) (знак неравенства меняется на
противоположный).

( Чтобы обосновать равносильность соответствующих неравенств, доста%
точно заметить, что при a > 1 неравенства

       af (x) > ag (x),     (2)
      f (x) > g (x)     (3)

могут быть верными только одновременно, поскольку функция y = at при
a > 1 является возрастающей и большему значению функции соответству%
ет большее значение аргумента (и наоборот: большему значению аргумен%
та соответствует большее значение функции). Таким образом, все реше%
ния неравенства (2) (которые обращают его в верное числовое неравен%
ство) будут и решениями неравенства (3), и наоборот: все решения нера%
венства (3) будут решениями неравенства (2). А это и означает, что нера%
венства (2) и (3) являются равносильными.

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

а б
Рис. 125
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Аналогично обосновывается равносильность неравенств af (x) > ag (x)

и f (x) < g (x) при 0 < a < 1. )

В простейших случаях при решении показательных неравенств, как и при
решении показательных уравнений, пытаются с помощью основных формул
действий над степенями привести (если это возможно) данное неравенство
к виду af (x) � ag (x).

Для решения более сложных показательных неравенств чаще всего ис%
пользуют замену переменных или свойства соответствующих функций (эти
методы рассмотрены в § 35 раздела 4).

Заметим, что аналогично решению показательных уравнений все равно%
сильные преобразования неравенства всегда выполняются на его области до%
пустимых значений (то есть на общей области определения для всех функ%
ций, входящих в запись этого неравенства). Для показательных неравенств
достаточно часто областью допустимых значений (ОДЗ) является множество
всех действительных чисел. В этих случаях, как правило, ОДЗ явно не нахо%
дят и не записывают в решение неравенства (см. далее задачу 1). Но если в
процессе решения показательного неравенства равносильные преобразова%
ния выполняются не на всем множестве действительных чисел, то в этом слу%
чае приходится учитывать ОДЗ (см. далее задачу 2).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите неравенство ( )
2 7 6

0,6 1.
x x− + l

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X   ( ) ( )
2 7 6 00,6 0,6 .x x− + l

Поскольку функция y = (0,6)t яв%
ляется убывающей, то x2 – 7x + 6 m 0.

Отсюда 1 m x m 6 (см. рисунок).

Ответ: [1; 6].Y

Запишем правую часть неравен%
ства как степень числа 0,6: 1 = (0,6)0.

Поскольку 0,6 < 1, то при перехо%
де от степеней к показателям знак не%
равенства меняется на противопо%
ложный (получаем неравенство, рав%
носильное данному).

Для решения полученного квад%
ратного неравенства используем гра%
фическую иллюстрацию.

Задача 2 Решите неравенство 23 3   8.x x−− m
Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X ОДЗ: x l 0.
23

3
3 8.x

x
− m

Замена 3 x t=  (t > 0) дает неравенство

Поскольку равносильные преоб%
разования неравенств выполняются
на ОДЗ исходного неравенства, то за%
фиксируем эту ОДЗ. Используя фор%



355

9 8,
t

t − m  равносильное неравенству
2 8 9 0.t t

t

− − m

Поскольку t > 0, получаем
t2 – 8t – 9 m 0. Отсюда    –1 m t m 9.

Учитывая, что t > 0, имеем
0 < t m 9.

Выполняя обратную замену, полу%
чаем 0 3 9.x< m  Тогда 23 3 .x m

Функция y = 3t является возрас%
тающей, таким образом, x   m 2.
Учитывая ОДЗ, получаем

0 m x m 4.
Ответ: [0; 4].Y

§ 30. Решение показательных уравнений и неравенств

мулу ,
u

u a

a
a − =v

v  избавляемся от число%

вого слагаемого в показателе степени
и получаем степени с одним основа%
нием 3, что позволяет ввести замену

3 ,x t=  где t > 0.
В полученном неравенстве знаме%

натель положителен, поэтому это
дробное неравенство можно привести
к равносильному ему квадратному.

После выполнения обратной заме%
ны следует учесть не только возрас%
тание функции y = 3t, но и ОДЗ ис%
ходного неравенства.

Задача 3* Решите неравенство 22x + 1 – 5æ6x + 32x + 1 > 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Решим  неравенство методом ин%
тервалов. Обозначим

f (x) = 22x + 1 – 5æ6x + 32x + 1.
1. ОДЗ: x ∈ R.
2. Нули функции: f (x) = 0.

22x + 1 – 5æ6x + 32x + 1 = 0,
22xæ2 – 5æ6x + 32хæ3 = 0,

2æ22x – 5æ2xæ3x + 3æ32х = 0 | : 32х ≠ 0,

( ) ( )2
2 2

3 3
2 5 3 0.

x x

⋅ − ⋅ + =

Замена ( )2

3
.

x

t=  Получаем

2t2 – 5t + 3 = 0, t
1
 = 1, 2

3

2
.t =  Обрат%

ная замена дает: ( )2

3
1

x

=  или ( )2 3

3 2
.

x

=
Отсюда x = 0 или x = –1.

3. Отметим нули функции на ОДЗ,
находим знак f (x) в каждом из по%
лученных промежутков и записы%
ваем решения неравенства f (x) > 0.

Ответ: (–×; –1) � (0; +×). Y

Данное неравенство можно решать
или приведением к алгебраическому
неравенству, или методом интерва%
лов. Для решения его методом интер%
валов используем схему, приведен%
ную в таблице 52.

При нахождении нулей функции
приведем все степени к двум основа%
ниям (2 и 3), чтобы получить одно%
родное уравнение. Это уравнение ре%
шается делением обеих частей на наи%
высшую степень одного из видов пе%
ременных — на 32x. Учитывая, что
32x ≠ 0 при всех значениях х, в резуль%
тате деления на 32x получаем уравне%
ние, равносильное предыдущему.

Разумеется, для решения данного
неравенства можно было учесть, что
32x > 0 всегда, и после деления дан%
ного неравенства на 32x и замены

( )2

3

x

t=  получить алгебраическое не%

равенство.
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Задача 4* Решите неравенство 3 9 2 8 02x x x−( ) − − m .

К о м м е н т а р и й

Данное нестрогое неравенство также удобно решать методом интервалов.
Записывая ответ, следует учитывать, что в случае, когда мы решаем нестро"
гое неравенство f (x) m 0, все нули функции f (x) должны войти в ответ.

Р е ш е н и е

X Обозначим ( ) 2 ( ) 3 9 2 8.xf x x x= − − −
1. ОДЗ: х2 – 2х – 8 l 0. Тогда x m –2 или x l 4

(см. рисунок).
2. Нули функции: f (x) = 0.

3 9 2 8 02x x x−( ) − − = .  Тогда 3х – 9 = 0 или 2 2 8 0.x x− − =  Из первого урав%
нения: х = 2 — не принадлежит ОДЗ, а из второго: х

1
 = –2, х

2
 = 4.

3. Отмечаем нули f (x) на ОДЗ, находим знак f (x)
в каждом из промежутков, на которые разбивается
ОДЗ, и записываем решение неравенства f (x) m 0.

Ответ: х ∈ (–×; –2] или х = 4. Y

Вопросы для контроля

1. Объясните, в каких случаях показательные неравенства ax > b и ax < b (где
a > 0 и a ≠ 1) имеют решения. В каких случаях данные неравенства не
имеют решений? Приведите примеры, проиллюстрируйте их графически.

2. Какому неравенству равносильно показательное неравенство af (x) > ag (x)

при a > 1? При 0 < a < 1? Приведите примеры.

Упражнения

1. Решите неравенство (1–4).

1°) 2x > 1;    2°) 1

2
2 ;x >     3) 3x > 0;     4) ( )1

3
0;

x

<     5°) ( )1

3
9;

x

l     6) ( )3
1

2
4;

x−

m

7°) 5 25 5x   l ;     8) ( ) 2
1

4
16;

x−

<      9*) ( )
2 7 6

30,3   1;
x x

x
− +

− m     10*) ( )
2 9 8

41,3   1.
x x

x
− +

− l

2. 1) ( ) ( ) 1
2 2 5

3 3 2
;

x x−

+ >     2°) 3x + 2 + 3x – 1 < 28;    3) 32x + 1 + 8æ3x – 3 l 0;

4) 2 1 1

3
6 6 4  0;x x− − ⋅ − m       5) 4x – 2x + 1 – 8 > 0;     6) 9x – 12æ3x + 27 m 0.

3. 1) 3x > 5x; 2) 7x – 1 m 2x – 1;   3*) 22x + 1 – 5æ6x + 32x + 1 l 0;
4*) 5æ32x + 15æ52x – 1 m 8æ15x.

4*. 1) 2 2 6 02x x x−( ) − − l ; 2) 3 1 2 8 02 2x x x− −( ) − − � ;

3) 6 3 2 3 1;x x⋅ − > + 4) 12 5 1 5 2.x x+⋅ − > +
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ЛОГАРИФМ ЧИСЛА. СВОЙСТВА ЛОГАРИФМОВ§§§§§3131313131

1. Логарифм числа

Определение Примеры

Логарифмом положительного
числа b по основанию а (а > 0, а ≠≠≠≠≠ 1)
называется показатель степени, в
которую необходимо возвести а,
чтобы получить b.

О б о з н а ч е н и е: log
а

b.

Десятичный логарифм — это ло"
гарифм по основанию 10.

О б о з н а ч е н и е: log
10

b = lg b.

Натуральный логарифм — это
логарифм по основанию e (e — ирра%
циональное число, приближенное
значение которого: e ≈ 2,7).

О б о з н а ч е н и е: log
е
b = ln b.

1) log
4

16 = 2, поскольку 42 = 16;

2) 7
1

2
log 7 ,=  так как 

1
27 7;=

3) lg 1000 = 3, поскольку
103 = 1000.

4) 
2

1ln 2,
e

= −  так как 2
2

1 .
e

e− =

2. Основное логарифмическое тождество

loga ba b=
а > 0, а ≠ 1, b > 0

1) 3 53 5log ;=      2) 10lg 2 = 2.

3. Свойства логарифмов и формулы логарифмирования
(а > 0, а ≠ 1, х > 0, у > 0)

1) log
a

1 = 0 Логарифм единицы по любому осно"
ванию равен нулю.

Логарифм произведения положи"
тельных чисел равен сумме логариф"
мов множителей.

Логарифм частного положительных
чисел равен разности логарифмов
делимого и делителя.

Логарифм степени положительного
числа равен произведению показате"
ля степени на логарифм основания
этой степени.

5) log
a

хп = п log
a

х

4) log log loga a a
x
y

x y= −

3) log
a

(ху) = log
a

х + log
a

у

2) log
a

a = 1



358

РАЗДЕЛ 4. Показательная и логарифмическая функции

Объяснение и обоснование

1. Логарифм числа. Если рассмотреть равенство 23 = 8, то, зная любые два
числа из этого равенства, мы можем найти третье:

Первые две операции, представленные в этой таблице (возведение в сте%
пень и извлечение корня n%й степени), нам уже известны, а с третьей — лога%
рифмированием, то есть нахождением логарифма данного числа — мы позна%
комимся в этом параграфе.

В общем виде операция логарифмирования позволяет из равенства ах = b
(где b > 0, а > 0, а ≠ 1) найти показатель х. Результат выполнения этой опера%
ции обозначается log

a
b. Таким образом,

логарифмом положительного числа b по основанию а (а > 0, а ≠≠≠≠≠ 1) назы#
вается показатель степени, в которую необходимо возвести а, чтобы по#
лучить b.
Например: 1) log

2
8 = 3, поскольку 23 = 8; 2) ( )1

2

1

4
log 2,=  поскольку ( )2

1 1

2 4
;=

     3) ( )4
1

16
log 2,= −  поскольку 2 1

16
4 .− =

Отметим, что при положительных а и b (а ≠ 1) уравнение ах = b всегда имеет
единственное решение, поскольку функция у = ах принимает все значения из
промежутка (0; +×) и при а > 1 является возрастающей, а при 0 < а < 1 —
убывающей (рис. 126).

Итак, каждое свое значение b > 0 функция ах принимает только при одном
значении х. Следовательно, для любых положительных чисел b и а (а ≠ 1)
уравнение ах = b имеет единственный корень х = log

a
b.

При b m 0 уравнение ах = b (а > 0, а ≠ 1) не имеет корней, таким образом, при
b m 0 значение выражения log

a
b не существует.

П р о д о л ж.  т а б л.  53

4. Формула перехода к логарифмам с другим основанием

     log

log
log b

a
b

x

a
x =      а > 0, а ≠ 1, b > 0, b ≠ 1, х > 0

Следствия

log log k
k

a ab b=log
loga

b
b

a
= 1

овтсневареоннадаЗ онтсевзиотЧ мидоханотЧ ьсипаЗ еинавзаН

23 8=

3и2алсич 8олсич 2=8 3 ьнепетс

3и8алсич 2олсич
йеьтертьнерок

инепетс

2и8алсич 3олсич gol=3
2

8 мфирагол

32 8=
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Например, не существуют значения log
3

(–9), log ,1
2

7−( )  log
2

0.

Отметим, что логарифм по основанию 10 называется десятичным лога"
рифмом и обозначается lg.

Например, log
10

7 = lg 7, lg 100 = log
10

100 = 2.
В недалеком прошлом десятичным логарифмам отдавали предпочтение и

составляли очень подробные таблицы их значений, которые использовались
в разных вычислениях. В эпоху всеобщей компьютеризации десятичные ло%
гарифмы утратили свою ведущую роль. В современной науке и технике широ%
ко используются логарифмы, основанием которых является особенное чис%
ло e (такое же знаменитое, как и число π). Число e, как и число π, — иррацио%
нальное, e = 2,718281828459045... . Логарифм по основанию e называется
натуральным логарифмом и обозначается ln.

Например, log
e
7 = ln 7, 

1 1ln log 1.ee e
= = −

2. Основное логарифмическое тождество. По определению логарифма, если
log

a
b = х, то ах = b (а > 0, а ≠ 1, b > 0). Подставляя в последнее равенство

вместо х его значение, получаем равенство, которое называется основным
логарифмическим тождеством:

        log ,aba b=     где а > 0, а ≠ 1, b > 0.

Например: 1) 5 95 9log ;=  2) 10lg 7 = 7; 3) ( ) 1
3

log 2
1

3
2.=

3. Свойства логарифмов и формулы логарифмирования. Во всех приведен%
ных ниже формулах а > 0 и а ≠ 1.
( 1) Из определения логарифма получаем, что

 log
a

1 = 0  ,

поскольку а0 = 1 (при а > 0, а ≠ 1). Таким образом,
логарифм единицы по любому основанию равен нулю.

2) Поскольку а1 = а, то
 log

a
a = 1  .

§ 31. Логарифм числа. Свойства логарифмов

а б

Рис. 126
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3) Чтобы получить формулу логарифма произведения ху (х > 0, y > 0), обо%
значим log

a
х = u и log

a
у = v. Тогда по определению логарифма

х = аu   и  y = av.                 (1)

Перемножив почленно два последних равенства, имеем ху = аu + v. По опре%
делению логарифма и с учетом введенных обозначений из последнего ра%
венства получаем log

a
(ху) = u + v = log

a
х + log

a
у.

Таким образом,
   log

a
(ху) = log

a
х + log

a
у  .                 (2)

Логарифм произведения положительных чисел равен сумме логарифмов
множителей.

4) Аналогично, чтобы получить формулу логарифма частного 
x
y

 (х > 0, y > 0),

достаточно разделить почленно равенства (1). Тогда .u vx
y

a −=  По определе%

нию логарифма и с учетом введенных обозначений из последнего равенства

получаем log log log .a a a
x

y
u v x y= − = −  Таким образом,

          log log log .a a a
x
y

x y= −                 (3)

Логарифм частного положительных чисел равен разности логарифмов
делимого и делителя.

5) Чтобы получить формулу логарифма степени хп (где х > 0), обозначим
log

a
х = u. По определению логарифма х = аu. Тогда хп = апu, и по определе%

нию логарифма с учетом обозначения для u имеем log
a

хп = пu = п log
a

х.
Таким образом,

log
a

хп = п log
a

х  .     (4)

Логарифм степени положительного числа равен произведению пока"
зателя степени на логарифм основания этой степени. )

Учитывая, что при х > 0   
1

n nx x= , по формуле (4) имеем:
1 1log log log .n n

a a an
x x x= =  То есть при х > 0 можно пользоваться формулой

log loga
n

ax x
n

== 1

(можно не запоминать эту формулу, а каждый раз записывать корень из по%
ложительного числа как соответствующую степень).

З а м е ч а н и е. Иногда приходится находить логарифм произведения ху и в
том случае, когда числа х и у оба отрицательные (х < 0, y < 0). Тогда ху > 0
и log

а
(ху) существует, но формулой (2) воспользоваться нельзя — она обосно%

вана только для положительных значений х и у. В случае ху > 0 имеем ху = | x |æ| у |,
и теперь | x | > 0 и | у | > 0. Таким образом, для логарифма произведения | x |æ| у |
можно воспользоваться формулой (2). Поэтому при х < 0 и y < 0 можем записать:

logа (ху) = logа (| x |æ| у |) = logа | x | + logа | у |.



361

Отметим, что полученная формула справедлива и при x > 0 и у > 0, по%
скольку в этом случае | x | = х  и  | у | = у. Таким образом,

при ху > 0   log
а

(ху) = log
а

| x | + log
а

| у |  .    (2R)

Аналогично можно обобщить и формулы (3) и (4):

при 0,>x
y         log log log ,a a a

x

y
x y= −                (3R)

при x ≠ 0            log
a

х2k = 2k log
а

| х |  .                (4R)

4. Формула перехода к логарифмам с другим основанием.

( Пусть log
a

х = u (х > 0, а > 0, а ≠ 1). Тогда по определению логарифма аu = х.
Прологарифмируем обе части последнего равенства по основанию b (b > 0,
b ≠ 1). Получим log

b
аu = log

b
х .

Используя в левой части этого равенства формулу логарифма степени,

имеем u log
b
а = log

b
х . Тогда 

log

log
.b

b

x

a
u =  Учитывая, что u = log

a
х, получаем

   
log

log
log ,b

a
b

x

a
x =

где а > 0, а ≠ 1, b > 0, b ≠ 1, х > 0.
Таким образом, логарифм положительного числа х по одному основанию а
равен логарифму этого же числа х по новому основанию b, деленному на
логарифм прежнего основания а по новому основанию b. )

С помощью последней формулы можно получить следующие  с л е д с т в и я.

1) log .
log

loga
b

b

b
b

a
=  Учитывая, что log

b
b = 1, имеем

     log ,
loga

b
b

a
== 1

где а > 0, а ≠ 1, b > 0, b ≠ 1.

2) Аналогично, учитывая формулу перехода от одного основания логарифма
к другому и формулу логарифма степени, получаем (при k ≠ 0)

log log .
log

log

log
a

k a
k

a
k

a
ak b b

b

a

k b

k
= = =

Записав полученную формулу справа налево, имеем

   log log ,k
k

a ab b=

где а > 0, а ≠ 1, b > 0, b ≠ 1, k ≠ 0.

§ 31. Логарифм числа. Свойства логарифмов
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Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите: 1) log
5

125; 2) 
1

27

log 3.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X log
5
125 = 3, поскольку 53 = 125;Y

2)X 1
27

1

3
log 3 ,= −  так как

( )
( )

1
3

11 131 33 27
27

1 1 1 1

27
3.

−

= = = = Y

Учитывая определение логариф%
ма, необходимо подобрать такой по%
казатель степени, чтобы при возведе%
нии основания логарифма в эту сте%
пень получить число, стоящее под
знаком логарифма.

Задача 2 Запишите решение простейшего показательного уравнения:

1) 5х = 3; 2) ( )1

3
10;

x

= 3) 1

3
10 .x =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
По определению логарифма:

1) X х = log
5

3;Y

2) X 1
3

log 10;x = Y

3) X 1

3
lg .x = Y

Для любых положительных чисел
b и а (а ≠ 1) уравнение ах = b имеет
единственный корень. Показатель
степени х, в которую необходимо воз%
вести основание а, чтобы получить b,
называется логарифмом b по основа%
нию а, поэтому х = log

а
b.

Задача 3 Выразите логарифм по основанию 3 выражения 
2

5

27a

b
 (где a > 0 и

b > 0) через логарифмы по основанию 3 чисел a и b. (Коротко
говорят так: «Прологарифмируйте заданное выражение по ос"
нованию 3».)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X

( )

2 3 2

3 3 15
5

1
3 2 5

3 3

27 3log log

log 3 log

a a

b
b

a b

= =

= − =

= ( ) + − =log log log3
3

3
2

3

1
53 a b

3 3 3
1

5
3log 3 2log loga b= + − =

3 3
1

5
3 2log log .a b= + − Y

Сначала запишем выражения,
стоящие в числителе и знаменателе
данного выражения, как степени чи%
сел и букв. Далее учтем, что логарифм

частного 
3 2

1
5

3 a

b

 положительных чисел

равен разности логарифмов числите%
ля и знаменателя, а затем то, что ло%
гарифм произведения (33а2) равен
сумме логарифмов множителей.
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Задача 4 Известно, что log
2

5 = a, log
2

7 = b. Выразите log
2

700 через a и b.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

После этого учтем, что каждый

из логарифмов степеней (33; a2; 
1
5b )

равен произведению показателя сте%
пени на логарифм основания этой сте%
пени, а также то, что log

3
3 = 1.

X log
2

700 = log
2

(7æ52æ22) =

= log
2

7 + log
2

52 + log
2

22 =

= log
2

7 + 2 log
2

5 + 2 log
2

2 =

= b + 2a + 2. Y

Сначала представим число 700 как
произведение степеней данных чисел
5 и 7 и основания логарифма 2, а да%
лее используем свойства логарифмов
и подставим в полученное выражение
значения log

2
5 и log

2
7.

Задача 5* Прологарифмируйте по основанию 10 выражение 
3

2
.ab

c

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Если 
3

2
0,ab

c
>  то

3
3 2

2
lg lg lgab

c
ab c= − =

= lg (| a |æ| b3 |) – lg | c |2 =
= lg | a | + lg | b3 | – 2 lg | c | =
= lg | a | + 3lg | b | – 2lg | c |.Y

Поскольку логарифмы существу%
ют только для положительных чи%
сел, то мы можем прологарифмиро%
вать данное выражение только в слу%

чае, когда 
3

2
0.ab

c
>

Из условия не следует, что в данном
выражении значения a, b, c положи%
тельны. Поэтому будем пользоваться
обобщенными формулами логариф%
мирования (2R–4R), а также учтем, что
| ab3 | = | a |æ| b3 |, | b3 | = | b |3, | c2 | = | c |2.

Иногда приходится искать выражение, зная его логарифм. Такую опера%
цию называют потенцированием.

Задача 6 Найдите x по его логарифму:

1) lg x = lg 5 – 2lg 3 + 3lg 2;  2) 
1

2
log log 5log log .a a a ax b c p= + −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1) X lg x = lg 5 – 2lg 3 + 3 lg 2,
lg x = lg 5 – lg 32 + lg 23,

3

2

5 2

3
lg lg ,x ⋅=        

3

2

5 2 40

3 9
;x ⋅= =

Пользуясь формулами логариф%
мирования справа налево, запишем
правые части данных равенств в виде
логарифма какого%то выражения.

§ 31. Логарифм числа. Свойства логарифмов
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Вопросы для контроля

1. Дайте определение логарифма положительного числа b по основанию а
(а > 0, а ≠ 1).

2. Какой логарифм называют десятичным логарифмом и какой натуральным
логарифмом? Приведите примеры записи и вычисления таких логарифмов.

3. 1) Запишите основное логарифмическое тождество. Приведите примеры
его использования. 2*) Обоснуйте основное логарифмическое тождество.

4. 1) Запишите и сформулируйте формулы логарифмирования. Приведите
примеры их использования. 2*) Обоснуйте формулы логарифмирования.

5. 1) Запишите формулу перехода от одного основания логарифма к другому.
Приведите примеры ее использования. 2*) Обоснуйте формулу перехода от
одного основания логарифма к другому.

6*. Можно ли в том случае, когда значение x и y оба отрицательные, пролога%

рифмировать выражение: xy, ,x
y  x4? Как это сделать? Обоснуйте соответ%

ствующие формулы.

2) X 1

2
log log 5log log ,a a a ax b c p= + −

1
52log log log log ,a a a ax b c p= + −

1
52

log log ,a a
b c

p
x =       

1
52

.b c

p
x = Y

Из полученного равенства
           log

а
x = log

а
M         (1)

получаем x = M
(как будет показано в § 32, значе%
ние x, удовлетворяющее равенству
(1), — единственное).

Задача 7* Вычислите значение выражения 
5

3

4 1  log 4
log 5 25 .

+

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Поскольку 5
3

5

log 5

log 3
log 5 = =

1
552

1 2

log 3log 3
,= =  то

4

5

4

2

3
3

5 5
2

5

5

2 3 3 9
log

log

log log log .= = = =

Кроме того,

 1

2 5 5

1
2

5 54 4 4 2log log log log .= = =

Тогда 5 5 5
3

4 1

log 5 2
log 4 log 9 log 2+ = + =

( )
5 5log 9 2 log 18.= ⋅ =

Итак, 5 5 18
4

5
1
2

4
183

5
5

log
log

log .
  +

= = Y

Попытаемся привести показатель
степени данного выражения к виду
log

5
b, чтобы можно было воспользо%

ваться основным логарифмическим

тождеством:

5 5log .b b=
Для этого перейдем в показателе сте%
пени к одному основанию логарифма
(к основанию 5).
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Упражнения

1°. Проверьте, верно ли равенство:

1) log2 16 = 4; 2) log3 27 = 3; 3) 
2

1

4
log 2;= −

4) log ;
2

4 4= 5) 1
2

log 8 3;= − 6) log
0,2

0,008 = 3.

2. Вычислите:

1°) log
5

25;    2°) log
4

64;    3°) 3
1

9
log ;     4°) log ;6 6     5) 9

1

27
log ;     6°) 

1
7

log 1;

7*) log ;2
34 2 2     8*) log ;7

45 7 7     9*) log ;
7 4 3

7 4 3
+

−( )     10*) log .
9 4 5

9 4 5
−

+( )
3°. Пользуясь определением логарифма, запишите решение простейшого по%

казательного уравнения:

1) 4х = 9;    2) ( )1

4
15;

x

=     3) 10х = 11;    4) 5х = 19;   5) 0,2х = 0,7;   6) ех = 3 .

4. Пользуясь основным логарифмическим тождеством, упростите выражение:

1) 5log 75 ;     2) 3log 43 ;     3) 3
1log  
33 ;     4) 3 5 3 513

, ;
log ,     5*) 71 log 27 ;+     6*) ( ) 1

3

log 6  2
1

3
.

−

5. Прологарифмируйте данное выражение по заданному основанию, зная,
что а > 0, b > 0, c > 0:

1°) 10а3с4 по основанию 10; 2) 
2 5

7

0,1a b

c
 по основанию 10;

3°) 2a c b  по основанию е; 4) 
21
32

2

a b

c
 по основанию е;

5°) 379a b  по основанию 3; 6) 
2

45

1
2

a b

c
 по основанию 3.

6*. Прологарифмируйте данное выражение по основанию 10, зная, что аb > 0
и с ≠ 0:

1) а3b5с8; 2) 
3

2
;ab

c
3) 

c

ab

4

2
5( )

; 4) 5 2100 .abc

7. Известно, что log
5

2 = a, log
5

3 = b. Выразите через a и b:

1) log
5

15; 2) log
5

12; 3) log
5

30; 4) log
5

72.

8. Найдите х, если:
1) log

6
x = 3 log

6
2 + 0,5 log

6
25 – 2 log

6
3;    2) ( )1

3
lg lg 5 2lg 5lg ;x a b c= − +

3) 
2 1

7 5
lg 3lg lg lg ;x m n p= + −     4) 3 3 3 3

1

3
log log 8 2log 20 3log 2.x = − −

9. Замените данный логарифм логарифмом по основанию 3:

1) 1
3

log ;a 2) log
9

a; 3) 1
9

log ;a 4) 3
log ;a 5) log

2
a.

§ 31. Логарифм числа. Свойства логарифмов
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10*. Вычислите значение выражения:

1) 
6

2

6 1  log 27
log 6 3

6 ;
+

2) 
3

5

2 1  log 16
log 3 4

3 ;
+

3) log
4

5ælog
5

6ælog
6

7ælog
7

32; 4) log
9

10ælg 11ælog
11

12ælog
12

27;

5) 81 25 49
1
2

4 8 29 125 7

1
4

  −
+( ) ⋅

log log log ; 6) ( )4
5log 495

1
7

1

49
15 log 7 5 .⋅ ⋅

11*. 1) Найдите log
8

9, если log
12

18 = a;
2) Найдите log

9
15, если log

45
25 = a;

3) Найдите log
175

56, если log
14

7 = a и log
5

14 = b;
4) Найдите log

150
200, если log

20
50 = a и log

3
20 = b.

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ,
ЕЕ СВОЙСТВА И ГРАФИК

§§§§§3232323232

Т а б л и ц а  54

О п р е д е л е н и е. Логарифмической функцией называется функция
вида у = log

a
х, где а > 0, а ≠≠≠≠≠ 1.

1. График логарифмической функции

Функции у = аx и у = log
a

х (а > 0, а ≠ 1) — взаимно обратные функции,
поэтому их графики симметричны относительно прямой у = х.

2. Свойства логарифмической функции

1. Область определения: x > 0.      D (log
a

x) = (0; +×)

2. Область значений: y ∈ R.            E (log
a

x) = R

3. Функция ни четная, ни нечетная.



367

Объяснение и обоснование

1. Понятие логарифмической функции и ее график. Логарифмической функ"
цией называется функция вида у = log

a
х, где а > 0, а ≠ 1.

Покажем, что эта функция является обратной к функции у = аx.

( Действительно, показательная функция f (х) = аx при а > 1 возрастает на
множестве R, а при 0 < а < 1 — убывает на множестве R. Область значений
функции f (х) = аx — промежуток (0; +×). Таким образом, функция f (х)
обратима (с. 141) и имеет обратную функцию с областью определения (0; +×)
и областью значений R. Напомним, что для записи формулы обратной функ%
ции достаточно из равенства у = f (х) выразить х через у и в полученной
формуле х = g (у) аргумент обозначить через х, а функцию — через у.
Тогда из уравнения у = аx (а > 0, а ≠ 1) по определению логарифма получаем
х = log

a
у — формулу обратной функции, в которой аргумент обозначен

через у, а функция — через х. Изменяя обозначения на традиционные,
имеем формулу у = log

a
х — функции, обратной к функции у = аx. )

§ 32. Логарифмическая функция, ее свойства и график

4. Точки пересечения с осями координат:

с осью Oy    нет        с осью Ox     
0,

1

y

x

=
 =

5. Промежутки возрастания и убывания:

а > 1 0 < а < 1

П р о д о л ж.  т а б л.  54

7. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет.

8. log
a

a = 1
log

a
(uv) = log

a
u + log

a
v   (u > 0, v > 0)

log log loga a a
u

v
u v= −    (u > 0, v > 0)

log
a

uп = п log
a

u   (u > 0)

функция log
a
х возрастает при а > 1

на всей области определения
функция log

a
х убывает при 0 < а < 1

на всей области определения

6. Промежутки знакопостоянства:

а > 1 0 < а < 1

у = log
a

х > 0 при х > 1,
у = log

a
х < 0 при 0 < х < 1

у = log
a

х > 0 при 0 < х < 1,
у = log

a
х < 0 при х > 1
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Как известно, графики взаимно обратных функций симметричны относи%
тельно прямой у = х. Таким образом, график функции у = log

a
х (а > 0, а ≠ 1)

можно получить из графика функции у = ах симметричным отображением
относительно прямой у = х. На рисунке 127 приведены графики логарифмиче%
ских функций при а > 1 и при 0 < а < 1. График логарифмической функции
называют логарифмической кривой.

2. Свойства логарифмической функции. Свойства логарифмической функ%
ции, указанные в пункте 8 таблицы 54, были обоснованы в § 31. Другие свой%
ства функции у = log

a
х прочитаем из полученного графика этой функции или

обоснуем, опираясь на свойства функции у = ах.
Поскольку область определения прямой функции является областью зна%

чений обратной, а область значений прямой функции — областью определе%
ния обратной, то, зная эти характеристики для функции у = ах, получаем
соответствующие характеристики для функции y = log

a
x:

акитсиреткараХ
яицкнуФ

a=y x y gol=
a

x
яинеледерпоьтсалбО R ;0( ×)

йинечанзьтсалбО ;0( ×) R

1) Областью определения функции у = log
a

х является множество R+ всех
положительных чисел (х > 0);

2) Областью значений функции у = log
a

х является множество R всех дей"
ствительных чисел (тогда функция y = log

a
x не имеет ни наибольшего,

ни наименьшего значений).
3) Функция у = log

a
х не может быть ни четной, ни нечетной, поскольку ее

область определения не симметрична относительно точки 0.
4) График функции у = log

a
х не пересекает ось Oу, поскольку на оси Oу

х = 0, а это значение не принадлежит области определения функции
у = log

a
х.

а б

Рис. 127
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График функции у = log
a

х пересекает ось Oх в точке х = 1, поскольку
log

a
1 = 0 при всех значениях а (а > 0, а ≠ 1).

5) Из графиков функции у = log
a

х, приведенных на рисунке 127, видно, что

при а > 1  функция у = log
a

х возрастает на всей области определе�
ния, а при 0 < а < 1 — убывает на всей области определения.

( Это свойство можно обосновать, опираясь не на вид графика, а только на
свойства функции у = аx.
Например, при а > 1 возьмем x

2
 > x

1
 > 0. По основному логарифмическому

тождеству можно записать: 1log
1 ,a xx a=  2log

2 .a xx a=  Тогда, учитывая, что

х
2

> х
1
, имеем 2 1log log .a ax xa a>  Поскольку при а > 1 функция у = аx является

возрастающей, то из последнего неравенства получаем log
a

x
2
 > log

a
x

1
.

А это и означает, что при а > 1 функция у = log
a

х возрастает на всей обла%
сти определения.
Аналогично можно обосновать, что при 0 < а < 1 функция у = log

a
х убыва%

ет на всей области определения. )

6) Промежутки знакопостоянства. Поскольку график функции у = log
a

х
пересекает ось Oх в точке х = 1, то, учитывая возрастание функции при
а > 1 и убывание при 0 < а < 1, имеем:

иицкнуфеинечанЗ
атнемуграеинечанЗ

ирп a 1> <0ирп a 1<

y 0> x ∈ +;1( ×) x ∈ )1;0(

y 0< x ∈ )1;0( x ∈ +;1( ×)

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите область определения функции:

1) у = log
5

(3 – х);         2) ( )2
1
3

log ;3y x= +       3) у = log
7

(х2 – х).

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
1) X Область определения функции
у = log

5
(3 – х) задается неравенством

3 – x > 0. Отсюда x < 3. То есть
D (y) = (–×; 3). Y

2) X Область определения функции

( )2
1
3

log 3y x= +  задается неравенст%

вом x2 + 3 > 0. Это неравенство выпол%
няется при всех действительных зна%
чениях х. Таким образом, D (y) = R.Y

Поскольку выражение, стоящее
под знаком логарифма, должно быть
положительным, то для нахождения
области определения заданной функ%
ции необходимо найти те значения
аргумента х, при которых выраже%
ние, стоящее под знаком логарифма,
будет положительным.

§ 32. Логарифмическая функция, ее свойства и график
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Задача 2 Изобразите схематически график функции:

1) у = log
2

х; 2) 1
2

log .y x=

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

3) X Область определения функции
у = log

7
(х2 – х) задается неравен%

ством х2 – х > 0. Решая это квад%
ратное неравенство, получаем
x < 0 или x > 1 (см. рисунок).

То есть D (y) = (–×; 0) � (1; +×).Y

1) X у = log
2

х Область определения функции
у = log

а
х — значения  х > 0, следова%

тельно, график этой функции всегда
расположен справа от оси Оу. Этот
график пересекает ось Ох в точке
х = 1 (log

а
1 = 0).

При а > 1 логарифмическая функ%
ция возрастает, таким образом, гра%
фиком функции у = log

2
х будет лога%

рифмическая кривая, точки которой
при увеличении аргумента поднима%
ются.

При 0 < а < 1 логарифмическая
функция убывает, таким образом,

графиком функции 1
2

logy x=   будет

логарифмическая кривая, точки ко%
торой при увеличении аргумента
опускаются.

Чтобы уточнить поведение графи%
ков данных функций, найдем коор%
динаты нескольких дополнительных
точек.

x 1 2 4

y 0 1– 1 2

1

2

Y
2) X 1

2

logy x=

x 1 2 4

y 0 1 1– 2–

1

2

Y
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Задача 3*. Изобразите схематически график функции у = lоg
3

| x – 2 |.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Составим план последовательно%
го построения графика данной функ%
ции с помощью геометрических пре%
образований (см. табл. 4, с. 28).
1. Мы можем построить график функ%

ции y = f (x) = lоg
3
 x (основание ло%

гарифма а = 3 > 1 — логарифми%
ческая функция возрастает).

2. Затем можно построить график
функции

y = g (x) = lоg
3
 | x |= f (| x |)

(справа от оси Oy график функции
f (x) остается без изменений, и эта
же часть графика симметрично
отображается относительно
оси Oy).

3. После этого можно построить гра%
фик заданной функции

y = lоg
3
 | x – 2 | = g (x – 2)

параллельным переносом графика
функции g (x) вдоль оси Ox на
2 единицы.

3. y = lоg
3
 | x – 2 |.

Задача 4 Сравните положительные числа b и c, зная, что:
1) log

3
b > log

3
c; 2)  log

0,3
b > log

0,3
c .

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

1. y = lоg
3
 x;

2. y = lоg3 | x |;

Y

X Последовательно строим графи%
ки:

1) X Поскольку функция у = log
3

х
является возрастающей, то для
положительных чисел b и c из не%
равенства log

3
b > log

3
c получаем

 b > c.Y
2) X Поскольку функция у = log

0,3
х

является убывающей, то для по%
ложительных чисел b и c из нера%
венства log

0,3
b > log

0,3
c получаем

 b < c.Y

В каждом задании данные выра%
жения — это значения логарифмичес%
кой функции у = log

а
х в точках b и c.

Используем возрастание или убы%
вание соответствующей функции:
1) при а = 3 > 1 функция у = log

3
х

возрастающая, и поэтому больше%
му значению функции соответст%
вует большее значение аргумента;

2) при а = 0,3 < 1 функция у = log
0,3

х
убывающая, и поэтому большему
значению функции соответствует
меньшее значение аргумента.

§ 32. Логарифмическая функция, ее свойства и график
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Вопросы для контроля

1. Дайте определение логарифмической функции.
2. Как расположены графики функций у = ах и у = log

а
х (а > 0, а ≠ 1) относи%

тельно прямой у = х? Ответ объясните. Постройте эти графики при а > 1 и
при 0 < а < 1.

3. Используя график функции у = log
а

х (а > 0, а ≠ 1), охарактеризуйте ее
свойства.

4*. Обоснуйте свойства функции у = log
а

х (а > 0, а ≠ 1).
5. Учитывая возрастание или убывание соответствующей логарифмической

функции, сравните значения: а) log
5

7 и log
5

3; б) 1
5

log 7  и 1
5

log 3.

Упражнения

1. Найдите область определения функции:

1°) у = log
11

(2х + 6); 2°) ( )1
6

log ;3y x= − 3) ( )2
2

log 1 ;y x= −

4) у = log
5,2

(3х – х2); 5) ( )2
3
8

log ;2 1y x= + 6) у = logπ (х2 + х + 1);

7*) 0,4
2 6

2
log ;x

x
y −

+
= 8*) 

2

7

5 6

3
log ;x x

x
y − +

−
= 9*) 3,1

5

3
log ;

x

x
y

+
−

=

10*) у = log
х

(2х –х2); 11*) у = log
2х – 3

(5х –х2).

Изобразите схематически график функции (2–3).

2. 1°) у = log
3

х; 2°) 1
3

log ;y x= 3°) у = log
0,3

х;

4) y x= log ;
5

5) 1
6

log ;y x= 6) 2
log .y x=

3. 1) у = log
2

(–х); 2) ( )1
4

log ;1y x= − 3) у = log
4

(х + 3);

4) у = log
4

х + 3; 5) у = –log
6

х; 6*) у = | log
3

| x ||;

7*) y x= −( )log ;1
2

2 4 8*) y x

x
= log ;4

2

9*) у = log
3

log
3

х .

4. Сравните числа:

1) log
2

3,5 и log
2

4,5; 2) log
0,1

1,3 и log
0,1

1,1;      3) 1
5

log 2  и 1
5

log 5;

Задача 5      Сравните с единицей положительное число a, зная, что log
a

6 < 0.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
X Поскольку 6 > 1, а из условия по%

лучаем, что log
a

6 < 0 = log
a

1 (то
есть log

a
6 < log

a
1), то функция

у = log
a

х убывающая, поэтому
0 < a < 1.Y

Числа log
a

6 и 0 — это два значения
функции  log

а
х. Исходя из данного

неравенства, выясняем, является эта
функция возрастающей или убываю%
щей, и учитываем, что она возраста%
ет при  a > 1 и убывает при  0 < a < 1.



373

4) log ,
3

2 3  и log , ;
3

0 2 5) logπ 5 и logπ 7; 6) 
1
2

log 10  и 1
2

log 20;

7) log2 3 и 0; 8) 7
1

3
log  и 0; 9) log3 4 и 1; 10) 1

4

1

5
log  и 1.

5. Сравните положительные числа b и c, зная, что:

1) log
5

b > log
5

c;     2) log
0,5

b > log
0,5

c;     3) log log ;
7 7

b c>     4) 1 1
3 3

log log .b c<

6. Сравните с единицей положительное число a, зная, что:

1) log
a

5 > 0; 2) 
1

3
log 0;a > 3) log

a
2,3 < 0; 4) log

a
0,2 < 0.

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств

33.1. РЕШЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Т а б л и ц а  55

РЕШЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
И НЕРАВЕНСТВ§§§§§3333333333

1. Основные определения и соотношения

О п р е д е л е н и е. Логарифмом
положительного числа b по осно"
ванию а (а > 0, а ≠ 1) называется
показатель степени, в которую
необходимо возвести а, чтобы
получить b.

log
a

b = c ⇔⇔⇔⇔⇔ b = ac

График функции y = log
a

x
(a > 0, a ≠ 1)

a > 1 0 < a < 1

возрастает убывает

2. Решение простейших логарифмических уравнений

      Ориентир Пример

Если а — число (a > 0 и a ≠ 1), то

log
a

f (x) = c ⇔⇔⇔⇔⇔ f (x) = ac

(используем определение
логарифма)

X log
3

(x – 1) = 2.
x – 1 = 32,

x = 10.
Ответ: 10.Y
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П р о д о л ж.  т а б л.  55

3. Использование уравнений/следствий

    Ориентир Пример

Если из предположения, что
первое равенство верно, следует,
что каждое следующее верно, то га#
рантируем, что получаем уравне#
ния#следствия. При использовании
уравнений"следствий не происхо"
дит потери корней исходного урав"
нения, но возможно появление по"
сторонних корней. Поэтому про#
верка полученных корней подста#
новкой в исходное уравнение явля#
ется составной частью решения.

log
x

(x + 2) = 2.
X По определению логарифма
получаем

x + 2 = x2,
x2 – x – 2 = 0,

x
1
 = –1, x

2
 = 2.

П р о в е р к а. x = –1 — посторон%
ний корень (в основании логарифма
получаем отрицательное число);
x = 2 — корень (log

2
(2 + 2) = 2,

log
2

4 = 2, 2 = 2).
Ответ: 2.Y

4. Равносильные преобразования логарифмических уравнений

Замена переменных

     Ориентир Пример

Если в уравнение (неравенство
или тождество) переменная входит
в одном и том же виде, то удобно со#
ответствующее выражение с пере#
менной обозначить одной буквой
(новой переменной).

lg2 x – 2 lg x – 3 = 0.
X Замена:  lg x = t,

t2 – 2t – 3 = 0,
t

1
 = –1, t

2
 = 3.

Следовательно,   lg x = –1 или lg x = 3.
Тогда x = 10–1 = 0,1 или x = 103 = 1000.
Ответ: 0,1; 1000.Y

Уравнение вида log
a

f (x) = log
a

g (x) (a > 0 и a ≠ 1)

     Ориентир Пример

(учитываем ОДЗ и приравниваем
выражения, стоящие под знаками

логарифмов)

log
3

(x2 – 2) = log
3

(4x – 5).

X    ОДЗ: 
2 2 0,

4 5 0.

x

x

− >
 − >

На этой ОДЗ данное уравнение рав%
носильно уравнениям:

x2 – 2 = 4x – 5,   x2 – 4x + 3 = 0,
x

1
 = 1,  x

2
 = 3,

x = 1 — посторонний корень (не удо%
влетворяет условиям ОДЗ);

x = 3 — корень (удовлетворяет ус%
ловиям ОДЗ).

Ответ: 3.Y

log ( ) log ( )

( ) ( ),

( ) ,

( )
a af x g x

f x g x

f x

g x

  

  

 

 
  ОДЗ

== ⇔⇔

==

>>
>>









0

0
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Объяснение и обоснование

1. Решение простейших логарифмических уравнений. Простейшим лога"
рифмическим уравнением обычно считают уравнение log

a
x = c (a > 0 и a ≠ 1).

Логарифмическая функция возрастает (или убывает) на всей своей облас%
ти определения, то есть при x > 0 (см. графики в пункте 1 табл. 55), и поэтому
каждое свое значение принимает только при одном значении аргумента. Учи%
тывая, что логарифмическая функция принимает все действительные значе%
ния, уравнение

          log
a

x = c                 (1)
всегда имеет единственный корень, который можно записать, исходя из опре%
деления логарифма: х = ас.

Если рассмотреть уравнение
       log

a
f (x) = c                 (2)

и выполнить замену переменной: f (x) = t, то получим простейшее логарифми%
ческое уравнение log

a
t = c, имеющее единственный корень t = ac. Выполняя

обратную замену, получаем, что решения уравнения (2) совпадают с корнями
уравнения

                      f (x) = ac.                 (3)
Следовательно, уравнения (2) и (3) — равносильны. Таким образом, мы

обосновали, что для равносильного преобразования простейшего логарифми"

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств

П р о д о л ж.  т а б л.  55

Равносильные преобразования уравнений в других случаях

     Ориентир Пример

1. Учитываем ОДЗ данного уравне%
ния (и избегаем преобразований,
приводящих к сужению ОДЗ);

2. Следим за тем, чтобы на ОДЗ
каждое преобразование можно
было выполнить как в прямом,
так и обратном направлениях с
сохранением верного равенства.

log
2

(x + 1) = 3 – log
2

(x + 3).

X       ОДЗ: 
1 0,

3 0.

x

x

+ >
 + >

На этой ОДЗ данное уравнение
равносильно уравнениям:

log
2

(x + 1) + log
2

(x + 3) = 3,
log

2
((x + 1)(x + 3)) = 3,

(x + 1)(x + 3) = 23,
x2 + 4x – 5 = 0,
x1 = 1, x2 = –5.

x = 1 — корень (удовлетворяет ус%
ловиям ОДЗ);

x = –5 — посторонний корень (не
удовлетворяет условиям
ОДЗ).

Ответ: 1.Y
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ческого уравнения (1) или уравнения (2) (которое мы также будем относить к
простейшим при условии, что основание а — число) достаточно применить
определение логарифма. Если обозначить равносильность уравнений знач%
ком ⇔, то коротко этот результат можно записать так:

   loga f (x) = c ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ f (x) = ac  .

Напомним, что все равносильные преобразования уравнения выполняются
на его области допустимых значений (ОДЗ). Для уравнения (2) ОДЗ задается
условием f (x) > 0. Но для всех корней уравнения (3) это условие выполняется
автоматически (потому что a > 0 ). Поэтому в явном виде ОДЗ для простейших
логарифмических уравнений можно не записывать (поскольку оно учитыва%
ется автоматически при переходе от уравнения (2) к уравнению (3)).

Например, уравнение log
5

(2x – 3) = 2 равносильно уравнению 2х – 3 = 52,
корень которого х = 14 и является корнем заданного уравнения.

Аналогично записано и решение простейшего уравнения log
3

(x – 1) = 2
в таблице 55.

2. Использование уравнений#следствий при решении логарифмических урав#
нений. При решении уравнения главное — не потерять его корни, и поэтому
важно следить за тем, чтобы каждый корень первого уравнения оставался кор%
нем следующего уравнения — в этом случае получаем уравнения%следствия.
Напомним, что каждый корень заданного уравнения обращает  его в верное
числовое равенство. Используя это определение, можно обосновать, что в слу%
чае, когда преобразования уравнений проводятся так: если из предположения,
что первое равенство верно, следует, что каждое следующее верно, то мы
получаем уравнения"следствия (поскольку каждый корень первого уравнения
будет и корнем следующего уравнения). Напомним, что хотя при использова%
нии уравнений%следствий не происходит потери корней исходного уравнения,
но возможно появление посторонних корней. Поэтому проверка полученных
корней подстановкой в исходное уравнение является составной частью реше"
ния при использовании уравнений"следствий.

Пример решения логарифмического уравнения с помощью уравнений%след%
ствий и оформление такого решения приведены в пункте 3 таблицы 55.

3. Равносильные преобразования логарифмических уравнений. Одним из
часто используемых способов равносильных преобразований уравнений яв%
ляется замена переменной.

Напомним общий ориентир, которого мы придерживались при решении
уравнений из других разделов: если в уравнение (неравенство или тождество)
переменная входит в одном и том же виде, то удобно соответствующее
выражение с переменной обозначить одной буквой (новой переменной).

Например, в уравнение lg2 x – 2 lg x – 3 = 0 переменная входит только
в виде lg x, поэтому для его решения целесобразно применить замену lg x = t,
получить квадратное уравнение t2 – 2t – 3 = 0, имеющее корни t

1
 = –1 и t

2
 = 3,
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а затем выполнить обратную замену и получить простейшие логарифмиче%
ские уравнения: lg x = –1 и lg x = 3. Тогда, по определению логарифма, кор%
нями данных уравнений являются x = 10–1 = 0,1 и x = 103 = 1000.

Принимая во внимание то, что замена переменной (вместе с обратной за%
меной) является равносильным преобразованием уравнения на любом мно%
жестве, для выполнения замены не обязательно находить ОДЗ данного урав%
нения. После выполнения обратной замены мы получили простейшие лога%
рифмические уравнения, ОДЗ которых (как было показано выше) учитыва%
ются автоматически и могут также не записываться. Таким образом, в приве%
денном решении ОДЗ данного уравнения учтена автоматически, и поэтому
в явном виде ОДЗ можно не записывать в решение. Именно так и оформлено
решение этого уравнения в пункте 4 таблицы 55.

Рассмотрим также равносильные преобразования уравнения вида

                 log
a

f (x) = log
a

g (x)   (a > 0 и a ≠ 1).                 (4)

( Как уже говорилось, все равносильные преобразования уравнения выпол%
няются на его области допустимых значений. Для уравнения (4) ОДЗ зада%

ется системой неравенств 
 ( ) 0,

 ( ) 0.

f x

g x

>
 >

 Поскольку логарифмическая функ%

ция log
a

t возрастает (при a >1) или убывает (при 0 < a < 1) на всей своей
области определения и каждое свое значение принимает только при одном
значении аргумента, то равенство (4) может выполняться (на ОДЗ) тогда и
только тогда, когда f (x) = g (x). Учитывая ОДЗ, получаем, что уравнение
(4) равносильно системе

f x g x

f x

g x

  

 

 

( ) ( ),

( ) ,

( ) .

=
>
>






0

0

Символично полученный результат зафиксирован в пункте 4 таблицы 55,
а коротко его можно сформулировать так:

чтобы решить уравнение log
a

f (x) = log
a

g (x) с помощью равносиль�
ных преобразований, учитываем ОДЗ этого уравнения и приравни�
ваем выражения, стоящие под знаками логарифмов. )

Пример использования этого ориентира приведен в таблице 55.

З а м е ч а н и е   1. Полученную систему (5)–(7) можно несколько упрос%
тить. Если в этой системе выполняется равенство (5), то значения  f (x) и g (x)
между собой равны, поэтому, если одно из этих значений будет положитель%
ным, то второе также будет положительным. Таким образом, уравнение (4)
равносильно системе, состоящей из уравнения (5) и одного из неравенств (6)
или (7) (обычно выбирают простейшее из этих неравенств).

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств

(5)

(6)

(7)
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Например, уравнение log
3

(x2 – 2) = log
3

(4x – 5), рассмотренное в табли%

це 55, равносильно системе 
2 2 4 5,

4 5 0.

x x

x

− = −
 − >

 Но, учитывая, что ограничения

ОДЗ этого уравнения: 
2 2 0,

4 5 0

x

x

− >
 − >

 мы не решали, а только проверяли, удов%

летворяют ли найденные корни этим ограничениям, то приведенное упроще%
ние не дает существенного выигрыша при решении этого уравнения.

З а м е ч а н и е   2. Как было обосновано выше, если выполняется равен%
ство (4), то обязательно выполняется и равенство (5). Таким образом, урав%
нение (5) является следствием уравнения (4), и поэтому для нахождения кор%
ней уравнения (4): log

a
f (x) = log

a
g (x) достаточно найти корни уравнения%

следствия (5): f (x) = g (x) и выполнить проверку найденных корней подста%
новкой в данное уравнение. (При таком способе решения ОДЗ уравнения (4)
будет учтено опосредствованно, в момент проверки полученных корней, и его
не придется явно записывать.)

Выполняя равносильные преобразования логарифмических уравнений в
более сложных случаях, можно придерживаться следующего ориентира (он
следует из определения равносильных уравнений и обоснован в § 17 раздела 2):

1) Учитываем ОДЗ данного уравнения.
2) Следим за тем, чтобы на ОДЗ каждое преобразование можно

было выполнить как в прямом, так и в обратном направлениях
с сохранением верного равенства.

Например, решим уравнение
log

2
(x + 1) = 3 – log

2
(x + 3)                 (8)

с помощью равносильных преобразований.

Для этого достаточно учесть ОДЗ уравнения 
1 0,

3 0,

x

x

+ >
 + >

 а затем, выполняя

каждое преобразование уравнения, все время следить за тем, можно ли на
ОДЗ выполнить это преобразование и в обратном направлении. Если ответ
положителен, то выполненные преобразования равносильны. Если же ка%
кое%то преобразование для всех значений переменной из ОДЗ можно выпол%
нить только в одном направлении (от исходного уравнения к следующему),
а для его выполнения в обратном направлении необходимы какие%то допол%
нительные ограничения, то мы получим только уравнение%следствие, и полу%
ченные корни придется проверять подстановкой в исходное уравнение.

Применим этот план к решению уравнения (8).
Чтобы привести это уравнение к простейшему, перенесем все члены урав%

нения с логарифмами влево. Получим равносильное уравнение
log

2
(x + 1) + log

2
(x + 3) = 3.                 (9)



379

(Равносильность уравнений (8) и (9) следует из известной теоремы: если
из одной части уравнения перенести в другую слагаемые с противоположным
знаком, то получим уравнение, равносильное данному на любом множестве.
Равносильность этих уравнений следует также из того, что мы можем перей%
ти не только от равенства (8) к равенству (9), но и выполнить обратное преоб%
разование, пользуясь свойствами числовых равенств.)

 Учитывая, что сумма логарифмов положительных (на ОДЗ) чисел равна
логарифму произведения, получаем уравнение

( )2log ( 1)( 3) 3.x x+ + =              (10)

На ОДЗ данного уравнения можно выполнить и обратное преобразование:
поскольку  x + 1 > 0  и  x + 3 > 0, то логарифм произведения положительных
чисел равен сумме логарифмов множителей. Таким образом, от равенства (10)
можно вернуться к равенству (9), то есть этот переход также приводит к рав%
носильному уравнению. Уравнение (10) — это простейшее логарифмическое
уравнение. Оно равносильно уравнению, которое получается по определению
логарифма:

(x + 1)(x + 3) = 23.
Выполняя равносильные преобразования полученного уравнения, имеем:

x2 + 4x – 5 = 0, x
1
 = 1, x

2
 = –5.

Поскольку все равносильные преобразования выполнялись на ОДЗ данно%
го уравнения, учтем ее, подставляя полученные корни в ограничения ОДЗ:

x = 1 — корень, потому что удовлетворяет условиям ОДЗ;
х = –5 не является корнем (посторонний корень), потому что не удовлетво%

ряет условиям ОДЗ. Таким образом, данное уравнение имеет только один ко%
рень x = 1.

З а м е ч а н и е. Рассмотренное уравнение можно было решить и с исполь%
зованием уравнений%следствий.

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение

    ( ) ( )1

2
lg 2 lg 3 6 lg 2.x x− − − =        

  
       (1)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств

X 2 lg (x – 2) – lg (3x – 6) = 2 lg 2,    (2)

        lg (x – 2)2 – lg (3x – 6) = lg 22,     (3)

            
( )2

2

3 6
lg lg 4,

x

x

−
−

=         (4)

     
( )2

2

3 6
4,

x

x

−
−

=         (5)

Решим данное уравнение с помо%
щью уравнений%следствий. Напом%
ним, что при использовании уравне"
ний"следствий главное — гаранти"
ровать, что в случае, когда первое ра"
венство будет верным, то и все пос"
ледующие также будут верными.
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Задача 2 Решите уравнение
log

2
(x – 5)2 – 2 = 2 log

2
(2x).                 (1)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

               (х – 2)2 = 4(3х – 6),         (6)
                х2 – 16х + 28 = 0,         (7)

х
1
 = 2, х

2
 = 14.

П р о в е р к а. х = 2 — посторонний
корень (под знаком логарифма полу%
чаем 0),

х = 14 — корень, поскольку имеем

1

2
lg(14 2) lg(3 14 6) lg2,− − ⋅ − =

1

2
lg12 lg 36 lg2,− =

lg12 lg 36 lg2,− =

12

6
lg lg 2,=

lg 2 = lg 2.

Ответ: 14.Y

Чтобы избавиться от дробного ко%
эффициента, умножим обе части урав%
нения (1) на 2 (если равенство (1) вер%
но, то и равенство (2) также верно).
Если равенства (1) и (2) верны (при тех
значениях х, которые являются кор%
нями этих уравнений), то при таких
значениях x существуют все записан%
ные логарифмы, и тогда выражения
x – 2 и 3x – 6 — положительны. Сле%
довательно, для положительных a, b,
c можно воспользоваться формулами:

2 lg a = lg a2, lg lg lg ,b

c
b c− =  таким

образом, равенства (3) и (4) также бу%
дут верны. Учитывая, что функция
y = lg t является возрастающей и, сле%
довательно, каждое свое значение
принимает только при одном значе%
нии аргумента, из равенства логариф%
мов (4) получаем равенство соответ%
ствующих аргументов (5).

Если равенство (5) верно, то зна%
менатель дроби не равен нулю, и пос%
ле умножения обеих ее частей на
3х – 6 ≠ 0 получаем верное равенство
(6) (а значит, и верное равенство (7)).
Поскольку мы пользовались уравне%
ниями%следствиями, то в конце необ%
ходимо выполнить проверку.

X ОДЗ: 
( )2

5 0,

2 0.

x

x

 − >


>
 Тогда 

5,

0.

x

x

≠
 >

На этой ОДЗ данное уравнение
равносильно уравнениям:

 log
2

(x – 5)2 – log
2

22 = 2 log
2

(2x),

         
2

2
2 22

( 5)

2
log log (2 ) ,x x− =         (2)

           
( )2

2
2

5

2
(2 ) ,

x
x

− =         (3)

(х – 5)2 = 4æ4х2,

Решим данное уравнение с помо%
щью равносильных преобразований.
Напомним, что для этого достаточно
учесть ОДЗ данного уравнения и сле"
дить за тем, чтобы на ОДЗ каждое
преобразование можно было выпол"
нить как в прямом, так и в обрат"
ном направлениях с сохранением вер"
ного равенства.

Заметим, что на ОДЗ выражение
х – 5 может быть как положительным,
так и отрицательным, и поэтому мы
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Задача 3* Решите уравнение log
4

x + 6 log
x

4 = 5.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й
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15x2 + 10x – 25 = 0,
3x2 + 2x – 5 = 0.

x1 = 1, 2
5

3
.x = −

Учитывая ОДЗ, получаем, что
x = 1 входит в ОДЗ, таким образом,

является корнем;
5

3
x = − не входит в ОДЗ, следователь%

но, не является корнем дан%
ного уравнения.

Ответ: 1.Y

не имеем права применять к выраже%
нию log

2
(x – 5)2 формулу: log

2
(x – 5)2 =

= 2 log
2
(x – 5) (это приведет к потере

корня). Применение обобщенной фор%
мулы логарифмирования приведет к
уравнению с модулем. Используем дру%
гой способ преобразований, учтя, что
2 = log

2
22. Поскольку на ОДЗ все вы%

ражения, стоящие под знаками лога%
рифмов, положительны, то все преоб%
разования от уравнения (1) к уравне%
нию (2) будут равносильными. Выпол%
нить равносильные преобразования
уравнения (2) можно с использовани%
ем ориентира, приведенного на с. 377.
Также равносильность уравнений (2)
и (3) может быть обоснована через воз%
растание функции y = log

2
t, которая

каждое свое значение принимает толь%
ко при одном значении аргумента.

X ОДЗ: 
0,

1.

x

x

>
 ≠

 На ОДЗ данное урав%

нение равносильно уравнению

4
4

1

l og
log 6 5.

x
x + ⋅ =

Замена: log
4

x = t. Получаем:

6 5,
t

t + =                       (1)

            t2 – 5t + 6 = 0,         (2)
t

1
 = 2, t

2
 = 3;

log
4

x = 2 или log
4

x = 3;
x = 42 = 16 или x = 43 = 64

(оба корня входят в ОДЗ).

Ответ: 16; 64. Y

Выполним равносильные преобра%
зования данного уравнения. Для это%
го найдем его ОДЗ (х > 0, х ≠ 1). По%
скольку в уравнение входят логариф%
мы с разными основаниями, то при%
ведем их к одному основанию (жела%
тельно числовому, иначе можно по%
терять корни уравнения). В данном
случае приводим к основанию 4 по

формуле 1

l og
log .a

b a
b =

После приведения логарифмов к од%
ному основанию переменная входит в
уравнение только в одном виде log

4
x.

Выполним замену log
4
x = t. Поскольку

по ограничениям ОДЗ х ≠ 1, то t ≠ 0. Тогда
полученное дробное уравнение (1) равно%
сильно квадратному уравнению (2).

Поскольку замена и обратная за%
мена являются равносильными пре%
образованиями на ОДЗ, то для полу%
ченных решений достаточно прове%
рить, входят ли они в ОДЗ.
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Задача 4* Решите уравнение
   xlg x – 2 = 1000.                 (1)

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Задача 5 Решите уравнение  log
3

(3x – 8) = 2 – x.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X ОДЗ: x > 0.
На ОДЗ данное уравнение равно%

сильно уравнениям:
lg (xlg x – 2) = lg 1000,            (2)

        (lg x – 2)lg x = 3.               (3)
Замена: lg x = t. Получаем:

(t – 2)t = 3, t2 – 2t – 3 = 0,
t1 = –1, t2 = 3.

Обратная замена дает
lg x = –1 или lg x = 3.

Отсюда x = 10–1 = 0,1 или
х = 103 = 1000.

Ответ: 0,1; 1000. Y

Выполним равносильные преобра%
зования данного уравнения. Для это%
го найдем его ОДЗ и используем ори%
ентир: если переменная входит и в ос"
нование, и в показатель степени, то
для решения такого уравнения мож"
но попытаться прологарифмировать
обе части уравнения (только если они
положительны). В запись уравнения
уже входит десятичный логарифм, по%
этому прологарифмируем обе части по
основанию 10 (на ОДЗ обе части дан%
ного уравнения положительны).

Поскольку функция y = lg t явля%
ется возрастающей, то каждое свое
значение она принимает только при
одном значении аргумента. Следова%
тельно, если выполняется равен%
ство (1), то выполняется и равен%
ство (2), и наоборот: если выполня%
ется равенство (2), то выполняется
и равенство (1). Таким образом, урав%
нения (1) и (2) равносильны на ОДЗ.
При x > 0 применение формулы
lg xα = α lg x является равносильным
преобразованием, а значит, уравне%
ния (2) и (3) также равносильны.

Обоснование равносильности
дальнейших преобразований полно%
стью совпадает с аналогичным обо%
снованием в предыдущей задаче.

X     3x – 8 = 32 – x,        (1)
23

3
3 8 .x

x
− =

Замена: 3x = t. Получаем

                  
98 ,
t

t − =        (2)

Если сначала рассмотреть данное
уравнение как простейшее логариф%
мическое, то по определению лога%
рифма оно равносильно уравнению
3x – 8 = 32 – x. Как уже отмечалось
(с. 376), ОДЗ данного уравнения
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       t2 – 8t – 9 = 0,        (3)
t

1
 = 9, t

2
 = –1.

Обратная замена дает
3x = 9, x = 2 или 3x = –1 — корней нет.

Ответ: 2.Y

3x – 8 > 0 для всех корней уравне%
ния (1) учитывается автоматически,
поскольку 32 – x > 0 всегда. После это%
го уравнение (1) решается по схеме ре%
шения показательных уравнений
(табл. 51, с. 344).

Поскольку t = 3x > 0, то t ≠ 0, и
поэтому уравнение (2) равносильно
уравнению (3).

Задача 6 Решите систему уравнений ( )
2 2

3

log log 2,

log 1.

x y

y x

+ =
 − =
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X
( )
( )

2

3

log 2,

log 1.

xy

y x

=
 − =
По определению логарифма имеем

22 ,

3.

xy

y x

=
 − =

Из второго уравнения последней
системы получаем у = х + 3 и подстав%
ляем в первое уравнение:

х (х + 3) = 4,
х2 + 3х – 4 = 0,
х

1
 = 1, х

2
 = –4.

Тогда     у
1
 = 4, у

2
 = –1.

П р о в е р к а. 
1,

4

x

y

=
 =

 — решение

заданной системы.

2 2

3

log 1 log 4 2, 2 2,
   .

log (4 1) 1; 1 1

+ = = 
  − = = 

4,

1

x

y

= −
 = −

 — постороннее решение

(под знаком логарифма получаем от%
рицательные числа).

Ответ: (1; 4).Y

Как и логарифмические уравне%
ния, системы логарифмических урав%
нений можно решать как с помощью
систем%следствий (каждое решение
первой системы является решением
второй), так и с помощью равносиль%
ных преобразований систем (все реше%
ния каждой из них являются реше%
ниями другой).

Кроме того, при решении логариф%
мических систем можно применить те
же способы, что и при решении дру%
гих видов систем (способ алгебраи%
ческого сложения, подстановка неко%
торого выражения из одного уравне%
ния в другое, замена переменных).

Например, решим данную систе%
му с помощью систем%следствий.
Для этого достаточно гарантиро%
вать, что в случае, когда заданная
система состоит из верных равенств,
каждая следующая система также
будет содержать верные равенства.
Как и для уравнений, при использо"
вании систем"следствий необходи"
мо выполнить проверку получен"
ных решений подстановкой в исход"
ную систему.
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З а м е ч а н и е. Данную систему можно было решить и с помощью равно%
сильных преобразований систем. При этом пришлось бы учесть

 
ОДЗ данной

системы 

0,

0,

0,

x

y

y x

>
 >
 − >

 следить за равносильностью выполненных преобразова%

ний (в данном случае все написанные преобразования являются равносиль%
ными на ОДЗ), а в конце проверить, удовлетворяют ли полученные решения

условиям ОДЗ (пара чисел 
1,

4

x

y

=
 =

 удовлетворяет условиям ОДЗ, а 
4,

1

x

y

= −
 = −

не удовлетворяет условиям ОДЗ).

Задача 7 Решите систему уравнений 
+ =


− = 2

log log 2,

20.

y xx y

x y

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

Решим данную систему с помощью
равносильных преобразований. Для
этого достаточно учесть ее ОДЗ (х > 0,
х  ≠ 1,  y > 0,  y  ≠ 1) и гарантировать,
что на каждом шагу  были выполне%
ны именно равносильные преобразо%
вания уравнения или всей системы.
В первом уравнении системы все ло%
гарифмы приведем к одному основа%
нию x (на ОДЗ х > 0, х  ≠ 1):

log
log
log log

.y
x

x x

x
x
y y

= = 1  На ОДЗ  y ≠ 1,

следовательно, ≠log 0.x y  Тогда после

замены logxt y=  имеем  t  ≠ 0, и по%

этому переход в решении от дробного
уравнения к квадратному является
равносильным.

Поскольку замена (вместе с обрат%
ной заменой) является равносиль%
ным преобразованием, то, заменяя
первое уравнение системы равносиль%
ным ему (на ОДЗ) уравнением y = x,
получаем систему, равносильную дан%
ной (на ее ОДЗ).

X ОДЗ: 

>
 ≠
 >
 ≠

0,

1,

0,

1.

x

x

y

y

Тогда из первого уравнения имеем

+ =1 log 2.
log x

x

y
y

Замена logxt y=  дает уравнения

+ =1 2,t
t

  t2 – 2t + 1 = 0,  t = 1.

Обратная замена дает

=log 1,x y  то есть y = x.

Тогда из второго уравнения систе%
мы имеем х2 – х – 20 = 0,
x

1
 = – 4 (не принадлежит ОДЗ),

x
2
 = 5 (принадлежит ОДЗ).

Таким образом, решение данной
системы

=
 =

5,

5.

x

y

Ответ: (5; 5).Y



385

Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно решать простейшие логарифмические
уравнения, используя определение логарифма.

2*. Обоснуйте справедливость равносильного перехода:
log

a
f (x) = c ⇔ f (x) = ac  (а > 0, а ≠ 1).

3. Объясните, как можно решить уравнение log
5

(x – 2) = log
5

(x2 – 2):
а) с помощью уравнений%следствий;
б*) с помощью равносильных преобразований.

4. Объясните на примере применение замены переменных при решении лога%
рифмических уравнений. В каких случаях целесобразно применять замену
переменных?

Упражнения

Решите уравнение (1–5).

1°. 1) log
2

x = 4;        2) log
0,2

x = –1; 3) 4
1

2
log ;x =          4) lg x = 2.

2. 1°) log
3

(2x – 1) = 2; 2°) log ;1
3

5 21 2x −( ) = −

3) logπ (x2 + 2x – 2) = 0; 4) lg (3 – x) = –1.

3. 1°) lg (x + 9) + lg (2x + 8) = 2; 2°) log
3

(x + 1) + log
3

(x + 3) = 1;

3) 2 log
2

x – log
2

(3x – 4) = 1; 4) ( ) ( )
5 5 5

1 1

2 2
log 4 log 2 1 log 3.x x− + − =

4. 1°) 2
3 3log 4 log 3 0;x x− + = 2°) 

1 1

3 lg 1 lg
1;

x x− +
+ =

3) 2 2
3 3log log 8;x x+ = 4) lg3 x2 = 8 lg x.

5. 1) log
2

(10 – 2x) = x + 2; 2) lg 2 + lg(4x – 2 + 9) = 1 + lg(2x – 2 + 1);

3) log
7

(6 + 7–x) = 1 + x; 4) log
2

2 (4æ3x – 6) – log
2

(9x – 6) = 1.

6. Решите графически уравнение:

1) log
2

x = 3 – x; 2) 3 1
2

log log ;x x=

3) 1
3

log 1;x x= − 4) lg x = 11 – x.

Проверьте подстановкой, что найденое значение x действительно явля%
ется корнем уравнения.

7*. Докажите, что уравнения, приведенные в задании 6, не имеют других кор%
ней, кроме найденных графически.

8. Решите системy уравнений:

1) 
( )lg 3,

lg lg 2;

xy

x y

=
 ⋅ =

2) 
( )2 2log log 1 3,

2 1;

x y

x y

+ − =


− =

3) 
( )

2 2

2

log log 2,

log 3 1;

x y

x y

+ =
 + − =

4)  
log log ,

.

y xx y

xy

− =

=







8

3

16
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33.2. РЕШЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ

Т а б л и ц а  56

1. График функции y = log
a

x (a > 0; a ≠ 1)

a > 1 0 < a < 1

возрастает убывает

2. Равносильные преобразования простейших логарифмических неравенств

a > 1 0 < a < 1

log ( ) log ( )

( ) ( ),

( ) ,

( )
a af x g x

f x g x

f x

g x

  

  

 

 

>> ⇔⇔
<<
>>
>>









⇔⇔0

0

 ( )  ( ),

 ( ) 0.

f x g x

f x

<⇔  >

Знак неравенства не меняется,
и учитывается ОДЗ.

Знак неравенства меняется,
и учитывается ОДЗ.

log ( ) log ( )

( ) ( ),

( ) ,

( )
a af x g x

f x g x

f x

g x

  

  

 

 

>> ⇔⇔
>>
>>
>>









⇔⇔0

0

 ( )  ( ),

 ( ) 0.

f x g x

g x

>⇔  >

Примеры

log
2

(x – 5) > 3.
X ОДЗ: x – 5 > 0, то есть x > 5.

log
2

(x – 5) > log
2

23.

Функция y = log
2

t возрастаю%
щая, тогда

x – 5 > 23,
x > 13.

Учитывая ОДЗ, имеем x > 13.

Ответ: (13; +×). Y

log .1
2

5 3x −( ) >

X ОДЗ: x – 5 > 0, то есть x > 5.

( ) ( )3

1 1
2 2

1

2
log 5 log .x − >

Функция 1
2

logy t=  убывающая,

тогда ( )3
1

2
5 ,x − <  1

8
5 .x <

Учитывая ОДЗ, имеем 1

8
5 5 .x< <

Ответ: ( )1

8
5; 5 .Y



387

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств

3. Решение более сложных логарифмических неравенств

П р о д о л ж.  т а б л.  56

Ориентир Пример

I. С помощью равносильных
преобразований данное
неравенство приводится к
неравенству известного
вида.

Схема равносильных преобра"
зований неравенства:

1. Учитываем ОДЗ заданного
неравенства (и избегаем пре%
образований, приводящих к
сужению ОДЗ).

2. Следим за тем, чтобы на ОДЗ
каждое преобразование
можно было выполнить как
в прямом, так и в обратном
направлениях с сохранением
верного неравенства.

lg2 (10x) – lg x l 3.
X ОДЗ: x > 0. На этой ОДЗ данное неравен%
ство равносильно неравенствам:
(lg 10 + lg x)2 – lg x l 3, (1 + lg x)2 – lg x l 3.
Замена lg x = t. Тогда (1 + t)2 – t l 3, то есть
t2 + t – 2 l 0. Решение этого неравенства

t m –2 или t m 1
(см. рисунок).

Обратная замена дает
lg x m –2 или lg x l 1.

Тогда lg x m lg 10–2 или lg х l lg 10.
Учитывая, что функция у = lg х является воз%
растающей, получаем: x m 10–2 или x l 10.
С учетом ОДЗ имеем:

0 < x m 0,01 или x l 10.
Ответ: (0; 0,01] � [10;+×). Y

II. Применяется общий ме#
тод интервалов
(данное неравенство при%
водится к неравенству
f (x) % 0) и используется
схема:

1. Найти ОДЗ;
2. Найти нули f (x);
3. Отметить нули функции

на ОДЗ и найти знак f (x)
на каждом из промежут#
ков, на которые разбива#
ется ОДЗ;

4. Записать ответ, учитывая
знак неравенства.

log
x

(2x + 3) < 2.
X Решим неравенство методом интерва%
лов. Оно равносильно неравенству

log
x

(2x + 3) – 2 < 0.
Обозначим f (x) = log

x
(2x + 3) – 2.

1. ОДЗ: 

2 3 0,

0,

1,

x

x

x

+ >
 >
 ≠

 то есть 
0,

1.

x

x

>
 ≠

2. Нули функции: f (x) = 0. log
x
(2x + 3) –2 = 0.

Тогда log
x

(2x + 3) = 2. На ОДЗ это уравне%
ние равносильно уравнению 2x + 3 = x2

(полученному по определению логарифма).
То есть x2 – 2x – 3 = 0, x

1
 = –1, x

2
 = 3.

В ОДЗ входит только x = 3. Итак, f(x) име%
ет единственный нуль функции x = 3.
3. Отмечаем нули функции на ОДЗ, нахо%
дим знак f (x) на каждом из промежутков,
на которые разбивается ОДЗ, и записыва%
ем решения неравенства f (x) < 0.

Ответ: х ∈ (0; 1) � (3; +×). Y
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Объяснение и обоснование

1. Решение простейших логарифмических неравенств. Простейшими ло"
гарифмическими неравенствами обычно считают неравенства вида

                     log
a

f (x) > log
a

g (x) (где a > 0 и a ≠ 1).                 (1)

( Для решения такого неравенства можно применять равносильные преоб%

разования. Для этого необходимо учесть его ОДЗ: 
 ( ) 0,

 ( ) 0

f x

g x

>
 >

 и рассмотреть

два случая: основание логарифма больше 1 и основание меньше 1 (но боль%
ше 0).

І. При a > 1 логарифмическая функция y = log
a

t возрастает на всей своей
области определения (то есть при t > 0), и поэтому большему значению
функции соответствует большее значение аргумента. Таким образом, пе%
реходя в неравенстве (1) от значений функции к значениям аргумента
(в данном случае переходя к выражениям, стоящим под знаком логариф%
ма), мы должны оставить тот же знак неравенства, то есть

       f (x) > g (x).                 (2)

Учитывая, что на ОДЗ указанный переход можно выполнить и в обратном
направлении (большему положительному значению аргумента соответ%
ствует большее значение функции), получаем, что на ОДЗ неравенство (1)
равносильно неравенству (2). Коротко это можно записать так:

При a > 1   

 ( )  ( ),

log  ( ) log  ( )  ( ) 0,

 ( ) 0.
a a

f x g x

f x g x f x

g x

>
> ⇔ >
 >

II. При 0 < a < 1 логарифмическая функция y = log
a

t убывает на всей своей
области определения (то есть при t > 0), и поэтому большему значению
функции соответствует меньшее значение аргумента. Следовательно, пе%
реходя в неравенстве (1) от значений функции к значениям аргумента, мы
должны знак неравенства изменить на противоположный, то есть

       f (x) < g (x).                 (5)

Учитывая, что на ОДЗ указанный переход можно выполнить и в обратном
направлении (меньшему положительному значению аргумента соответству%
ет большее значение функции), получаем, что при 0 < a < 1 неравенство (1)
на его ОДЗ равносильно неравенству (5). Коротко это можно записать так:

При 0 < a < 1   

 ( )  ( ),

log  ( ) log  ( )  ( ) 0,

 ( ) 0.
a a

f x g x

f x g x f x

g x

<
> ⇔ >
 >

(2)

(3)

(4)

(5)

(3)

(4)
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Суммируя полученные результаты, отметим, что

для решения неравенства вида log
a

f (x) > log
a
g (x) с помощью равно�

сильных преобразований необходимо учесть его ОДЗ, а при переходе
от значений функции к значениям аргумента (то есть к выражени�
ям, стоящим под знаком логарифма) — значение a:
при a > 1 знак неравенства не меняется,
при 0 < a < 1 знак неравенства меняется на противоположный. )))))

Примеры использования этих ориентиров приведены в таблице 56.

З а м е ч а н и е. Системы неравенств, полученные для случаев І и ІІ, можно
несколько упростить. Например, если в системе выполняются неравенство (2):
f (x) > g (x) и неравенство (4): g (x) > 0, то из этих неравенств следует, что
f (x) > 0. Следовательно, неравенство (3) этой системы выполняется автома%
тически, когда выполняются неравенства (2) и (4), и его можно не записы%
вать в эту систему (см. пункт 2 табл. 56).

Аналогично обосновывается, что в случае ІІ в системе неравенство (4) являет%
ся следствием неравенств (3) и (5), и его также можно не записывать в систему.

Например, решим неравенство log
5

(x2 – 2x) > log
5

3.

X      log
5

(x2 – 2x) > log
5

3 ⇔ x2 – 2x > 3.

(ОДЗ данного неравенства x2 – 2x > 0 учтено автоматически, поскольку,
если x2 – 2x > 3, то выполняется и неравенство x2 – 2x > 0.)

Решаем неравенство x2 – 2x > 3. Тогда x2 – 2x – 3 > 0,
отсюда (см. рисунок) x < –1 или x > 3 — решение заданного
неравенства (его можно записать и так: (–×; –1) � (3; +×)).Y

2. Решение более сложных логарифмических неравенств выполняется
или с помощью равносильных преобразований данного неравенства (и при%
ведения его к известному виду неравенств), или с помощью метода интер%
валов.

Схема равносильных преобразований логарифмических неравенств пол%
ностью аналогична схеме равносильных преобразований логарифмических
уравнений:

1) учитываем ОДЗ данного неравенства;
2) следим за тем, чтобы на ОДЗ каждое преобразование можно

было выполнить как в прямом, так и в обратном направлениях
с сохранением верного неравенства.

В этом случае на ОДЗ каждое решение данного неравенства будет и реше%
нием второго и, наоборот, каждое решение второго неравенства будет реше%
нием первого, то есть эти неравенства будут равносильными (на ОДЗ).

Примеры решения логарифмических неравенств с помощью равносильных
преобразований и методом интервалов и оформления такого решения приве%
дены в таблице 56. Рассмотрим еще несколько примеров.

§ 33. Решение логарифмических уравнений и неравенств
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Примеры решения задач

Задача 1 Решите неравенство log
0,2

(x – 1) + log
0,2

(x + 3) � –1.

К о м м е н т а р и й

Решим данное неравенство с помощью равносильных преобразований. Как
и для уравнений, для этого достаточно учесть ОДЗ данного неравенства и
следить за тем, чтобы на ОДЗ каждое преобразование можно было выпол"
нить как в прямом, так и в обратном направлениях с сохранением верного
неравенства. Поскольку на ОДЗ выражения, стоящие под знаком логариф%
мов, положительны, то формулу loga b + loga c = loga (bc) для положитель%
ных b и c можно применить как в прямом, так и в обратном направлениях.
Таким образом, выполняя преобразование неравенства по этой формуле, по%
лучим неравенство, равносильное данному (на его ОДЗ).

Чтобы применить свойства логарифмической функции, запишем число
(–1) как значение логарифмической функции: –1 = log0,2 (0,2)–1 (понятно,
что эту формулу можно применить как в прямом, так и в обратном направле%

ниях) и учтем, что ( ) ( ) ( )1 1
1 2 1

10 5
0,2 5.

− −
− = = =

Р е ш е н и е

X ОДЗ: 
1 0,

3 0.

x

x

− >
 + >

 Тогда x > 1.

На этой ОДЗ данное неравенство равносильно неравенству

( ) 1
0,2 0,2log ( 1)( 3) log (0,2)x x −− + � .

Функция y = log
0,2

 t убывающая, таким образом, (x – 1)(x + 3) m (0,2)–1.
Получаем x2 + 2x – 3 m 5,  x2 + 2x – 8 m 0.
Последнее неравенство имеет решения:

 –4 m x m 2 (см. рисунок).
Учитывая ОДЗ, получаем 1 < x m 2.

Ответ: (1; 2].Y

Задача 2* Решите неравенство 1 2
3

1

2
log log 1.x

x

−
−

> −

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X   ( ) 1

1 2 1
3 3

1 1

2 3
log log log .x

x

−
−
−

>       (1)

Учитывая ОДЗ данного неравен%

ства и то, что функция 1
3

logy t=  убы%

вающая, получаем

ОДЗ данного неравенства задает%
ся системой

       

2
1

2

1

2

log 0,

0.

x

x

x

x

−
−

−
−

 >

 >

(6)

(7)
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               ( ) 1

2
1 1

2 3
0 log ,x

x

−
−
−

< <         (2)

то есть   2
1

2
0 log 3.x

x

−
−

< <

Тогда 3
2 2 2

1

2
log 1 log log 2 .x

x

−
−

< <

Учитывая, что функция y = log
2

t
возрастающая, получаем

31

2
1 2 .x

x

−
−

< <        (3)

Это неравенство равносильно

системе 

1

2

1

2

1,

8,

x

x

x

x

−
−

−
−

 >

 <

 которая равно%

сильна системе

               

2 3

2

9 17

2

0,

0.

x

x

x

x

−
−

−
−

 >

 <

Решаем неравенства (4) и (5) ме%
тодом интервалов и находим их об%
щее решение (см. рисунок).

Для неравенства (4) ОДЗ: х ≠ 2,

 нули функции 
2 3

2
( ) x

x
f x −

−
= : 

3

2
.x =

Для неравенства (5) ОДЗ: х ≠ 2,

нули функции 9 17

2
( ) x

x
g x −

−
= : 

17

9
.x =

Ответ: ( )3 17

2 9
; . Y

При выполнении равносильных
преобразований главное не записать
ОДЗ, а учесть ее в ходе решения. При
переходе от неравенства (1) к нера%
венству (2) в записи последнего нера%
венства остается выражение

2
1

2
log ,x

x

−
−

 для которого ОДЗ: 1

2
0.x

x

−
−

>

Следовательно, при таком переходе
ограничение (7) будет неявно учтено
и поэтому достаточно учесть только
ограничение (6) (что и сделано в ле%
вой части неравенства (2)). Чтобы
применить свойства соответствую%
щих логарифмических функций, за%
писываем сначала

( ) 1

1
3

1

3
1 log

−

− =

(и учитываем, что ( ) 1
1

3
3 ,

− 
= 

а затем —   0 = log
2

1 и 3 = log
2

23.

При переходе от неравенства (2)

к неравенству (3) получаем 
1

2
1,x

x

−
−

>

таким образом, и в этом случае нера%
венство (7) учтено автоматически.
Для нахождения общих решений не%
равенств (4) и (5) удобно их решения
методом интервалов разместить одно
над другим так, чтобы одинаково обо%
значенные точки находились одна
над другой. Тогда из приведенного
рисунка легко увидеть общее решение
системы неравенств.

(4)

(5)

(5)

(4)
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Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно решать простейшие логарифмические
неравенства, используя свойства логарифмической функции.

2*. Обоснуйте справедливость равносильных переходов:

1) при  a > 1

 ( )  ( ),

log  ( ) log  ( )  ( ) 0,

 ( ) 0;
a a

f x g x

f x g x f x

g x

>
> ⇔ >
 >

2) при  0 < a < 1

 ( )  ( ),

log  ( ) log  ( )  ( ) 0,

 ( ) 0.
a a

f x g x

f x g x f x

g x

<
> ⇔ >
 >

3. Объясните на примере применение метода интервалов к решению логариф%
мических неравенств.

Упражнения

Решите неравенство (1–6).

1°. 1) log
3

x > 2; 2) log
0,2

x > –1;
3) log

0,5
x < 1; 4) lg x < 2.

2. 1) log
2

(3x – 2) > 2; 2) log ;1
3

5 1 2x −( ) > −

3) log
5

(3x – 2) < 2; 4) log .1
4

2 1 1x +( ) > −

3°. 1) lg (2x – 1) > lg (x + 2); 2) log log ;1
3

1
3

3 1 3x x+( ) > +( )

3) log
0,2

x < log
0,2

(3x – 6); 4) log
4

(2x – 1) m log
4

(x + 3).

4. 1) log log ;3
2

33 2 0x x− + > 2) 
1 1

3 lg 1 lg
1;

x x− +
+ >

3) 
2
1
3

log 4 0;x − m 4) 2
1 1
2 2

log log 2 0.x x+ − l

5. 1) lg x + lg (x – 9) > 1; 2) log
0,1

(x + 4) + log
0,1

(x – 5) m –1;
3) log

2
(x2 – x – 12) < 3; 4) logπ (x + 1) + logπ x � logπ 2.

6*. 1) log
3

log
2

log
0,5

 х � 0; 2) log ;x x + >12 1

3) log
2

x + log
x

2 m 2,5; 4) 2 1
3

log 3 0.x
x

−
−

<
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РЕШЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНО;СТЕПЕННЫХ УРАВНЕНИЙ
И НЕРАВЕНСТВ§§§§§3434343434

Т а б л и ц а  57

Показательно/степенные уравнения

Показательно"степенными уравнениями обычно называют уравнения, содер%
жащие выражения вида ( ) ( )

( )
g x

f x , то есть уравнения вида ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

g x x
f x f x

ϕ=
(основанием степеней, стоящих в левой и правой частях показательно%сте%
пенного уравнения, является f (x) — выражение с переменной).

Основные способы решения уравнения вида ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

g x x
f x f x

ϕ=

      Ориентир Пример

І. f (x) > 0

Используем (если возможно) ос#
новное логарифмическое тожде#
ство в виде

loga Na = N  (a > 0, а ≠ 1, N > 0)

1. X x xx xlog +( ) = − ⇔1 2 1

2 2

0, 0,

1, 1,

1 1 2 0

x x

x x

x x x x

 > >
 ⇔ ≠ ⇔ ≠ 
 + = − − − = 

1 2

0,

1, 2.

1 или 2

x

x x

x x

>
⇔ ≠ ⇔ =
 = − =

Ответ: 2.Y

Логарифмируем (если возмож%
но) обе части уравнения по число#
вому основанию или представляем
все степени как степени с одним и
тем же числовым основанием по
формуле

U x a a U x  ( ) ,log ( )=
где (a > 0, а ≠ 1, U (x) > 0)

2.  x2 lg x + 1
 = 100x.

X На ОДЗ (x > 0) обе части уравне%
ния положительны, поэтому после
логарифмирования по основанию
10 получаем уравнение, равносиль%
ное данному:

lg (x2 lg x + 1) = lg (100x).

Отсюда

(2lg x + 1) lg x = lg 100 + lg x.

Замена: lg x = t. (2t + 1) t = 2 + t,
t2

 = 1, t
1
 = 1, t

2
 = –1. Тогда lg x = 1

или lg x = –1, то есть x
1
 = 10,

х
2
 = 0,1 (оба корня входят в ОДЗ).

Ответ: 10; 0,1.Y
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Объяснение и обоснование

Показательно"степенными уравнениями и неравенствами обычно назы%
вают уравнения и неравенства, содержащие выражения вида f (x)

g (x) (в кото%
рых переменная входит и в основание, и в показатель степени).

Анализируя показательно%степенные уравнения, представленные в табли%
це 57, следует помнить, что в школьном курсе математики понятие уравнения
на разных этапах вводилось по%разному. А именно: в 4–5 классах уравнением
называлось числовое равенство, содержащее неизвестное число, обозначенное
буквой. Значение неизвестного, при котором уравнение обращается в верное
числовое равенство, называлось корнем или решением этого уравнения. На%
пример, для уравнения 2х = 6 корнем является значение х = 3.

С точки зрения приведенного определения в уравнении 2х = 6 буквой х
обозначено хотя и неизвестное нам, но конкретное число, поэтому х может
принимать единственное значение х = 3. Но такое определение затрудняет в
дальнейшем работу с уравнением. Когда х принимает единственное значение,

П р о д о л ж.  т а б л.  57

ІІ. f (x) — произвольное выражение

Две степени с одинаковыми ос"
нованиями ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
g x x

f x f x
ϕ=  мо"

гут быть равными в одном из че"
тырех случаев:
1) f (x) = –1 и для корней этого урав"

нения g (x) и ϕ (x) — целые числа
одинаковой четности.

2) f (x) = 0 и для корней этого урав"
нения g (x) > 0 и ϕ (x) > 0.

3) f (x) = 1 и для корней этого урав"
нения g (x) и ϕ (x) существуют.

4) g (x) = ϕ (x) и для корней этого
уравнения существуют
( ) ( )

( )
g x

f x  и ( ) ( )
( )

x
f x

ϕ
.

3.               х2х + 4 = х20.
X Если предположить, что основа%
ние степени х является числом, то
сначала рассмотрим три особых
случая (основание степени равно
–1; 0; 1), а затем приравняем пока"
затели степеней:
1) при х = –1  получаем верное ра%

венство (–1)
2
 = (–1)

20
;

2) при х = 0
0

4
 = 0

20 — верное равенство;
3) при х = 1

1
6
 =1

20
 — верное равенство;

4) при 2х + 4 = 20, то есть х = 8,
8

20
 = 8

20
 — верное равенство.

Ответ: –1; 0; 1; 8.
З а м е ч а н и е. Если предположить,
что основание х является перемен%
ной, то функция f (x) = х2х + 4

 счита%
ется определенной только при x > 0.
В этом случае данное уравнение име%
ет только корни 1 и 8, и получаем
ответ: 1; 8.Y
Таким образом, ответ к такому урав%
нению нельзя записать однозначно.



395

§ 34. Решение показательно/степенных уравнений и неравенств

мы не можем применять, например, графическое решение уравнения (имея
только одно значение х, невозможно получить график   у = 2х как прямую
линию на плоскости). Поэтому, начиная с 6–7 классов, уравнение определя%
ется как равенство с переменной (а корнем или решением уравнения соответ%
ственно называется такое значение переменной, при котором это уравнение
обращается в верное числовое равенство). Тогда х в уравнении 2х = 6 — это
переменная, для которой нет ни одного ограничения, и поэтому х может быть
любым числом (ОДЗ уравнения: x ∈ R). При таком подходе каждому значе%
нию переменной х соответствует единственное значение переменной  2х. Та%
ким образом, это уравнение можно решить графически, построить графики
функций у = 2х и у = 6. Кроме того, при таком подходе можно записать урав%
нение в общем виде как равенство f (x) = ϕ (x) и обоснованно применить свой%
ства функций для решения уравнений.

Для всех видов уравнений, которые рассматривались в курсе алгебры или
алгебры и начал анализа, приведенные два определения уравнения приводят
к одному тому же результату при решении уравнений. Но в случае показа%
тельно%степенного уравнения иногда можно получить разные ответы, исполь%
зуя разные подходы к определению уравнения.

Например, решим уравнение х2х + 1
 = х5

.
X Если рассматривать такое уравнение как числовое равенство, то две сте%

пени с одинаковым основанием х могут быть равными только в одном из
четырех случаев. А именно: если основанием степени является одно из зна%
чений –1, 0, 1 (х = –1, х = 0, х = 1), то степени могут быть равными даже
тогда, когда их показатели будут разными (при условии, что эти степени
существуют). Во всех остальных случаях степени с одинаковым основани%
ем будут равными только тогда, когда показатели этих степеней будут рав%
ными (2х + 1 = 5, то есть х = 2). Следовательно, для получения всех корней
данного уравнения достаточно проверить значения х, равные –1, 0, 1, 2. Все
эти числа являются корнями, так как при подстановке каждого из них в дан%
ное уравнение оно обращается в верное числовое равенство.
Если же рассматривать это уравнение как равенство с переменной и встать
на функциональную точку зрения, то функция f (x) = х2х + 1

, как правило,
считается определенной только при  х > 0, и тогда данное уравнение имеет
только два корня: 1 и 2.Y
Таким образом, в рассмотренном уравнении ответ нельзя записать одно%

значно (поскольку каждый из указанных подходов к определению уравнения
имеет право на существование и реально используется в математике). Поэто%
му в подобных ситуациях приходится приводить оба варианта ответа.

Аналогичный пример приведен в таблице 57.
Обобщая приведенные выше рассуждения, заметим, что в том случае, ког"

да при решении уравнения вида ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

g x x
f x f x

ϕ=  из условия не следует, что
основание степени f (x) > 0, необходимо рассматреть три особых случая: ос"
нование f (x) равно –1, 0, 1 (понятно, что в этих случаях степени ( ) ( )

( )
g x

f x
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и ( ) ( )
( )

x
f x

ϕ
 могут быть равными даже тогда, когда показатели g (x) и ϕ (x)

разные), а затем приравнять показатели (g (x) = ϕ (x)). Если же из условия
следует, что f (x) > 0, то рассматриваем только один особый случай — основание
степени равно 1 (f (x) = 1) — и приравниваем показатели степеней (g (x) = ϕ (x)).

Например, решим уравнение (х
2
 – 1)

3х – 7
 = (х

2
 – 1)

8
.

X Из условия не следует, что основание степени х
2
 – 1 > 0, следовательно,

приходится рассматривать все случаи.
1) Если х2

 – 1 = –1, то х2
 = 0, и тогда  х = 0.

Подставляя это значение в данное уравнение, имеем (–1)
–7

 = (–1)
8
, то есть

–1 = 1 (неверное равенство). Таким образом, х = 0 не является корнем
данного уравнения.

2) Если х
2
 – 1 = 0, то есть х = ä1, то при этих значениях х данное уравнение

обращается в неверное числовое равенство (поскольку значения выражений
0

–4
 и 0

–10
 не существуют). Таким образом, числа 1 и –1 не являются корнями

данного уравнения.
3) Если х2

 – 1 = 1, то есть 2,x = ±  то данное уравнение обращается в верное

равенство (1 = 1), следовательно, 2x = ±  — корни данного уравнения.
4) Приравняем показатели степеней данного уравнения (основания степеней

в левой и правой частях уравнения одинаковые): 3х – 7 = 8, тогда х = 5
(при подстановке получаем верное равенство 24

8
 = 24

8
).

Объединяя полученные результаты, получаем ответ.

Ответ: 2;−  2;  5.Y

З а м е ч а н и е. При f (x) > 0 для решения уравнения вида
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
g x x

f x f x
ϕ=  можно прологарифмировать обе его части по любому чис%

ловому основанию, получить равносильное уравнение, в котором уже не при%
дется рассматривать особый случай — он будет учтен автоматически. Это свя%
зано с тем, что функция у = а

х
 при a > 0 имеет особый случай, если а = 1

(см. график функции у = а
х
 при a > 0 на с. 338), а функция y = log

b
x (где b > 0,

b ≠ 1) особых случаев не имеет.
Также отметим, что при решении неравенств вида ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
g x x

f x f x
ϕ>

обычно используют функциональный подход и считают, что f (x) > 0.
Заметим, что в тех случаях, когда в показательно"степенное уравнение

входят выражения вида  log ,a Na  то для решения такого уравнения может
использоваться основное логарифмическое тождество. В этом случае следу%
ет учитывать ОДЗ данного уравнения (см. пример 1 в  табл. 57).

 Достаточно часто для решения показательно%степенных уравнений ис%
пользуется логарифмирование обеих частей. Конечно, это можно сделать толь%
ко тогда, когда на ОДЗ данного уравнения обе части уравнения положитель%
ны (см. пример 2 в табл. 57).

Приведем еще несколько примеров решения показательно%степенных урав%
нений и неравенств.



397

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение x
x x− =− +

3 1
3 10 32

.

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X Поскольку х = 3 не является кор%
нем данного уравнения (0

0
 не суще%

ствует), то при х ≠ 3 обе его части по%
ложительны. После логарифмирова%
ния (по основанию 10) обеих частей
данного уравнения получаем равно%
сильные ему уравнения:

           lg lg ,x
x x− =− +

3 1
3 10 32

(3х2 – 10х + 3) lg | x – 3 | = 0,
3х2 – 10х + 3 = 0 или lg | x – 3 | = 0.

Из первого полученного уравнения

имеем 1
1

3
,x =  х

2
 = 3 (не является кор%

нем), а из второго | x – 3 | = 1, тогда
x – 3 = 1 или х – 3 = –1.  То есть

 х = 4 или х = 2.

Ответ: 
1

3
;  2; 4. Y

Поскольку | x – 3 | l 0, то из особых
случаев можно рассмотреть только
один — основание равно 0 (| x – 3 | = 0,
то есть x = 3). Чтобы не рассматри%
вать случай, когда основание равно 1,
достаточно при х ≠ 3 прологарифми%
ровать обе части уравнения по число%
вому основанию (например, по осно%
ванию 10).

При х ≠ 3  обе части данного урав%
нения положительны, поэтому после
логарифмирования получаем уравне%
ние, равносильное данному. Посколь%
ку все дальнейшие преобразования
являются равносильными (при х ≠ 3),
то все полученные решения (не рав%
ные 3) являются корнями данного
уравнения.

Задача 2 Решите уравнение 2 2log log 55 10.x x+ =

К о м м е н т а р и й

Прологарифмировать обе части данного уравнения не удается (в левой ча%
сти стоит сумма), поэтому попытаемся все степени представить в виде степе%
ней с одним и тем же числовым основанием. Учитывая, что в данном уравне%
нии есть логарифм по основанию 2, представим все данные степени как степе%

ни с основанием 2 по формуле log ,a uu a=  где u > 0, a > 0, а ≠ 1. Тогда

  ( )log2
2 2 2 2log log 5 log log 55 2 2 ,

xx x= =                 (1)

( )log 52
2 2 2 2log 5 log log 5 log2 2x xx = =

(то есть слагаемые, стоящие в левой части данного уравнения, одинаковы).
После получения уравнения (2)  (см. решение) можно использовать равен%
ство (1) справа налево. Можно также записать правую часть уравнения (2)
как степень числа 2 или прологарифмировать обе его части по основанию 2.

§ 34. Решение показательно/степенных уравнений и неравенств
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Р е ш е н и е
X ОДЗ: x > 0. На этой ОДЗ данное уравнение равносильно уравнениям:

2 2 2 2log log 5 log 5 log2 2 10,x x+ =
2 2log log 52 2 10,x⋅ =

     2 2log log 52 5,x =                 (2)
2log5 5,x =

                                 log
2

x = 1,    x = 2 (принадлежит ОДЗ).
Ответ: 2.Y

Задача 3 Решите систему уравнений 
3 3log log

3 3

18,

log log 3.

y xx y

x y

 + =


+ =
К о м м е н т а р и й

Используем равносильные преобразования системы. Для этого учтем ОДЗ
и проследим за тем, чтобы на этой ОДЗ все преобразования уравнений как
в прямом, так и в обратном направлении сохраняли верные равенства.

В первом уравнении данной системы запишем все степени как степени с
основанием 3 (см. выше комментарий к задаче 2). После равносильных (на
ОДЗ) преобразований первого уравнения получаем систему (1) (см. решение),
в которую переменные входят только в виде log

3
x  и  log

3
y, поэтому удобно

использовать замену переменных. После обратной замены применяем опре%
деление логарифма.

Р е ш е н и е

X ОДЗ: 
0,

0.

x

y

>
 >

 На этой ОДЗ первое уравнение заданной системы равносильно

уравнениям: 
( ) ( )log log3 3

3 3log log3 3 18,
y xx y+ =    3 3 3 3log log log log3 3 18,y x x y+ =

3 3log log2 3 18,x y⋅ =    3 3log log3 9,x y =    3 3log log 23 3 ,x y =    log
3

x log
3

y = 2.
Тогда заданная система равносильна системе

3 3

3 3

log log 2,

log log 3.

x y

x y

=
 + =

    (1)

Замена log
3

x = u, log
3

y = v дает систему 
2,

3.

uv

u v

=
 + =

Из второго уравнения последней системы v = 3 – u, тогда из первого уравне%
ния u(3 – u) = 2, то есть u

2
 – 3u + 2 = 0. Отсюда u

1
 = 1, u

2
 = 2. Тогда v

1
 = 2, v

2
 = 1.

Обратная замена дает 
3

3

log 1,

log 2

x

y

=
 =

 или 
3

3

log 2,

log 1.

x

y

=
 =

Тогда 
3,

9

x

y

=
 =

 или 
9,

3

x

y

=
 =

 (найденные решения входят ОДЗ).

Ответ: (3; 9), (9; 3).Y
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Задача 4 Решите неравенство | x – 4 |lg (x – 2) l | x – 4 |lg (6 – x).

І способ

К о м м е н т а р и й
Попытаемся выполнить равносильные преобразования данного неравен%

ства, применив рассуждения, аналогичные тем, что приводились при реше%
нии показательно%степенных уравнений (см. пункт ІІ табл. 57). Поскольку
| x – 4 | l 0, то из особых случаев необходимо рассмотреть только два: основа%
ние равно 0 (то есть x = 4) и основание равно 1 (то есть | x – 4 | = 1). При  других
значениях x основание — положительное число, не равное 1. Рассмотрим два
случая: 1) основание больше 1 (при переходе от степеней к показателям в дан%
ном неравенстве знак неравенства не меняется); 2) основание меньше 1, но
больше 0 (при переходе от степеней к показателям в данном неравенстве знак
неравенства меняется на противоположный). При таких преобразованиях по%
лучаем неравенства, равносильные данному (на его ОДЗ), поскольку можем
гарантировать правильность не только прямых, но и обратных переходов.

При решении полученных простейших логарифмических неравенств учи%
тываем, что функция y = lg t является возрастающей.

В ответ следует включить все решения полученных систем неравенств
и все особые значения, которые являются решениями данного неравенства.

Р е ш е н и е

X ОДЗ: 
2 0,

6 0,

x

x

− >
 − >

 то есть 2 < x < 6.

При x = 4 данное неравенство выполняется (0
lg 2

 l 0
lg 2

, 0 l 0 — верное
неравенство), таким образом, x = 4 — одно из решений этого неравенства.

Если | x – 4 | = 1 (то есть x – 4 = 1 или x – 4 = –1, тогда x = 5 или x = 3 — эти
значения входят в ОДЗ), то данное неравенство также выполняется.
При х = 5 и х = 3 получаем верное неравенство 1 l 1. Таким образом, эти числа
также являются решениями данного неравенства.

При х ≠ 4, х ≠ 5 и х ≠ 3 на ОДЗ данное неравенство равносильно следующей
совокупности систем:

( ) ( )
4 1,

lg 2 lg 6

x

x x

− >


− − l
 или 

( ) ( )
0 4 1,

lg 2 lg 6 .

x

x x

< − <


− − m

То есть 

4,

5,

3,

2 6,

4 1 или 4 1,

2 6

x

x

x

x

x x

x x

≠
 ≠
 ≠
 < <
 − < − − >


− − l

      или 

4,

5,

3,

2 6,

1< 4 1,

2 6 .

x

x

x

x

x

x x

≠
 ≠
 ≠
 < <
− − <


− − m

§ 34. Решение показательно/степенных уравнений и неравенств
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Тогда 

4,

5,

3,

2 6,

3 або 5,

4

x

x

x

x

x x

x

≠
 ≠
 ≠
 < <
 < >

 l

 или 

4,

5,

3,

2 6,

3< 5,

4.

x

x

x

x

x

x

≠
 ≠
 ≠
 < <
 <

 m

Таким образом, 5 < x < 6 или 3 < x < 4. Учитывая особые значения, кото%
рые являются решениями, получаем: 3 m x m 4 или 5 m x < 6.

Ответ: [3;  4] � [5; 6).Y

II способ решения неравенства | x – 4 |
lg (x – 2)

 l | x – 4 |
lg (6 – x)

.

К о м м е н т а р и й

Решим данное неравенство методом интервалов, для этого приведем его
к виду f (x) l 0.

Для нахождения нулей f (x) необходимо решить показательно%степенное
уравнение (2). Поскольку | x – 4 | l 0, то из особых случаев необходимо рас%
смотреть только два — основание равно 0 (то есть x = 4) или основание равно
1 (то есть | x – 4 | = 1). При других значениях x из ОДЗ в уравнении (3) основа%
ние — положительное число, не равное 1. Тогда можно приравнять показате%
ли степеней (получаем уравнение, равносильное данному).

Для нахождения знаков f (x) удобно использовать графики функции у = ах

при 0 < a < 1 и при a > 1.

Р е ш е н и е

X 1. ОДЗ: 
2 0,

6 0,

x

x

− >
 − >

 то есть 2 < x < 6.

На этой ОДЗ данное неравенство равносильно неравенству

| x – 4 |
lg (x – 2)

 – | x – 4 |
lg (6 – x)

 l 0.                 (1)

2. Пусть f (x) = | x – 4 |
lg (x – 2)

 – | x – 4 |
lg (6 – x)

. Нули f (x):

| x – 4 |
lg (x – 2)

 – | x – 4 |
lg (6 – x)

 = 0.                 (2)

На ОДЗ уравнение (2) равносильно уравнению

   | x – 4 |
lg (x – 2)

 = | x – 4 |
lg (6 – x)

.     (3)
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При x = 4 равенство (3) выполняется (0
lg 2

 = 0
lg 2

; 0 = 0 — верное равен%
ство), таким образом, x = 4 — корень уравнения (3).
Если | x – 4 | = 1 (то есть x – 4 = 1 или x – 4 = –1, тогда x = 5 или x = 3), то
равенство (3) также выполняется. При х = 5 и х = 3 получаем верное равенство
1 = 1. Таким образом, эти числа также являются корнями уравнения (3).
При х ≠ 4, х ≠ 5 и х ≠ 3 на ОДЗ уравнение (3) равносильно уравнению
lg (x – 2) = lg (6 – x). Тогда x – 2 = 6 – x,то есть x = 4 — не удовлетворяет
условию х ≠ 4. Следовательно, на последнем множестве уравнение (3) кор%
ней не имеет.

3. Отмечаем нули функции на ОДЗ и на%
ходим знак f (x) на каждом из проме%
жутков, на которые разбивается ОДЗ (см. рисунок).

Ответ: [3;  4] � [5; 6).Y

Задача 5 Решите неравенство log 1 2 .a xx a x+ >

К о м м е н т а р и й

На ОДЗ обе части неравенства положительны,  поэтому попытаемся про%
логарифмировать обе части неравенства. Поскольку в данное неравенство уже
входит log

a
x, то удобно прологарифмировать по основанию a. Но при лога%

рифмировании по основанию больше 1 знак неравенства не меняется, а при
логарифмировании по основанию меньше 1 знак неравенства меняется. При%
ходится рассматривать два случая (в каждом из них получаем неравенство,
равносильное данному на его ОДЗ).

Р е ш е н и е
X ОДЗ: x > 0, a > 0, а ≠ 1.

Прологарифмируем обе части неравенства.
1) При a > 1 данное неравенство на его ОДЗ равносильно неравенствам:

( ) ( )log 1 2log log ,a x
a a a xx + >    (loga x + 1) loga x > loga a

2
 + loga x,

log log log ,a a ax x x2 2+ > +    log .a x2 2>

Таким образом, loga x < − 2  или log .a x > 2

То есть 2log loga ax a−<  или 2log log .a ax a>

Учитывая ОДЗ (x > 0) и то, что a > 1, получаем 20 x a−< <  или 2.x a>
2) При 0 < a < 1 данное неравенство на его ОДЗ равносильно неравенствам:

( ) ( )log 1 2log log ,a x
a ax a x+ <    (log

a
x + 1) log

a
x < log

a
a2

 + log
a

x,

log log log ,a a ax x x2 2+ < +    log .a x2 2<

Таким образом, − < <2 2log .a x

§ 34. Решение показательно/степенных уравнений и неравенств
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То есть 
2 2log log log .a a aa x a− < <

Учитывая ОДЗ (x > 0) и то, что 0 < a < 1, получаем a x a2 2< < − .

Ответ: 1) при a > 1 ( ) ( )2 20; ; ;x a a−∈ + ∞�  2) при 0 < a < 1 ( )2 2; .x a a−∈ Y

Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах,  какими способами можно решать показательно%
степенные уравнения.

2. Объясните, почему при переходе от уравнения xlg x = x2 к уравнению lg x = 2
(основания равны — приравняли показатели) теряется корень данного урав%
нения.

Упражнения

1. Решите уравнение:

1) xlg x = x3;       2) x2 lg x – 10x = 0; 3) 162log 64 ;x

x
x = 4) 

( )2log 3 2 ;x xx x− =

5) хх + 2
 = х6

: а) при x > 0; б) при x ∈ R; 6) 
2 1

1 1;
x

x
−− =

7) ( ) ( )
( )

2
3 3

1log 1 log 1
21

9
2 1 ;

x x

x
+ − −

= − 8) 
2
4 4log log4 8;x xx+ =

9) 2x
2 lg (x – 1)

 = 1 + (x – 1)
3
.

2. Решите систему уравнений:

1) 
5 5log log

25 25

50,

log log 1,5;

y xx y

x y

+ =
 + =

2) 
2 2log log

2 2

16,

log log 2.

y xx y

x y

+ =
 − =

3. Решите неравенство:

1) ( )
2 2,5 12 1;1

x x
x x

− + <− + 2) 
2 2 3

1 1 ;
x x

x x
−+ +l

3) 
( ) ( )3 3log 2 log 8

2 2 ;x xx x
− −− −m 4) log 4 4 ;a xx a x+ <

5) 
3 log 2 2.a xx a x+ >
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Некоторые показательные и логарифмические уравнения можно решить,
используя свойства соответствующих функций. Напомним основные приемы,
которые применяются при решении уравнений с помощью свойств функций,
и приведем примеры решения уравнений и неравенств, содержащих показа%
тельные, логарифмические и другие функции.

Т а б л и ц а  58

ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
И НЕРАВЕНСТВА§§§§§3535353535

   Ориентир Пример

1. Конечная ОДЗ

Если область допустимых значе#
ний (ОДЗ) уравнения (неравенства
или системы) состоит из конечного
числа значений, то для решения
достаточно проверить все эти зна#
чения.

1 1 2 22 3 4 .x x x− − −+ =

X ОДЗ: 
1 0,

2 2 0.

x

x

−
 −

l
l  Тогда 

1,

1.

x

x





l
m

 Итак, ОДЗ: х = 1.
П р о в е р к а. х = 1 — корень

( 1 1 1 1 2 22 3 4 ,− − −+ =  4 = 4).
Других корней нет, поскольку в ОДЗ
входит только одно число.

Ответ: 1.Y

2. Оценка значений левой и правой частей уравнения

Если требуется решить уравне#
ние вида f (x) = g (x) и выяснилось,
что f (x) lllll a, g (x) mmmmm a, то равенство
между левой и правой частями воз#
можно тогда и только тогда, когда
f (x) и g (x) одновременно будут
равны а.

2

2
2 cos .x x=

X Оценим  значения левой и  пра%
вой частей данного уравнения:

( ) 2

2 1xf x = l  (поскольку x2 l 0);

если ( )
2

cos ,xg x =  то –1 m g (x) m 1.

Итак, f (x) m 1, g (x) m 1. Тогда дан%
ное уравнение равносильно системе

2

2

2 1,

cos 1.

x

x

 =


=
Из первого уравнения получаем
x2

= 0, то есть x = 0, что удовлетво%
ряет и второму уравнению.
Ответ: 0.Y

== ⇔  =

 ( ) ,
 ( )  ( )       

 ( ) .

f x a
f x g x

g x a

f (x) lllll a
g (x) mmmmm a
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П р о д о л ж.  т а б л.  58

3. Использование монотонности функций

Схема решения уравнения

1. Подбираем один или несколько корней уравнения.

2. Доказываем, что других корней это уравнение не имеет (исполь"
зуя теоремы о корнях уравнения или оценку значений левой и пра"
вой частей уравнения).

Теоремы о корнях уравнения

1. Если в уравнении f (x) = a функция f (x)
возрастает (убывает) на некотором про#
межутке, то это уравнение может иметь
не более чем один корень на этом проме#
жутке.

Пример

Уравнение 2
x
 + 3

х
 = 5 имеет единствен%

ный корень х = 1 (2
1
 + 3

1
 = 5, то есть 5 = 5),

поскольку функция f (x) = 2
x
 + 3

х
 возрас%

тает (на всей области определения х ∈ R)
как сумма двух возрастающих функций.

2. Если в уравнении f (x) = g (x) функция
f (x) возрастает на некотором промежут#
ке, а функция g (x) убывает на этом же
промежутке (или наоборот), то это урав#
нение может иметь не более чем один
корень на этом промежутке.

Пример

Уравнение 5
x
 = 27 – x имеет единствен%

ный корень х = 2 (5
2
 = 27 – 2, то есть

25 = 25), поскольку f (x) = 5
x
 возрастает,

а g (x) = 27 – х убывает (при всех х ∈ R).
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Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение ( ) ( )2 3 2 3 4.
x x

− + + =

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

§ 35. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

4. «Ищи квадратный трехчлен»

Ориентир

Попытайтесь рассмот#
реть заданное уравнение
как квадратное относи#
тельно некоторой пере#
менной (или относительно
некоторой функции).

Пример

4
x
 – (7 – x)æ2

x
 + 12 – 4x = 0.

X Запишем 4
x
 = 2

2x
 и введем замену 2

x
 = t.

Получаем

t2
 – (7 – x)æt + 12 – 4x = 0.

Рассмотрим это уравнение как квадратное
относительно t. Его дискриминант
D = (7 – x)

2
 – 4(12 – 4x) = x2

 + 2x + 1 = (x + 1)
2
.

Тогда 
( )

1,2

7 1

2
,

x x
t

− ± +=  то есть t1 = 4, t2 = 3 – x.

Обратная замена дает 2
x
 = 4 (отсюда x = 2) или

2
x
  = 3 – x. Последнее уравнение имеет един%

ственный корень x = 1, так как f (x) = 2
x
 возра%

стает, а g (x) = 3 — x убывает (при всех x ∈ R).

Ответ: 1; 2.Y

П р о д о л ж.  т а б л.  58

X Если ( )2 3 ,
x

t− =  то

2 3 1+( ) =
x

t
.  Получаем 1 4.

t
t + =

Отсюда t
2
 – 4t + 1 = 0. Тогда

t1 2 3= − ,  t2 2 3= + .

Обратная замена дает

( )2 3 2 3
x

− = −  (отсюда x = 2)

или ( )2 3 2 3
x

− = +  (отсюда

x = –2).

Ответ: – 2; 2.Y

Замечаем, что

( ) ( ) ( )222 3 2 3 2 3 1.− ⋅ + = − =

Таким образом, если 2 3 ,a− =  то

12 3 .
a

+ =  
То есть данное уравнение

имеет вид ax
x

a
+ =1 4, и его можно ре%

шить с помощью замены ax = t. Но
теперь эту замену можно непосред%
ственно применить для данного урав%
нения, не вводя промежуточные обо%
значения. После обратной замены
учитываем, что

( )
( ) 2

2

1 1

2 3 2 3

2 3 2 3 .
−

− −
+ = = = −
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Задача 2 Решите уравнение 4 2 41

4

1

2

x
x

x
x+ + − = .

К о м м е н т а р и й

Если привести все степени к одному основанию  2 и обозначить 2
x = t, то

получим уравнение (1) (см. решение), в котором можно ввести замену 1

t
t u− =

(тогда u t
t

2 2

2
2 1= − + ,  отсюда 2 2

2

1 2 .
t

t u + = + 
 На ОДЗ данного уравнения (x ∈ R)

все замены и обратные замены являются равносильными преобразованиями
этого уравнения. Таким образом, решив уравнения, полученные в результате
замен, и выполнив обратные замены, мы получим корни данного уравнения.

Р е ш е н и е

X 2 2 42

2

1

2

1

2

x
x

x
x+ + − = .

Замена 2x = t дает уравнение

  t t
t t

2

2

1 1 4+ + − = .     (1)

Обозначим 1 ,
t

t u− =  тогда t u
t

2

2

21 2+ = + ,  таким образом, из уравнения (1)

получаем уравнение u2 + u – 2 = 0, которое имеет корни: u
1
 = 1, u

2
 = –2.

Обратная замена дает 1 1
t

t − =  или 1 2.
t

t − = −

Тогда t2 – t – 1 = 0 или t2
 + 2t – 1 = 0.

Получаем 1
1 5

2
,t +=  2

1 5

2
t −=  или t3 1 2= − + ,  t4 1 2= − − .

Тогда 1 5

2
2x +=  (отсюда 2

1 5

2
logx + =   или 1 5

2
2x −=  (корней нет, по%

скольку 1 5

2
0 ,− <   или 2 1 2x = − +  (отсюда x = −( ))log ,2 2 1  или 2 1 2x = − −

(корней нет, поскольку − − < )1 2 0 .

Ответ: 2
1 5

2
log ;+  ( )

2log 2 1 .− Y

Задача 3 Решите уравнение 1

4
4 2cos 2 .x

x x+ =

І способ

К о м м е н т а р и й
Учитывая, что 4

x
 > 0, получаем, что в левой части уравнения стоит сумма

двух взаимно обратных положительных чисел, которая всегда больше или
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равна 2. (Действительно, если a > 0, то 
( )22 11 2 12 0,

aa a

a a a
a

−− ++ − = = l  таким

образом, при всех a > 0     )1 2.
a

a + l

Для оценки значений правой части достаточно вспомнить, что областью
значений функции  cos 2x является промежуток [– 1; 1], таким образом,
–2 m 2 cos 2x m 2.

Р е ш е н и е

X Оценим значения левой и правой частей уравнения. f x x
x ( ) = +4 21

4
l  как

сумма двух взаимно обратных положительных чисел. Если g (x) = 2 cos 2x,
то –2 m g (x) m 2. Таким образом, f (x) l 2, g (x) m 2, тогда данное уравнение
равносильно системе

4 2

2 2 2

1

4

x
x

x

+ =

=







,

cos .
Из первого уравнения, используя замену 4

x
 = t,  получаем

1 2,
t

t + =  то есть t2
 – 2t + 1 = 0. Отсюда t = 1.

Тогда 4
x
 = 1, отсюда x = 0,  что удовлетворяет и второму уравнению.

Ответ: 0.Y

ІІ способ решения уравнения  1

4
4 2cos 2 .x

x x+ =

К о м м е н т а р и й
Если обозначить 4

x = t, то данное уравнение приводится к уравнению (2)
(см. решение), которое  можно рассматривать как квадратное относительно
переменной t. Заметим, что t = 4

x ≠ 0, поэтому при таких значениях t уравне%
ния (1) и (2) являются равносильными. Далее используем условие существова%
ния корней квадратного уравнения.

Р е ш е н и е
X После замены 4

x = t (t > 0) из данного уравнения получаем равносильное
уравнение

   
1 2 cos 2 ,
t

t x+ =     (1)

которое, в свою очередь, равносильно уравнению
      t2 – (2 cos 2x) t + 1 = 0.                 (2)

Рассмотрим уравнение (2) как квадратное относительно переменной t.
Тогда его дискриминант D = 4 cos2 2x – 4.
Уравнение (2) может иметь корни только тогда, когда D l 0, то есть когда

4 cos2 2x – 4 l 0. Отсюда
      cos2 2x l 1.     (3)

У этого неравенства знак «больше» не может выполняться (cos2 2x m 1
всегда), таким образом, неравенство (3) равносильно уравнению cos2 2x = 1.
Тогда cos 2x = 1 или cos 2x = –1. Подставляя эти значения в уравнение (2),

§ 35. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства



408

РАЗДЕЛ 4. Показательная и логарифмическая функции

получаем две системы: 2

cos 2 1,

2 1 0

x

t t

=


− + =
 или 2

cos 2 1,

2 1 0.

x

t t

= −


+ + =
 Во второй системе из

второго уравнения имеем t = –1, что не удовлетворяет условию t > 0. Таким
образом, данное уравнение равносильно только первой системе. Из второго
уравнения первой системы имеем t = 1, тогда 4

x
 = 1, то есть x = 0,  что удовлет%

воряет и первому уравнению этой системы.
Ответ: 0.Y

Задача 4 Решите уравнение 2| x | – | 2х + 1 – 2 | = 2х + 1.

К о м м е н т а р и й

Для решения уравнения с несколькими модулями можем применить об%
щую схему (с. 240):

1) найти ОДЗ;
2) найти нули всех подмодульных функций;
3) отметить нули на ОДЗ и разбить ОДЗ на промежутки;
4) найти решения уравнения в каждом из промежутков.

Р е ш е н и е
X ОДЗ: х ∈ R.
Нули подмодульных функций: x = 0 и 2

x + 1
 – 2 = 0, 2

x + 1
 = 2, x + 1 = 1, x = 0.

Этот нуль (x = 0) разбивает ОДЗ на два промежут%
ка, в каждом из которых каждая подмодульная
функция имеет постоянный знак (см. рисунок).

Промежуток І. При x ∈ (–�; 0] имеем уравнение 2
–x

 + 2
x + 1

 – 2 = 2
x + 1

. Тогда
2

–x
 = 2, таким образом, x = –1 ∈ (–�; 0].

Промежуток ІІ. При x ∈ [0; +�) имеем уравнение 2
x
 – (2

x + 1
 – 2) = 2

x + 1
. Тогда

2

3
2 ,x =  отсюда 2

2

3
log .x =  Но 2

2

3
log 0,<  таким образом, во ІІ промежутке

данное уравнение корней не имеет.

Ответ: –1.Y

Задача 5 Решите уравнение
lg2 (x + 1) = lg (x + 1) lg (x – 1) + 2 lg2 (x –1).

Р е ш е н и е К о м м е н т а р и й

X ОДЗ: 
1 0,

1 0.

x

x

+ >
 − >

 То есть x > 1.

Поскольку x = 2 не является корнем
данного уравнения, то при делении обе%
их частей уравнения на lg2 (x – 1) ≠ 0

Если выполнить замену lg (x + 1) = u,
lg (x – 1) = v, то получим уравнение
u2 = uv + 2v2, все члены которого име"
ют одинаковую суммарную сте"
пень — два. Напомним, что такое
уравнение называется однородным и
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получаем  равносильное (на ОДЗ)
уравнение

( )
( )

( )
( )

2

2

lg 1 lg 1

lg 1 lg 1
2.

x x

x x

+ +
− −

= +

После замены 
( )
( )

lg 1

lg 1

x

x
t

+
−

=  имеем урав%

нение t2 – t – 2 = 0, корни которого:
t

1
 = –1, t

2
 = 2.

Выполнив обратную замену, получаем
( )
( )

lg 1

lg 1
1

x

x

+
−

= −  или 
( )
( )

lg 1

lg 1
2.

x

x

+
−

=

Тогда на ОДЗ имеем равносильные
уравнения:
lg (x + 1) = –lg (x – 1) или

lg (x + 1) = 2 lg (x – 1),
lg (x + 1) = lg (x – 1)

–1
 или

lg (x + 1) = lg (x – 1)
2
,

1

1
1

x
x

−
+ = или  x + 1 = (x – 1)

2
,

x
2
 – 1 = 1 или x + 1 = x

2
 – 2x + 1,

x
2
 = 2 или x

2
 – 3x = 0,

x = ± 2 или x = 0 или x = 3.
Учитывая ОДЗ, получаем

2x =  или x = 3.

Ответ: 2;  3.Y

§ 35. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

решается делением обеих частей на
наибольшую степень одной из пере"
менных. Разделим, например, обе ча%
сти на v2 (то есть на lg2 (x – 1)).

Чтобы не потерять корни уравне"
ния при делении на выражение с пе"
ременной, необходимо те значения
переменной, при которых это выра"
жение равно нулю, рассмотреть от"
дельно. Значение  x, при котором
lg (x – 1) = 0 (тогда x – 1 = 1), то есть
x = 2, подставляем в данное уравне%
ние.

Для реализации полученного пла%
на решения не обязательно вводить
переменные u и v, достаточно заме%
тить, что данное уравнение однород%
ное, разделить обе части на lg

2
(x – 1),

а затем ввести новую переменную t.
В конце учитываем, что все преоб%

разования были равносильными на
ОДЗ, следовательно, необходимо вы%
бирать только те из найденных кор%
ней, которые входят в ОДЗ.

Задача 6 Решите уравнение ( ) ( )2
2 1

3

log 1 2 log 1 4 0.x x+ − + − − =

К о м м е н т а р и й
Логарифмические функции, стоящие в левой части данного уравнения,

принимают только неотрицательные значения.

Действительно, на всей области определения 1 2 1+ −x l ,  таким образом,
( )

2log 1 2 0;x+ − l  аналогично, поскольку 1 – | x2
 – 4 | m 1, то на своей области

определения ( )2
1
3

log 1 4 0.x− − l  В этом случае сумма двух неотрицательных

функций может равняться нулю тогда и только тогда, когда каждая из этих
функций равна нулю.

Заметим, что при переходе от данного уравнения к системе уравнений ОДЗ
не изменяется, таким образом, ее можно не записывать в явном виде. При ре%
шении полученных простейших логарифмических уравнений ОДЗ также учи%
тывается автоматически, поэтому ее можно вообще не записывать в решение.
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Р е ш е н и е

X Поскольку на всей области определения ( )
2log 1 2 0x+ − l

и ( )2
1
3

log 1 4 0,x− − l  то данное уравнение равносильно системе

( )
( )

2

2
1
3

log 1 2 0,

log 1 4 0.

x

x

 + − =
 − − =

Из первого уравнения системы получаем 01 2 2 .x+ − =  Тогда 2 0,x − =  то
есть х = 2, что удовлетворяет и второму уравнению системы.
Ответ: 2.Y

Задача 7 При каких значениях параметра a неравенство

2 15
5

sin 3 cos 5

5
log 0a

x x a
−

+ + −   > 
выполняется для любых значений x?

К о м м е н т а р и й

Сначала воспользуемся формулой a x b x a b xsin cos sin :+ = + +( )2 2 ϕ

( )3
sin 3cos 2 sin .x x x π+ = +  Далее запишем правую часть неравенства как

значение логарифмической функции и, переходя к аргументу, учтем, что в слу%
чае, когда основание этой функции больше 1, функция возрастает, а когда
меньше 1 (но больше 0) — убывает.

При дальнейшем анализе полученных неравенств учитываем, что нера%
венство sin t > b выполняется для любых значений t тогда и только тогда,
когда b < –1, а неравенство sin t < c — когда c > 1.

Р е ш е н и е
X Данное неравенство равносильно неравенству

( )
2 15 2 15

5 5

2 sin 5
3

5
log log 1.a a

x a

− −

π+ + − 
   > 

Эта неравенство равносильно совокупности систем

    

2 15

5

2
3

5

5

1

1

a

x a

−

+ + −

>

( )
>










,

sin
π  или 

0 1

0 1

2 15

5

2
3

5

5

< <

<
( )

<










−

+ + −

a

x a

,

.
sin

π

Тогда 
a

x a

>

+( ) > −







10

5
3 2

,

sin π  или 
7 5 10

55

2 3 2

, ,

sin .

< <

< +( ) < −






−

a

xa aπ
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Неравенство с переменной x в последней совокупности систем будут вы%
полняться для любых значений x при условии:

a

a

>

− < −







10

5 1
2

,
 или 5

2

2

7,5 10,

1,

5 1.

a

a

a

−


< <

 < −

 − >

 То есть 
10,

12

a

a

>
 >

 или 

7 5 10

7

8

, ,

,

.

< <
>
<







a

a

a

Тогда a > 12 или 7,5 < a < 8.

Ответ: при а ∈ (7,5; 8) � (12; +�). Y

Задача 8 При каких значениях параметра a уравнение log
2

(4x – a) = x
имеет единственный корень?

К о м м е н т а р и й
Выполняя равносильные преобразования данного уравнения, учитываем,

что при использовании определения логарифма для решения этого простей%
шего логарифмического уравнения его ОДЗ учитывается автоматически.

При выполнении замены переменной в задании с параметром учитыва"
ем, что после замены требование задачи может измениться.

Исследуя расположение корней квадратного трехчлена f (t) = t2 – t – a,
применим условия, приведенные на с. 225 в таблице 37 (для записи соответ%
ствующих условий используем обозначение: D — дискриминант, t

0
 — абс%

цисса вершины параболы). Как известно, для того чтобы корни квадратно"
го трехчлена f (t) (с положительным коэффициентом при t2

) были располо"
жены по разные стороны от числа A, необходимо и достаточно, чтобы вы"
полнялось условие f (A) < 0.

Р е ш е н и е
X Данное уравнение  равносильно уравнению

         4
x
 – a = 2

x
.                 (1)

То есть 2
2x

 – a = 2
x
. Замена 2

x
 = t (t > 0) дает уравнение

      t2
 – t – a = 0.                 (2)

Требование  задачи будет выполняться тогда и только тогда, когда уравне%
ние (2) будет иметь единственный положительный корень. Это будет в одном
из двух случаев:
1) уравнение (2) имеет единственный корень, и он положительный;
2) уравнение (2) имеет два корня, из которых только один положительный,

а второй — отрицательный или нуль.

Для первого случая получаем 
0

0,

0,

D

t

=
 >

 то есть 
1 4 0

00
1

2

+ =

= >







a

t

,

.

Таким образом, 1

4
.a = −

§ 35. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства
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Для второго случая значение t = 0 исследуем отдельно.
При t = 0 из уравнения (2) получаем a = 0. При a = 0 уравнение (2)  имеет

корни t
1
 = 0, t

2
 = 1. Таким образом, условие задачи при a = 0 выполняется.

Остается еще один случай — корни уравнения (2) имеют разные знаки (рас%
положены по разные стороны от нуля). Это будет тогда и только тогда, когда
будет  выполняться условие f (0) < 0 (где f (t) = t

2
 – t – a), то есть условие

–a < 0, тогда a > 0. Объединяя все результаты, получаем ответ.

Ответ: при 1

4
a = −  или a l 0 данное уравнение имеет единственный корень.Y

Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как можно применить свойства функций к реше%
нию показательных и логарифмических уравнений.

Упражнения

Решите уравнение (1–5).

1. 1) 22x = 5 – x;      2) ( ) ( )2 3

5 5
1;

x x

+ =       3) 3x + 4x = 5x;      4) 
3

2 2 2cos ;x x x−+ =

5) ( )3 1
2

log log 4;5 xx = ++         6) log
2

(3x + 4) = 2 – 5x;       7) log
2

| x | = 5 – x2
;

8) log
2

(1 + x2
) = log

2
x + 2x – x2

;     9) 
2

5log 1 .x x= −

2. 1) ( ) ( )4 15 4 15 8;
x x

− + + = 2) ( ) ( )3 8 3 8 6;
x x

+ + − =

3) ( ) ( )2 3 2 3 2 .
x x

x− + + =

3. 1) log log ;2
2

21 6 2x x x x+ −( ) = − 2) x2 + (x – 3) log
2

x = 4x – 3;

3) 2 lg
2

(2x – 1) = lg
2

(2x + 1) – lg (2x – 1)ælg (2x + 1).

4. 1) 2| x + 2 | – | 2x + 1 – 1 | = 2x + 1 + 1; 2) 1 5
5

2 log 3 1 log .x x+ + = +

5. 1) 25x – (a – 1)æ5x + 2a + 3 = 0; 2) 4 6 2 1 2 .x x x a− ⋅ + = −
6. Решите систему уравнений:

1) 
x y

x y

x y+ = +

+ =







2 2

3 102

,

;
2) 

2 2

3 3

log log ,

54.

x y y x

x y

− = −


+ =

7. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение
4

x
 + aæ2

x + 1
 – а = 0 не имеет корней.

8. Найдите все значения параметра a, при которых неравенство
aæ9

x
 + 4(a – 1)æ3

x
 + a > 1 выполняется при всех x.
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9. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение
3x + 3–x = 2 cos x + a + 4 имеет единственный корень.

10. Найдите все значения параметра a, при которых уравнение log
3

(9x + a) = x
имеет единственный корень.

11. Для каждого значения параметра a определите число корней уравнения
 | lg x | = –(x – 1)2 + a.

12. Сколько корней имеет уравнение ( )( )2log 1 3 0x x a+ − − =  в зависимости

от значения параметра a?
13. Найдите все значения параметра a,  при которых система уравнений

lg lg ,4

1

2

2

+( ) =

− = +( )







y x

a y x a  имеет решения.

Дополнительные упражнения к разделу 4

Вычислите (1–4).

1. 1) 
2 2

10 log log 2 ;     2) 16 3 log 2 log 59 ;+        3) 9 0,5log 781 ;        4) 10
2 1

2
16 + lg

.

2. 1) 25 64
3 0 14 55 4

− +log , log ; 2) 5

25

4

5

20
3

4 3

3
9 4 7 7







+ ⋅ −
−

log log ;
log

3) 16 45 1 9 1219 11 5log log log ;−( ) ⋅ ⋅ 4) ( )3 1 log 4
2 315 3 log 3 log 4;++ ⋅ ⋅

5) ( )5 1 log 4
2 530 5 log 5 log 4.+− ⋅ ⋅

3. 1) 
log

log
log ;2

6
2

66

66
3− 2) 5 20

7,3 7,3log 8 :log 8;

3) 2 2 2
2

3
log 27 2log 3 log ;− + 4) log

6
 34 – log

6
17 + log

6
18.

4. 1) 20 0 25
1

2 5
1

2 581
81

log log, ;⋅ ( ) 2) 81 25 49
1
4

1
2

4 8 29 125 7
 −

+( ) ⋅
log log log ;

3) 49 16 50 5 9 6 4
7 7 5, log log log

.−( ) −− ⋅

5. 1) Найдите log ,
b

a

b
−







1
4

4

6
 если log

a
b = –5.

2) Найдите log ,
b

a b5

5 5( )  если log
a

b = 5.

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 4
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3) Найдите log ,
b

a b6

6 6( )  если log
a

b = 6.

4) Найдите lg 800, если lg 2 = 0,301.

6. 1) Найдите log
15

81, если log .75
3 9 = a

2) Найдите log
4

20, если lg 2 = a.
3) Найдите log

70
32, если log

70
5 = a, log

70
7 = b.

4) Найдите log
30

12, если log
24

3 = a, log
24

5 = b.

Сравните значения данных числовых выражений (7–8).

7. 1) 0,5
7

4
log  и 0,125

7

164
log ;       2) 0,25

5

256
log  и 0,5

5

16
log ;

3) 11  и 9
1
2

1 1
9

3
2

23 8 log log

;
+( )⋅

    4) 15  и 
( )2 27

1 1 log 1 2log 3
3 328 ;

− ⋅
   5) 8  и 

2 1
2

 2log 5 log 9

2 .
+

8. 1) 5 log 27 0,1−  и 5 log 72 ;         2) 3 log 75 0,1+  и 3 log 57 ;          3) 7 log 32 0,1+  и 7 log 23 .

Найдите область определения функции (9–10).

9. 1) ( )2
2log 2 2 ;y x x= − − 2) ( )2

4log 4 4 ;y x x= − −

3) ( )2
1
2

log 3 2 ;y x x= − 4) ( )2
41 log 3 .y x x= − −

10. 1) 1 ( ) 2 3 1 3 ;x xf x −= ⋅ + − 2) f x
x x

 ( ) lg , , ;= ( ) − ( )( )− +
1 25 0 4096

1 12

3) f x x x ( ) ;,= − +27 9
2 0 5

4) ( )( ) ( ) 4 3 9 .xf x x= − −

11. Найдите множество значений функции:

1) ( )20,1
300

1 lg 100
log ;

x
y

+ +
 =   

2) 
2
4

0,25

30 4 log

2
log ;

x
y

+ + 
 =  

3) 0,5
24

11 1 ln
log ;

x
y

+ +

 =   
4) 

( )( )7
1
7

10 log 7

77
log .xy + +=

Решите уравнение (12–13).

12. 1) 25х – 1æ34x + 1æ73x + 3 = 504х –2; 2) 29х + 9æ37x + 3æ56x = 720x + 3;
3) 213 – хæ311 – 2xæ59 – 3x = 360x + 2;4) 32х + 3æ33x + 1æ625x + 2 = 600x + 7.

13. 1) ( ) ( )6 6
3 1

2 3 1
3log 3 4log 2 3;

x x+ +
− = + +

2) ( ) ( )12 12
6 3 2

5 2 3
2log 3log 5;

x x x
x

− − −
+ = − +

3) ( )3 2
4

8

log 4
33 3log 4 ;

x

x+ = 4) ( )
4

1

log 4
7 2log 0,5 .

x

x− =
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14. При каких значениях а выражение 1 5 1 1−( ) −( )− −
x

x alog
 больше выраже%

ния ( )2 2
254 log 1 2

0,2
a x x− − + −  при всех допустимых значениях х?

15. При каких значениях а сумма loga

x

x

4 3

1

+
+







 и loga

x

x

6 5

1

+
+







 будет больше

единицы при всех х?
16. При каких значениях а сумма log

a
(sin x + 2) и log

a
(sin x + 3) будет равна

единице хотя бы при одном значении х?
17. При каких значениях а сумма log

a
(cos

2 x + 1) и log
a

(cos
2 x + 5) будет

равна единице хотя бы при одном значении х?

18. При каких значениях а выражение (sin )lg sinx x a( )− 2

 больше выражения

( )2
100 7log 1 cos log10 x a− +

 при всех допустимых значениях х?

19. При каких значениях а выражение (cos )log cosx x a3
( )−  больше выражения

( ) ( )2
9log 1 sin 23 x a a− + −  при всех допустимых значениях х?

20. При каких значениях а выражение 1 2 14
2

−( ) −( )−
x

x alog
 больше выражения

0 251 12
2

, log− − −a x
 при всех допустимых значениях х?

21. При каких значениях а выражение 1 2
2 1 2 2

−( ) −( )−x
x alog

 больше выражения

( )1
43 log 1 4 20,5

x xa +− − + −
 при всех допустимых значениях х?

22. Найдите все положительные, не равные 1, значения а, при которых об%

ласть определения функции y a a a x ax x x aa x= ⋅ + − − ( )( )+ + +3 2 4 5 5 3
27 0 5

log log
,

 не

содержит двузначних натуральных чисел.
23. Найдите все значения а, при которых область определения функции

( ) ( )( )10 2 log 183log2 4 5lg
x

x
x aaxy a x a x x a

++= ⋅ + ⋅ − −  содержит только одно

целое число.

24. Из области определения функции y a aa
x

x= −( )+
+log3

5 2
2  взяли все целые по%

ложительные числа и сложили их. Найдите все положительные значе%
ния а, при которых такая сумма будет больше 9, но меньше 13.

25. Из области определения функции y a aa
x

x= −( )+
+log7

7 4
4  взяли все целые по%

ложительные числа и сложили их. Найдите все положительные значе%
ния а, при которых такая сумма будет больше 7, но меньше 11.

Дополнительные упражнения к разделу 4
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СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ
Т а б л и ц а  1

Формулы сокращенного умножения.
Разложение алгебраических выражений на множители

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 (a – b)2 = a2 – 2ab + b2

a2 – b2 = (a – b) (a + b)

a3 – b3 = (a – b) (a2 + ab + b2) a3 + b3 = (a + b) (a2 – ab + b2)

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 (a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3

(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab (a + b) (a – b)3 = a3 – b3 – 3ab (a – b)

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc

Основные приемы разложения многочлена на множители

Вынесение общего множителя за
скобки

8a3 + 10a2b3 – 6ab = 2a (4a2 + 5ab3 – 3b)

Способ группировки
xy + 3yz – x2 – 3xz =

= y (x + 3z) – x (x + 3z) =
= (x + 3z) (y – x)

Применение формул сокращенного
умножения

a4 – 64 = (a2)2 – 82 = (a2 – 8) (a2 + 8)

Разложение на множители квадратного трехчлена ax2 + bx + c (а ≠ 0)

ax2 + bc + c = a (x – x1) (x – x2),
где x

1
 и x

2
 — корни квадратного

трехчлена, то есть корни уравнения
ax2 + bc + c = 0

Поскольку 2x2 + 3x – 5 = 0 при x
1
 = 1

и 2
5

2
,x = −  то

( )2 5
2

2 3 5 2( 1) ( 1)(2 5)x x x x x x+ − = − + = − +

Обобщение некоторых формул сокращенного умножения

an – bn = (a – b) (an – 1 + an – 2b + an – 3b2 + ... + a2bn – 3 + abn – 2 + bn – 1)

П р и м е р ы. a4 – b4 = (a – b) (a3 + a2b + ab2 + b3)
a5 – b5 = (a – b) (a4 + a3b + a2b2 + ab3 + b4)

При b =1 an – 1 = (a – 1) (an – 1 + an – 2 + an – 3 + ... + a2 + a + 1)

Для нечетных натуральных п
an + bn = (a + b) (an – 1 – an – 2b + an – 3b2 – ... + a2bn – 3 – abn – 2 + bn – 1)

П р и м е р ы.    a5 + b5 = (a + b) (a4 – a3b + a2b2 – ab3 + b4)
При b = 1 (и n = 2k + 1)

a2k + 1 + 1 = (a + 1) (a2k – a2k – 1 + a2k – 2 – ... + a2 – a + 1)
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Системы уравнений

Понятия системы и ее решений Примеры

Если ставится задача найти все
общие решения двух (или больше)
уравнений с одной или нескольки%
ми переменными, то говорят, что
требуется решить систему уравне%
ний. Записывают систему уравне%
ний, объединяя их фигурной скоб%
кой.

Решением системы называется
такое значение переменной или
такой упорядоченный набор значе�
ний переменных (если переменных
несколько),  которые удовлетворя�
ют всем уравнениям системы.

Решить систему уравнений —
значит найти все ее решения или
доказать, что решений нет.

Если система не имеет решения,
то ее называют несовместной.

4,

2 11

x y

x y

− =
 + =

 — система двух уравне%

ний с двумя переменными.
Пара чисел (5; 1), то есть

5,

1

x

y

=
 =

 — решение системы.

2 0,

19,

2

x y z

xy xz yz

x y z

− + =
 + + =
 + − =

 — система трех

уравнений с тремя переменными.

Тройка (1; 4; 3), то есть 

1,

4,

3

x

y

z

=
 =
 =

 —

одно из решений системы.

Равносильность систем уравнений

Две системы уравнений называ�
ются равносильными на некото�
ром множестве, если на этом мно�
жестве они имеют одинаковые ре�
шения (то есть каждое решение
первой системы на этом множестве
является решением второй и, наобо�
рот, каждое решение второй систе�
мы является решением первой).

Если изменить порядок уравне%
ний заданной системы, то получим
систему, равносильную заданной.

Если одно из уравнений системы
заменить на равносильное ему урав�
нение, то получим систему, равно�
сильную заданной.

Областью допустимых значе�
ний (ОДЗ) системы называется об�
щая область определения всех фун�
кций, входящих в запись этой  сис�
темы.

Все равносильные преобразова%
ния систем выполняются на ОДЗ
исходной системы.
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Основные способы решения систем уравнений

Способ подстановки

Выражаем из одного уравнения системы одну переменную через дру�
гую (или через другие) и подставляем полученное выражение вместо со�
ответствующей переменной во все другие уравнения системы (затем ре%
шаем полученное уравнение или систему и подставляем результат в выра%
жение для первой переменной).

Пример. Решить систему 
2 3,

3.

x y

x y

− =
 + =

Р е ш е н и е. Из первого уравнения системы у = 2х – 3. Подставляем
во второе уравнение системы и получаем х + 2х – 3 = 3. Отсюда х = 2. Тогда
у = 2х – 3 = 1.

Ответ: (2; 1).

Способ сложения

Если первое уравнение системы заменить суммой первого уравнения,
умноженного на число ααααα ≠≠≠≠≠ 0, и второго уравнения, умноженного на число
βββββ ≠≠≠≠≠ 0 (а все остальные уравнения оставить без изменения), то получим
систему, равносильную заданной.

Пример. Решить систему 
5 3 9, 2

      
3 2 13. 3

x y

x y

− = ⋅
 + = ⋅

Р е ш е н и е. Умножим обе части первого уравнения системы на 2, а вто%
рого — на 3 (чтобы получить как коэффициенты при переменной у противо%
положные числа) и почленно сложим полученные уравнения. Из получен%
ного уравнения находим значение х, подставляем результат в любое урав%
нение системы и находим значение у.

10 6 18,
    

9 6 39.

19 57,

3.

x y

x y

x

x

− = + + =
=
=

Тогда 3æ3 + 2у = 13, 2у = 4, у = 2.
Ответ: (3; 2).
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Графическое решение систем уравнений с двумя переменными

Выполняем равносильные преобразования заданной системы так, что�
бы удобно было строить графики всех уравнений, входящих в систему.
Затем строим соответствующие графики и находим координаты точек
пересечения построенных линий — эти координаты и являются реше�
ниями системы.

Примеры

1. Решить графически систему 
2 3,

3.

x y

x y

− =
 + =

Р е ш е н и е. Заданная система равносильна системе 
2 3,

3 .

y x

y x

= −
 = −

Графиком каждого из уравнений системы является прямая.
Для построения прямой достаточно построить две ее точки.

Например, для

у = 2х – 3: 
x 0 1

y 3– 1–

у = 3 – х:   
x 0 1

y 3 2

Графики пересекаются в единственной
точке М (2; 1). Итак, пара чисел (2; 1) —
единственное решение заданной системы.

Ответ: (2; 1).

2. Решить графически систему 
2 2

3

2 ,

0.

x y

x y

= −
 − =

Р е ш е н и е. Заданная система равносильна

системе 
2 2

3

2,

.

x y

y x

+ =
 =

График первого уравнения — окружность ра%

диуса 2  с центром в начале координат, а гра%
фик второго — кубическая парабола у = х3.

Эти два графика пересекаются в двух точках
с координатами (–1; –1) и (1; 1).

Ответ: (–1; –1), (1; 1) — решение системы.

2
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Квадратные неравенства

Квадратным неравенством называется неравенство вида
ax2 + bx + c > 0 (< 0, l 0, m 0), если а ≠ 0

Ориентир

Для решения квадратного неравенства достаточно найти корни квад�
ратного трехчлена ax2 + bx + c и построить эскиз его графика (параболу).

Как ответ записывают промежутки оси Ох, для которых точки парабо%
лы расположены выше оси Ох (для случая ax2 + bx + c > 0) и ниже оси Ох
(для случая ax2 + bx + c < 0).

Если квадратный трехчлен имеет два разных корня х
1
 и х

2
, то для реше%

ния неравенства можно также использовать метод интервалов или равно%
сильные преобразования неравенства.

Разные случаи решения неравенства  ax2 + bx + c > 0 (а ≠ 0, D = b2 – 4ac)

a > 0
D > 0

x ∈∈∈∈∈ (–×××××; x1) ����� (х2; +×××××)

a > 0
D = 0

x ∈∈∈∈∈ (–×××××; x0) ����� (х0; +×××××)

a > 0
D < 0

x ∈∈∈∈∈ R (x ∈∈∈∈∈ (–×××××; +×××××)

a < 0
D > 0

x ∈∈∈∈∈ (x1; х2)

a < 0
D = 0

Решений нет

a < 0
D < 0

Решений нет
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Пример

Решите неравенство х2 – 5х + 6 < 0

І способ

1. х2 – 5х + 6 = 0, х
1
 = 2, х

2
 = 3.

2. Строим эскиз графика функции
у = х2 – 5х + 6.

Ответ: (2 ; 3)

ІІ способ (метод интервалов)

Обозначим f (x) = х2 – 5х + 6.
1. Область определения: x ∈ R.
2. Нули функции: х2 – 5х + 6 = 0,

х
1
 = 2, х

2
 = 3.

3. Отмечаем нули на области опре%
деления (на всей числовой пря%
мой) и находим знак в каждом
промежутке, на которые разби%
вается область определения (см.
рисунок).

Для нахождения знаков функ%
ции f (x) удобно разложить квадрат%
ный трехчлен на множители и запи%
сать заданное неравенство так:

(x – 2) (x – 3) < 0.

Ответ: (2; 3).

ІІІ способ (равносильные преобразования)

Поскольку х2 – 5х + 6 = 0 при х
1
 = 2, х

2
 = 3, то заданное неравенство

равносильно неравенству (x – 2) (x – 3) < 0, которое равносильно совокуп%

ности систем: 
2 0,

3 0

x

x

− >
 − <

 или 
2 0,

3 0.

x

x

− <
 − >

 Тогда 
2,

3

x

x

>
 <

 или 
2,

3.

x

x

<
 >

Из первой системы получаем 2 < x < 3, а вторая система не имеет реше%
ния.

Ответ: (2; 3).
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* При записи этих ограничений предполагаем, что функции f (x) и g (x) определены на
рассматриваемом множестве.

Вид функции
Ограничения, которые учитываются

при нахождении области определения функции*

1
( )

( )

f x

g x
y =

2 ( )ky f x=
(k ∈ N)

y = lg (f (x))

y = log
f (x) a

(a > 0)

y = tg (f (x))

y = ctg (f (x))

y = arcsin (f (x))

y = arccos (f (x))

y = xααααα

а) α — натуральное

б) α — целое отрица�
тельное или нуль

в) α —нецелое поло�
жительное число

г) α — нецелое отри�
цательное число

g (x) ≠≠≠≠≠ 0

f (x) lllll 0

f (x) > 0

В основании логарифма может сто�
ять только положительное выраже�
ние, не равное единице

Под знаком тангенса может сто�
ять только выражение, не равное

2
kπ + π  (k — целое)

Под знаком котангенса может сто�
ять только выражение, не равное πk
(k — целое)

Под знаками арксинуса и арккоси�
нуса может стоять только выраже�
ние, модуль которого меньше или
равен единице

x — любое число

x ≠≠≠≠≠ 0

x lllll 0

x > 0

Знаменатель дроби не равен нулю

Под знаком корня четной степени
может стоять только неотрица�
тельное выражение

2

Под знаком логарифма может сто�
ять только положительное выра�
жение

3

4

2
( ) ,f x kπ≠ + π

(k ∈∈∈∈∈ Z)
5

f (x) ≠≠≠≠≠ πππππk,
k ∈∈∈∈∈ Z

6

| f (x) | mmmmm 1,
то есть

–1 mmmmm f (x) mmmmm 1

7

8

9

( ) 0,

( ) 1

f x

f x

>
 ≠

Нахождение области определения функции



423

Т а б л и ц а  5

Основные свойства числовых равенств и неравенств

Свойства числовых равенств Свойства числовых неравенств

1. Если a = b, то b = a 1. Если a > b, то b < a

2. Если a = b и b = c, то a = c
(транзитивность равенства)

2. Если a > b и b > c, то a > c
(транзитивность неравенства)

3. Если a = b, то a + c = b + c 3. Если a > b, то a + c > b + c

4. Если a = b и c = d, то a + c = b + d 4. Если a > b и c > d, то a + c > b + d

5. Если a = b и с ≠≠≠≠≠ 0, то ac = bc
5. a) Если a > b и с > 0, то ac > bc

б) Если a > b и с < 0, то ac < bc

6. Если a = b и c = d, то ac = bd
6. Если a > b (a > 0, b > 0) и c > d

(c > 0, d > 0), то ac > bd

7. Если a = b, то an = bn
7. a) Если a > b (a > 0, b lllll 0),

     то a2k > b2k

б) Если a > b, то a2k + 1 > b2k + 1

8. а) Если a = b (a lllll 0, b lllll 0),

     то =2 2k ka b

б) Если a = b, то + +=2 1 2 1k ka b

8. а) Если a > b (a > 0, b > 0),

     то >2 2k ka b

б) Если a > b, то + +>2 1 2 1k ka b

9. Если a = b, a ≠≠≠≠≠ 0, b ≠≠≠≠≠ 0, то =1 1
a b

9. Если a > b (a > 0, b > 0), то <1 1
a b

10. ab = 0 тогда и только тогда,
когда a = 0 или b = 0

10. a) ab > 0 тогда и только тогда,
     когда a > 0 и b > 0

 или a < 0 и b < 0
б) ab < 0 тогда и только тогда,
     когда a > 0 и b < 0

 или a < 0 и b > 0

11. = 0a

b
 тогда и только тогда,

когда a = 0 и b ≠≠≠≠≠ 0

11. a) > 0a

b
 тогда и только тогда,

     когда a > 0 и b > 0
 или a < 0 и b < 0

б) < 0a

b
 тогда и только тогда,

     когда  a > 0 и b < 0
 или a < 0 и b > 0
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

Раздел 1

§ 1. Пункт 1.1. 1. 1) 2,5; –2; 
1

3
3 ;  1 ;

a
a +  2) –3; –2; 1; b2 – 3; 3) 1; 2; 0; 1.m +

2. 1) R; 2) [–3; +×); 3) х ≠ –1; 4) R; 5) (–×; –1] � [1; +×); 6) R; 7) [1; 5];
8) [–3; 0) � (0; +×); 9) [–3; 3) � (3; +×); 10) (–×; –1) � (–1; 0] � [1; +×);
11) [0; 2) � (2; +×); 12) R. 3. 1) {5}; 2) R; 3) [0; +×); 4) [0; +×); 5) R;
6) [–5; +×); 7) [3; +×). 4. а) D (f)= [–3; 5]; E (f) = [–3; 2]; возрастает: [–2; 3];
убывает: [–3; –2] и [3; 5]; f (1) = 0; б) D (f) = [0; 6]; E (f) = [0; 4]; возрастает:
[0; 2] и [5; 6];  убывает: [2; 5]; f (1) = 2. 10. 1) Возрастающая; 2) убывающая;
3) возрастающая; 4) убывающая. 11. 2) 4. Пункт 1. 2.  1. 3) четная; 4) нечет%
ная; 5) четная и нечетная; 6) нечетная. 2. 1) k > 0, b > 0; 2) k < 0, b < 0; 3) k > 0,
b < 0. 6. 1) a < 0, b > 0, c > 0; 2) a > 0, b < 0, c < 0; 3) a < 0, b > 0, c < 0; 4) a > 0,
b < 0, c > 0.

§ 2. 3. 1) 

5

4
;π

 2) 
5

;π  3) 5

9
;π  4) 4

3
;π−  5) 

8
;π−  6) 5

6
.π−  4. 1) 540°; 2) 135°; 3) –72°;

4) 210°; 5) –10°; 6) 330°; 7) –22,5°; 8) 
540 .°

π
§ 3. 1. 3) ІІІ; 4) ІІІ; 5) ІII; 6) ІV.

§ 4. 1. 1) 1

2
;  2) 1

2
;−  3) 1

3
;−  4) 1; 5) 2

2
;  6) 3

2
;  7) –1; 8) 3. 2. 2) Т = π;

4) 
3

;T π=  5) Т — любое действительное число, кроме 0. Наименьшего положи%

тельного числа не существует. 3. 1) π (πk, k ≠ 0, k ∈ Z); 2) 
5

π  ( )5
, 0,k k kπ ≠ ∈ Z ;

3) 3π (3πk, k ≠ 0, k ∈ Z); 4)
3

π
 ( )3

, 0,k k kπ ≠ ∈Z ; 5) 5π (5πk, k ≠ 0, k ∈ Z).

§ 5. 5. 1) sin 3,9, sin 3,3, sin 1,2; 2) cos 1,9, cos 1,2, cos 0,3; 3) tg (–1,3),
tg 0,7, tg 1,5; 4)  ctg 2,9, ctg 1,1, ctg 0,5.

§ 6. 1. 1) Нет; 2) да; 3) нет; 4) да; 5) да; 6) да. 2. 1) 
5

13
cos ,α =  tg α = –2,4,

5

12
ctg ;α = −  2) sin α = 0,6, tg α = –0,75, 1

3
ctg 1 ;α = −  3) 

2

13
cos ,α = −

3

13
sin ,α = −  2

3
ctg ;α =  4) 5

26
sin ,α =  

1

26
cos ,α = −  tg α = –5. 3. 1) 0; 2) sin2 α;

3) 1; 4) –cos2 α; 5) 1; 6) 0; 7) sin α; 8) 1; 9) 2

3
;  10) –2 tg α.  5. 1) 3

8
;−  2) а) 2; б) 2.

§ 7. Пункт 7.1. 1. 1) 1

2
;  2) 

1

2
;  3) 3

2
;  4) 1

2
;  5) 1

2
;  6) 1

2
;  7) 1

2
;  8) 3

2
;  9) 1;

10) 3;  11) 1

3
.  2. 1) sin 2α; 2) cos 2α; 3) sin α; 4) cos β; 5) сtg 3α; 6) tg 6α;
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7) tg 7α; 8) tg 5α; 9) tg α сtg β; 10) tg (α – β). 3. 1) 
3 1

2 2
;+

 2) 3 1

2 2
;−  3) 2 3;+

4) 3 1

2 2
;+  5) 1 3

2 2
;−  6) 2 3.− −  Пункт 7.2. 1. 1) 3

2
;  2) 

1

2
;  3) 

1

2
1 ;  4) 

1

2
;  5) 

1

3
;

6) 
1

2
.  4. 1) sin α; 2) sin

2 α; 3) 2sin α; 4) 1
cos 2 sin 2

.
α + α

 5. 1) 
24

25
;−  2) 

7

25
;−  3) 

3

7
3 ;

4) 
7

24
.  6. 1) 

120

169
;  2)

119

169
;−  3) 

1

119
1 ;−  4) 

119

120
.−  7. 1) 

24

25
;  2) 

7

25
;  3) 

3

7
3 ;  4) 

7

24
.

8. 1) 
24

25
;−  2) 

7

25
;  3) 

3

7
3 ;−  4)

7

24
.− 9. –0,8. 10. –1,125; 0. Пункт 7.3. 1. 1) 3

2
;−

2) 3;−  3) 3

2
;  4) –1; 5) 

1

2
;−  6) 

1

2
;  7) 

1

3
;  8) 1. 2. 1) 2

2
;  2) 3

2
.  3. 1) cos

2 α;

2) –cos
2 α; 3) 

1

2
;−  4) 

21

2
ctg ;α  5) 1. Пункт 7.4. 1. 1) 0; 2) –sin 18°; 3) 2 25sin ;°

4) tg 20° ctg 5°; 5) sin (α – β) sin (α + β); 6) 5

2 2
4sin cos cos ;α α α  7) 5

2 2
4cos cos cos .α α α

3. 1) 3 1

4
;+  2) 2 1

4
;−  3) 1 3

2 2
cos 10 ;

  ° −   4) ( )1 3

2 10 10
cos cos .π π+  4. 1) 

1

2
;  2) 

1

2
.

§ 10. Пункт 10.1. 1. 1) a = 4, b = 5, c = 0, d = 1; 2) a = 2, b = 0, c = 1, d = 2.

2. a = 0, 1

2
,b = −  

1

2
.c =  5. a = 1, b = 2. 6. 6

11
,a =  10

11
.b = −  Пункт 10.2.

1. 1) 23 4;x x+ +  2) x8 – x6 + x4 – x2 + 1; 3) x3 – 2x2 + 4x – 2. 2. 1) Q (x) = 4x2 –
– 6x – 1, R (x) = 12x + 3; 2) Q (x) = x3 + 2x2 + 5x + 10, R (x) = 20x + 21.
3. 1) a = –18, b = –35; 2) a = –8, b = 20; 3) a = –1, b = –2. 4 .1) Q (x) = x + 6,
R (x) = 12x + 12; 2) Q (x) = x, R (x) = –20x – 30. Пункт 10.3. 1. –101. 2. а = –3.

3. х + 3. 4. a = –1, b = 1. 5. 8; 
2

3
5 .  7. –2x3 + 8x2 + 14x – 20. 8. a = –2. 9. 3.

10. 2x3 – 10x2 + 6x + 18. 11. a = 3, b = 9. 12. x2 + 5x + 1 = 0. 13. x2 – 5x + 2 = 0.
14. x2 – 30x + 9 = 0. Пункт 10.4. 1. 1) Q (x) = x2 + 2x + 1, R (x) = 0; 2) Q (x) =
= 5x2 – x + 20, R (x) = 96; 3) Q (x) = x2 – 18x + 64, R (x) = –168. 2. 1) Да; 2) да.
3. 1) 2x2 – 5x – 3; 2) 2x2 – 11x + 5. Пункт 10.5. 1. 1) 1; 2) –3; 2; 3) –4; 4) –2; 1.

2. 1) 1; 2) –0,5; 3) ä1; 2

3
;−  4) –1; 2

3
.  3. 1) (2x + 1)(x + 1)(x – 2); 2) (x + 1)(x +

+ 3)(x + 5); 3) (x – 1)3(x + 1); 4) (x – 1)2(x + 5)(x – 5). 4. 1) 1; 1 3;− ±  2) –2;

–1; 3; 3) –0,5; 1; 4) 0,5; 1 2.±  У к а з а н и е. Сначала найти рациональный
корень (x = α) многочлена и разделить многочлен на x – α. 5. 1) (x2 + 3x – 2)×

×(x2 – 2x + 3); 2) (x2 + 3x – 1)(x2 – 7x + 2). 6. 1) x x x x2 22 1 2 2 1 2+ + −( ) − + +( );
2) ( )( )21 2 2 1x x+ − + ( )( )22 1 x− – )2 1 ;−  3) ( )(2 22 1 2 2x x x x+ + − + +

)1 2 .x + +
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§ 11. Пункт 11.1. 1. 1) 2 2
2

;−  2) 2 2
2

;+  3) 2 1.−  2. 1) 
2

2 5
sin ;α =

1

2 5
cos ;α = −  

2
tg 2;α = −  2) 

2

2 13
sin ;α =  

3

2 13
cos ;α = −  

2

2 3
tg .α = −  3. 3 2 2.+

4. 
2

13
.−  5. 0,6. 6. 

1

3
.−  7. 2. 8. 1 5

4
.− +  У к а з а н и е. Если α = 18°, то 36° = 2α

и 54° = 3α (где sin α > 0).
Дополнительные упражнения. 1. 1) 0; 2) | sin β + cos β |; 3) 13; 4) sin β.

2. 1) 2tg α; 2) –1; 3) 1; 4) 1. 7. 1) 7

9
;  2)

( )2

1

1
;

m +
 3) 1 17

4
.− +  У к а з а н и е. Из

условия следует, что 
2

1 cos 1
cos 2

,− α
α

=  где | cos α | � 1; 4) 2 2

3
sin ,α = −  

7

9
cos2 ,α = −

1

2 3
cos .α = −

Раздел 2

§ 12. 1. 1) 
1

3
2,y x= +  D = R, E = R; 2) 

1

3
2,y x= − −  D = R, E = R; 3) 

2 ,
x

y =

D: х ≠ 0, E: у ≠ 0; 4) 
1 ,
x

y = −  D: х ≠ 0, E: у ≠ 0; 5) y = x
2
, D = [0; +×),

E = [0; +×). 3. 1) y x= 2 ;  2) y x= −2 ; 3) y x= + 2;  4) y x= − + 2.

§ 13. 1. 1) 0; 2) 
2

;π
 3) 

4
;π
 4) 

3
;π

 5) 
2

;π−  6) 
4

.π−  2. 1) 0; 2) 
4

;π
 3) 

3
;π

 4) 
3

.π−  3. 1) 
2

;π

2) 0; 3) 
4

;π
 4) 

6
;π
 5) π; 6) 

3

4
.π

 4. 1) 
2

;π
 2) 

3
;π

 3) 
6

;π
 4) 

5

6
.π

 5. 1) 
2

7
;  2) 2 6

5
; 3) 

1

15
;

4) 
3

4
.  6. 1) 7; 2) 3; 3) 

3

10
;  4) 

1

3
.  7. 1) 

2

7
;  2) 2 2

3
; 3) 

1

3
1 ;  4) 1

2 6
.  8. 1) 7;  2) 1,5;

3) 
1

26
;  4)

3

5
.  9. 1) 

7
;π  2) 7 – 2π; 3) 

5
;π  4) 8 – 2π; 5) 

5
;π  6) 4 – π; 7)

9
;π  8) 10 – 3π.

§ 14. 1. 1) 
4

2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 2) корней нет; 3) 2

3
2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 4)

3

4
2 ,nπ± + π

n ∈ Z. 2. 1) ( )
6

1 ,
n

nπ− + π  n ∈ Z; 2) ( )
3

1 ,
n

nπ− + π  n ∈ Z; 3) ( ) 1

6
1 ,

n
n

+ π− + π  n ∈ Z;

4) корней нет. 3. 1) 
4

,nπ + π  n ∈ Z; 2) 
6

,nπ + π  n ∈ Z; 3) 
4

,nπ− + π  n ∈ Z; 4)
3

,nπ− + π

n ∈ Z. 4. 1) 
4

,nπ + π  n ∈ Z; 2) 
3

,nπ + π  n ∈ Z; 3) 3

4
,nπ + π  n ∈ Z; 4) 5

6
,nπ + π

n ∈ Z. 5. 1) (–1)
n + 1

arcsin 0,6 + πn, n ∈ Z; 2) äarccos 0,3 + 2πn, n ∈ Z;

3) – arctg 3,5 + πn, n ∈ Z; 4) arcctg 2,5 + πn, n ∈ Z. 6. 1) 
6

,nπ± + π  n ∈ Z; 2) 
4

,nπ

n ∈ Z; 3) 
12 3

,nπ π+  n ∈ Z; 4) 
1

4 4
arctg 3 ,nπ+  n ∈ Z. 7. 1) (–1)

n π + 4πn, n ∈ Z;
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2) 15

4
10 ,nπ± + π  n ∈ Z; 3) 

2
3 ,nπ− + π  n ∈ Z; 4) 7

4
7 ,nπ + π  n ∈ Z. 8. 1) ( )

8 2
1 ,

n nπ π− +

n ∈ Z; 2) ä2π  + 6πn, n  ∈  Z; 3) ( ) 2

3
1 4 ,

n
nπ− + π  n  ∈  Z; 4)

8 4
,nπ π+  n ∈  Z.

9. 1) ( ) 1 3

4
1 3 ,

n
n

+ π− + π  n ∈ Z; 2) 5

12
,nπ± + π  n ∈ Z; 3) 

24 4
,nπ π− +  n ∈ Z; 4) 

3

2
2 ,nπ + π

n ∈ Z. 10. 1) 2

3
4 ,nπ + π  4πn, n ∈ Z; 2) 

2
3 ,nπ + π  n ∈ Z; 3) 2

3
,nπ  2

2 3
,nπ π+  n ∈ Z;

4)
2

3
4 ,nπ− + π  n ∈ Z. 11. 1) 5

12
,nπ− − π  n ∈ Z; 2) π – 2πn, n ∈ Z; 3) –8πn; 

4

3
8 ,nπ− − π

n ∈ Z; 4) 2

3
;nπ−  2

6 3
,nπ π−  n ∈ Z. 12. 1) 

12
;π

 
4

;π
 3

4
;π  11

12
;π  17

12
;π  19

12
;π  2) 

18
;π±  11

18
;π±

13

18
;π±  3) 

5

3
;π−  

3
;π

 
7

3
;π

 4) 
3

16
;π

 
7

16
;π

 
11

16
;π

 
15

16
.π

 13. 1) 17

18
;π−  13

18
;π−  

5

18
;π−  

18
;π−  

7

18
;π

11

18
;π

 
19

18
;π
 2) 0; ä2π; 4π; 3) 0; 2π; 4π; 4) 

5

12
;π

 11

12
;π  13

12
;π  19

12
;π  7

4
.π

§ 15. 1. 1) ( ) 1 1

3
1 arcsin ,

n
n

+− + π  n  ∈  Z; 2) 
( ) 1

1

2 3 2

1 arcsin ,
n

n
+

π− +  n  ∈ Z;

3) ( ) 1

4
1 arcsin ,

n
n− + π  n ∈ Z; 4) π + 4πn, ( )

3
1 2 ,

n
nπ− + π  n ∈ Z. 2. 1) 

2

3
2 ;nπ± + π

1

3
arccos 2 ,n± + π  n ∈ Z; 2) 2 2

9 3
,nπ π± +  n ∈ Z; 3) π + 2πn, n ∈ Z; 4) äπ + 6πn, n ∈ Z.

3. 1) 2

3
2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 2) 

2
,nπ + π  n ∈ Z; 3) 

2
2 ,nπ + π  ( ) 1

5
1 arcsin ,

n
n− + π  n ∈ Z;

4) 2

6 3
,nπ π+  n ∈ Z. 4. 1) 

4
,nπ− + π  1

3
arctg ,n+ π  n ∈ Z; 2) 

8 2
,nπ π+  

1

2 2
arcctg 5 ,nπ+

n ∈ Z; 3) –arctg 2 + πn, 1

2
arctg ,n+ π  n ∈ Z; 4) 3

2
2 ,nπ + π  5

7
2arcctg 2 ,n+ π  n ∈ Z.

5. 1) ( ) 1

3
1 arcsin ,

n
n− + π  n ∈ Z; 2) ( )1

4
arccos 2 ,n± π − + π  n ∈ Z. 6. 1) 

4
,nπ + π

–arctg 3 + πn, n ∈ Z; 2) 
4

,nπ + π  arctg 3 + πn, n ∈ Z; 3) 
4

;nπ + π  –arctg 2 + πn, n ∈ Z;

4) 
4

,nπ− + π  2

3
arctg ,n+ π  n ∈ Z. 7. 1) π + 2πn, 2

3
4 ,nπ± + π  n ∈ Z; 2) 1 5

2
arctg ,n± + π

n ∈ Z; 3) 5

2 13
arcsin 2 ,nπ − + π  n ∈ Z; 4) 

2
,nπ + π  

3

4
( 1) arcsin ,n n− + π  n ∈ Z. 8. 1) 2πn,

π + 4πn, n ∈ Z; 2) 4πn, π + 2πn, n ∈ Z; 3) ( ) 1

3
1 arcsin ,

n
n− + π  n ∈ Z; 4) 

6
,nπ + π  n ∈ Z.

9. 1) 
4

,nπ− + π  n ∈ Z; 2) 
4

,nπ + π  arctg 2 + πn, n ∈ Z; 3) 
4

,nπ + π  arctg 3 + πn,  n ∈ Z;
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4) 7 53

2
arctg ,n− ± + π  n ∈ Z. 10. 1) 2

3
2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 2) ( ) 1

6
1 ,

n
n

+ π− + π  n ∈ Z;

3) ( )
4

1 ,
n

nπ− + π  n ∈ Z; 4) 
4

2 ,nπ± + π  n ∈ Z. 11. 1) 
4

,nπ− + π  n ∈ Z; 2) 3

4
,nπ + π  n ∈ Z;

3) 
3

,nπ + π  n ∈ Z; 4) 
6

,nπ + π  n ∈ Z. 12. 1) 
2

2 ,nπ + π  n ∈ Z; 2) 2πn, n ∈ Z; 3) πn;

4
,nπ + π  n ∈ Z; 4) 

2
;nπ + π  

4
,nπ + π  n ∈ Z. 13. 1) ( )

6
1 ,

n
nπ− + π  n ∈ Z; 2) 

3
2 ,nπ± + π

n ∈ Z; 3) ± +arctg ,2 πn  n ∈ Z; 4) arctg 2 + πn; 1

3
arctg ,n− + π  n ∈ Z. 14. 1) 

2
,nπ

n ∈ Z; 2) πn; 
6 3

,nπ π+  n ∈ Z; 3)
4

,nπ  n ∈ Z; 4) 
6 3

,nπ π+  n ∈ Z. 15. 1) 
4

,nπ± + π  n ∈ Z;

2)
6 2

,nπ π± +  n ∈ Z. 16. 1)
24 2

,nπ π− +  n ∈ Z; 2) 2πn, n ∈ Z. 17. 1) 
4

,nπ + π  n ∈ Z;

2)
4

,nπ− + π  n ∈ Z. 18. 1) 
4

;nπ + π  –arctg 2 + πn, n ∈ Z; 2) 
12 3

,nπ π− +  
1

3 3
arctg 3 ,nπ− +

n ∈ Z; 3) 
4

,nπ + π  –arctg 3 + πn, n ∈ Z; 4) 
12 3

,nπ π− +  
1

3 3
arctg 4 ,nπ− +  n ∈ Z.

19. 1)
2

2 ,nπ + π  –2 arctg 2 + 2πn, n ∈ Z; 2) 
2

2 ,nπ + π  
1

4
2arctg 2 ,n− + π  n ∈ Z; 3) πn,

3
,nπ− + π  n ∈ Z; 4)

2
,nπ + π  1

2
arctg ,n− + π  n ∈ Z. 20. 1) ( ) 1

6
1 ,

n
n

+ π− + π  n ∈ Z;

2) ( )
6

1 ,
n

nπ− + π  n ∈ Z; 3) π + 2πn, 
3

2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 4) 2

6 3
,nπ π+  n ∈ Z.

§ 16. 1.  1) ( )5

6 6
2 ; 2 ,n nπ π+ π − π  ( )5

6 6
2 ; 2 ,n nπ π+ π − π  n ∈ Z; 2) (3

2 ;nπ + π

( ))3
2 1 ,nπ− + π −  ( )( )3 3

2 ; 2 1 ,n nπ π− + π + π −  n ∈ Z. 2. 1) ( )4
; ,n nππ − π  ( )4

; ,n nπ + π −π

n ∈ Z; 2) ( )3
2 ; 2 ,n nπ− π − − π  ( )2

3
2 ; 2 ,n nπ− − π − π − π  n ∈ Z. 3.  1) (2

2 ;nπ + π

( ) )1

6
1 ,

k
k

+ π− + π  ( )( )1

6 2
1 ; 2 ,

n
n k

+ π π− + π + π  k, n ∈ Z; 2) ( )3
2 ; 2 ,n kππ + π ± + π

( )3
2 ; 2 ,n kπ± + π π + π  k, n ∈ Z. 4. 1) ( )( )2

6 3
1 ; 2 ,

n
n kπ π− + π ± + π  ( )( 1

6
1 ;

n
n

+ π− + π

)3
2 ,kπ± + π  k, n ∈ Z; 2) ( )1 1

2 4 2
arctg ; arctg ,n nπ+ π − − π  ( 1 1

3 4 3
arctg ; arctgn π+ π − −

),n−π  n  ∈  Z. 5.  1) ( ) ( )( )6 6
; ,k n k nπ π+ π + + π −  ( )( 6

;k nπ− + π +  ( ))6
,k nπ− + π −

k, n ∈ Z; 2) ( ) ( )( )3 6
; ,n k n kπ π+ π + + π −  ( )(2

3
;n kπ + π +  ( ))6

,n kπ− + π −  k, n ∈ Z.

6. 1) ( ) ( )( )5

12 12
; ,k n k nπ π+ π + + π −  ( ) ( )( )5

12 12
,;k n k nπ π+ π + + π −  k, n ∈ Z; 2) (12

π +
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( ) ( ))12
; ,n k n kπ+π + − + π −  ( ) ( )( )5 5

12 12
; ,n k n kπ π+ π + − + π −  k, n ∈ Z. 7. 1) ( 4

2 nπ + π +

)2 4 2
; ,k kπ π π+ +  k, n ∈ Z; 2) ( )4 2 4 2

2 ; ,k knπ π π π+ π − +  k, n ∈ Z. 8. 1) ( )2
2 ; ,n kππ + π

k, n ∈ Z; 2) ( )2 2
2 ; ,n kπ π+ π + π  k, n ∈ Z.

§ 17. 2. 1) а) Да; б) да; 2) а) да; б) нет. 6. 1) Да; 2) да; 3) нет; 4) да; 5) нет.

7. 1) 
2

3
3 ;  2) –4; 3) – 4; 4) –3; 

2

3
.  8. 1) Корней нет; 2) 2; 3) 2;−  4) корней нет.

9. 1) х ≠ 1,5 (условие для корней); 2) х l 0. 11. 1) 7; 2) 0; 4,5; 3) 
2

3
;−  4) 

1

3
.−

§ 18. 1. 1) 2; 2) 3; 3) (1; 0). 2. 1) 0; 2) 0; 3) –1; 4) 0,5. 3. 1) 3; 2) (–2; 5);
3) (3; 1); 4) корней нет; 5) (2; 1); 6) (–1; 2; –3). 4. 1) 6; 2) 1; 3) 0; 4) 6; 5) 2;

6) 1. 5. 1) (–5; –5); (2; 2); 2) (–2; –2); 3) 
1 1

2 2
; ; − −    

1 1

2 2
; ; 

  
4) (–2; –2); (2; 2).

§ 19. 1. 1) 1

6
( 1) ,n n+ π− + π  

3
2 ,nπ± + π  n ∈ Z; 2) 

2
2 ,nπ + π  π + 2πn,   n ∈ Z.

2. 1) 
3

2
2 ,nπ + π  n ∈ Z; 2) корней нет; 3) 3 + 4n, n ∈ Z; 4) 1; 5)

4
,nπ± + π  n ∈ Z.

3. 1) 
2

,kπ + π  1

11
arctg ,n+ π  k, n ∈ Z; 2) 

2
,kπ + π ± +arctg ,2 πn  k, n ∈ Z. 4. 1) 

1

3
;

2) (0,5; π + 4πn), (–0,5; π – 4πn), n ∈ Z. 5. 1) 1; 2) –0,25; 3) 1; 4) 1; 5) 0,125;

6) 0; ä1. 6.  1) ( )3 6
(2 ); ,k n nπ π− + π − − π  ( )3 6

(2 ); ,k n nπ π+ π + − + π  k, n  ∈  Z;

2) ( )5

4 2 4 2
(4 ); ,nk nπ π π π+ + + k, n ∈ Z; 3)  ( )1

6 3
( 1) ; 2 ;n n k+ π π− + π ± + π  ( 6

( 1) ;n nπ− + π

)2

3
2 ,kπ± + π  k, n ∈ Z; 4) ( 4 2

;kπ π+  )3
2 ,nπ± + π  k, n ∈ Z; 5) ( )2

3 3
2 ; 2 ,n kπ π+ π + π

( )2

3 3
2 ; 2 ,n kπ π+ π + π  ( 2

3 3
2 ; nπ π− + π − + )2 ,kπ  ( )2

3 3
2 ; 2 ,n kπ π− + π − + π   k, n ∈ Z; 6) (πn;

πk), (–0,5 arccos (–0,75) + πn; –0,5 arccos (–0,75) + πk), (0,5 arccos (–0,75) +
+ πn; 0,5 arccos (–0,75) + πk), (–0,5 arccos 0,25 + πn; –0,5 arccos 0,25 + πk),
(0,5 arccos 0,25 + πn; 0,5 arccos 0,25 + πk), k, n ∈ Z. У к а з а н и е. Предста%

вить систему в виде 
( )

( )
4sin 3 2 sin ,

sin 4sin 2 3

x y x

y x y

+ = −
 = − +

 и перемножить соответственно пра%

вые и левые части полученных уравнений. Учесть, что при таких преобразо%
ваниях возможно появление посторонних решений системы. При решении
промежуточного уравнения 4 sin 5x + sin x = 0 удобно воспользоваться тем,
что sin 5x = sin (x + 4x).
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§ 20. 1. 1) При –1 < a < 1 корней нет; при a m  –1 или a  l  1
1( 1) arcsin ,n

a
x n= − + π  n ∈ Z; 2) при –0,5 m a  m 0,5, 

2
,x nπ= + π  n ∈ Z; при a < –0,5

или a > 0,5 
2

,x nπ= + π  
1

2
( 1) arcsin ,n

a
x n= − + π  n ∈ Z; 3) при a = 0 или a < –1 или

a > 1 x = πn, n ∈ Z; при –1 m a < 0 или 0 < a m 1 x = πn, x = äarccos a + 2πn, n ∈ Z;

4) при –1  < a < 1 
2

,x nπ= + π  n  ∈  Z; при a m  –1 или а l  1 
2

,x nπ= + π

( ) 11 arcsin ,
n

a
x n= − + π  n ∈ Z. 2. 1) При a < –0,5 или a > 4 корней нет; при a = –0,5

6
( 1) ,nx nπ= − + π  n ∈ Z; при –0,5 < a m 0 1 2 1

2
( 1) arcsin ,n ax n± += − + π  n ∈ Z; при

0 < a m 4 1 2 1

2
( 1) arcsin ,n ax n− += − + π  n ∈ Z; 2) при a < –1,25 или a l 5 x = πn,

n ∈ Z; при a = –1,25 x = äarccos 0,25 + 2πn, n ∈ Z; при –1,25 < a < 1 x = πn,

1 4 5

4
arccos 2 ,ax n± += ± + π  n ∈ Z; при 1 m a < 5 x = πn, 1 4 5

4
arccos 2 ,ax n− += ± + π

n ∈ Z; 3) при b = 0 уравнение не определено; при b ≠ 0 и a = 0 ,k

b
x π≠  x ∈ R,

k ∈ Z; при b ≠ 0 и a ≠ 0 ,n

a
x π=  n ∈ Z, ,ak

b
n ≠ k ∈ Z; 4) при a = –1 или

2 2 2 2 2 2a− < < +  x = 2πn, n ∈ Z; при a < –1 или 1 2 2 2,a− < −�  или

2 2 2a +�  x = 2πn, 1 2

4 2
( 1) arcsin ,n a

a
x n+π += − + − + π  n ∈ Z. 3. 1) 2 5 2 5;a− � �

2) –5 � b � 5; 3) a ∈ R; 4) a ∈ R; 5) 4 4

2 2
.a− π + πm m  4. 1 1

2 2
3 3 .a− < < +  5. (0; 1); (1;

1). 7. 1) При a < –2 x ∈ R; при –2 m a < 2 ( 2
arcsin 2 ;ax n∈ + π  )2

arcsin 2 ,a nπ − + π  n ∈ Z;

при а l 2 решений нет; 2) при 
1

3
a m   ( )5 5

5 7 5 7
arccos 2 ; arccos 2 ,a a

a a
x n n+ +

− −
∈ − + π + π

n ∈ Z; при 
1

3
3a< <  х ∈ R; при а l 3 ( )5 5

5 7 5 7
arccos 2 ; 2 arccos 2 ,a a

a a
x n n+ +

− −
∈ + π π − + π

n ∈ Z; 3) при a < –1 х ∈ R; при a = –1 x ∈ (–π + 2πn, π + 2πn), n ∈ Z; при –1 < a < 0

или 0 < a  <  3  
1 1 1 1arccos 2 ; arccos 2 ,a a

a a
x n n− + − + 

∈ − + π + π    n  ∈  Z ;  при

a = 0 ( )2 2

3 3
2 ; 2 ,x n nπ π∈ − + π + π  n ∈ Z; при a l 3 

1 1arccos 2 ; a

a
x n− +

∈ − + π
1 1arccos 2a

a
n+ + 

− + π 
1 1 1 1arccos 2 ; arccos 2 ,a a

a a
n n+ + − + 

 + π + π  ∪  n  ∈ Z.

8. 1) –0,5 m a m 0,5; 2) 
1 1

3 3
.a− < <  9. 1) a < –2, a = 1, a > 2; 2) a < 0, a = 1, a > 4; 3) a = 2.
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10. 1) ( )2 2
( ); ( ) ,k n k nπ π+ π + + π −  k, n ∈ Z; 2) ( )2

( ); ( ) ,k n k nππ + + π −  k, n ∈ Z; 4) при

a < –2 x n na a a a∈ + − +






+ − + −arccos ; arccos
2 2

4

2

4

2
2 2 2π π π � ( )2 2

2 ; 2 ,n nπ π− + π + π

n ∈ Z; при –2 m  a m  2 ( )2 2
2 ; 2 ,x n nπ π∈ − + π + π  при a > 2 ( 2

2 ;x nπ∈ − + π

− +

 + +







− − − −arccos arccos ; ,a a a an n n
2 2

4

2

4

2 2
2 2 2π π ππ�  n ∈ Z.

§ 21. Пункт 21.1. 1. 1) (–×; –2] � (1; 2] � (4; +×); 2) (–×; –2) � (3; 8);

3) (4; 5]; 4) [–10; –2) � (4; +×). 2.  1) [–2; –1] � [1; 2]; 2) ( ); 1− −� �

( ) ( )1 1

3 3
; 1; ;− +� � �  3) (–×; –3] � (0; 3]; 4) (–6; 2). 3. 1) (–2; 2) � [4; +×);

2) (–2; –1) или 1; 3) (–×; 0) � [2; 3]; 4) (–×; –1) � [4; +×). Пункт 21.2. 1. 1) 2

3
;−

4; 2) 0,5; 3,5; 3) –1; 2; 3; 6. 2. 1) (–×; –1) � (4; +×); 2) (–0,8; 2); 3) ( )3; 1− − �

( )1

3
1; ;− −�  4) ( )2

3
2;2 .−  3. 1) 

1

3
;  2) –1; –3. 4. 1) [1; 3]; 2) –8; 12; 3) [–5; 8].

5. 1) Решений нет; 2) [2; +×); 3) ( ) ( )2

3
; 8; .− +� � �  6. 1) [1; 2]; 2) 

1

3
2 ;−  3.

7. 1) –3; 5; 2) [–1; 4]. 8. 1) 2

3
;−  0,5; 2; 2) 2 5;− −  5.  9. 1) 0; ä2; 4; 2) –2; 1; 3; 6.

10. 1) (–1; 5); 2) ( )1 41 1 41

2 2
; 1; 2 ; .− +      − − +   � � � �  11. 1) (–×; –1) � (2; +×);

2) [1; 3]. 12. 1) (–5; –2) � (–1; +×); 2) (–×; –5) � (–3; 3) � (5; +×).

13. 1) [–6; –2] � [4; 8]; 2) (–×; –8) � (2; +×). 14. 1) ( )1

2
0; ;  2) (–×; –5] �

� [4; +×). 15. 1) ) ( ]3 5; 4 2;0− − − − �  2) ) ( ]1 2 2; 3 1; 3 .− − − �

§ 22. 1. 1) − + +





7

6 6
2 2π ππ πn n; ,  n ∈ Z; 2) ( )5

4 4
2 ; 2 ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z; 3) реше%

ний нет; 4) 
π ππ π
3

2

3
2 2+ +



n n; ,  n  ∈  Z. 2.  1) ( )3 3

2 ; 2 ,n nπ π− + π + π  n  ∈  Z;

2) ( )5 7

6 6
2 ; 2 ,n nπ π+ π + π  n ∈ Z; 3) R; 4) 

4 4
2 ; 2 ,n nπ π − + π + π  

 n ∈ Z. 3. 1) ( 2
;nπ− + π

)4
,nπ− + π  n ∈ Z; 2) )3 2

; ,n nπ π + π + π  n ∈ Z; 3) ( )6 2
; ,n nπ π+ π + π  n ∈ Z; 4) ( 2

;nπ− + π

4
,nπ + π   n ∈ Z. 4. 1) ( )5

6
; ,n nππ + π  n ∈ Z; 2) ( 4

; ,n nπ π + π   n ∈ Z; 3) )3

4
; , ;n n nπ + π π + π ∈ Z

4) ( )3
; ,n nπ + π π + π  n ∈ Z. 5. 1) ( )3

8 8
; ,n nπ π+ π + π  n ∈ Z; 2) 

2
6 ;nπ + π  

11

2
6 ,nπ + π 
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n ∈ Z; 3) − + +
 )2

3
2 2π π π πn n; ,  n ∈ Z; 4) ( )20 5 5 5

; ,n nπ π π π+ +  n ∈ Z. 6. 1)
3

; ,n nπ π + π  

n ∈ Z; 2) ( )4 3 36 3
; ,n nπ π π π− + +  n ∈  Z; 3) 9

2
6 ; 6 ,n nπ − + π π    n ∈ Z; 4) ( 48

π− +

)5

2 48 2
; ,n nπ π π+ +  n ∈ Z. 7. 1) ( )2 2 2

9 3 3
; , ;n n nπ π π− − − ∈Z  2) 

7

60 5 60
;nπ π π− + + 5

,nπ + 

n ∈ Z; 3) ( 3

2
2 ;nπ− + π  )2 ,nπ  n ∈ Z. 8. 1) ( )12 2 4 2

; ,n nπ π π π+ +  n ∈ Z; 2) ( 2
;nπ− + π

) ( )4 4 2
; ,n n nπ π π− + π + π + π�  n ∈ Z. 9. 1) ( )2 12 2

; ,n nπ π π+  n ∈ Z; 2) ( )4 2 6 2
; ,n nπ π π π− + +

n ∈ Z. 10. 1) 5 1

2
arcsin − +

5 1

2
2 ; arcsin 2 ,n n− π π − + π   n ∈ Z; 2) ( 3

8
;nπ− + π

)8
,nπ + π  n ∈ Z. 11. 1) 2

3
π− + + 

2 22

3
π ππn n; ,  n ∈ Z; 2) ( )3

4 4
2 ; 2 ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z.

12. 1) ( ) ( ) ( )3 5 2

8 3 8 8 3
; ; ; n n n n n nπ π π π ππ + π + π + π + π + π∪ ∪ ∪ ( )7

8
; ,n nπ + π π + π   n ∈ Z;

2) ( )4 2
;n nπ π+ π + π ∪ ( )3

2 4
; ,n nπ π+ π + π  n ∈ Z. 13. 1) )3

2 4
2 ; 2 ,n nπ π + π + π  n ∈ Z;

2)
1

25
arcsin 2 ; 2 ,n nπ + π + π  

 n ∈ Z. 14. 1) ( ) (2 2

2 7 7
2 ; 2 2 ;n n nπ π π− + π − + π − + π�

) ( ) ( ) ( )4 4 6 6

2 7 7 7 7
2 2 ; 2 2 ; 2 2 ; 2 ,n n n n n n nπ π π π ππ + π + π + π + π + π π + π� � �  n ∈ Z; 2) ( 4

π− +

) ( ) ( )3 5 5

6 4 4 6 4
2 ; 2 2 ; 2 2 ; 2 ,n n n n n nπ π π π π+ π + π + π + π + π + π� �  n ∈ Z. 15. ( 7

12 2
; π π− − ∪

)12
0; .π

∪  16.  
3 5

6 4 6
; ; .π π π   π      �  17. 1) При a  m  –2 ( )4

2 ; 2x n nπ∈ π + π �

( ) ( )3 5 7

4 4 4
2 ; 2 2 ; 2 ,n n n nπ π π+ π π + π + π + π� �  n ∈ Z; при 2 2a− < < −  ( 4

2 ;x n π∈ π +

+ ) + +( ) + − +( ) +2 2 2 2 2 2 23

4 2 2

5

4
π π π π π π ππ πn n n n na a� � �; arccos ; arccos ππ πn; 7

4
+(

)2 ,n+ π  n ∈ Z; при 2a = −  ( ) ( ) (5 5

4 4 4
2 ; 2 2 ; 2 2 ;x n n n n nπ π π∈ π + π π + π + π + π� �

)7

4
2 ,nπ + π  n ∈  Z; при 2 2a− < <   ( ) (4 2

2 ; 2 arccos 2 ;ax n n nπ∈ π + π + π�

) ( ) ( )3 5 7

4 4 2 4
2 2 ; 2 2 arccos 2 ; 2 ,an n n n nπ π π+ π π + π + π π − + π + π� �  n ∈ Z; при 2a =

x n n n n n n∈ +( ) + +( ) + +( )2 2 2 2 2 2
4 4

3

4

5

4
π π π π π π ππ π π π; ; ; ,� �  n ∈ Z; при 2 2 a< <
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( ) ( ) ( ) (3 5 7

2 4 4 4 4
2 ; arccos 2 2 ; 2 2 ; 2 2 ; 2ax n n n n n n nπ π π π∈ π + π + π + π π + π + π + π π −� � �

)2
arccos 2 ,a n− + π  n ∈ Z; при a l  2 ( ) ( )3 5

4 4 4
2 ; 2 2 ; 2x n n n nπ π π∈ + π + π π + π + π� �

( )7

4
2 ; 2 2 ,n nπ + π π + π�  n ∈ Z.

Дополнительные упражнения. 1. 1) 
2

2 ,nπ− + π  n ∈ Z; 2) 2πn, n ∈ Z;

3) 1

6
( 1) ,n n+ π− + π  n ∈ Z; 4) 

3
2 ,nπ± + π  n ∈ Z. 2. 1) πn, n ∈ Z; 2) π + 2πn, n ∈ Z;

3) 
3

, ,n nππ + π  n ∈ Z; 4)
2 6

, ,n nπ π+ π − + π n ∈ Z. 3. 1) π + 2πn, 4πn, n ∈ Z;

2) 2πn, π + 4πn,n ∈ Z; 3)
3

,nπ + π  n ∈ Z; 4) 
6

,nπ− + π  n ∈ Z. 4. 1) 
4

, arctg 2 ,n nπ + π + π

n ∈ Z; 2) 3

4
, arcctg 2 ,n nπ + π − + π  n ∈ Z; 3) 

2
2 ,nπ + π  n ∈ Z; 4) 

3
2 , 2 ,n nππ ± + π  n ∈ Z.

5. 1)
4 2

,nπ π+  
12 2

( 1) ,n nπ π− +  n ∈ Z; 2) 
2 6

, ,n nπ π± + π n ∈ Z; 3) ( )1

5
2 , arccos 2 ,n nπ ± − + π

n ∈ Z; 4) 1

6 3
( 1) , ( 1) arcsin ,n nn nπ− + π − + π  n ∈ Z. 6. 1) 2

3
2 , ( 1) 2 ,nn nππ − + π  n ∈ Z;

2) 5

3
2 , 4 ,n nππ + π ± + π  n ∈ Z; 3)  

2 12 2
; ,n nπ π π± +  n ∈ Z; 4) 

4 2 6 2
; ,n nπ π π π+ ± +  n ∈ Z;

7. 1) 2

2 3 3
, 2 , 2 ,n n nπ π π+ π ± + π ± + π  n  ∈  Z; 2)

6
, ,n nππ ± + π  n  ∈  Z; 3) 

2
,nπ

12 2
( 1) ,n nπ π− +  n  ∈  Z; 4) 

4 2
,nπ π+  

6
,nπ± + π  n ∈ Z. 8.  1) 4

3
2 , 4 ,n nππ + π ± + π

n ∈ Z; 2) 1

6
( 1) ,n n+ π− + π  n ∈ Z; 3) πn, n ∈ Z; 4) 

2
,nπ + π  n ∈ Z. 9. 1) 3

2
;π−  2) 

2
, ;π π

3) 67,5°; 4) 240°. 10. 1) 
5

6
;π

 2) 2π; 3) 3

8 8
, ;π π  4) 

5
.π

 11. 1) 
2 12 2

, ,n nπ π π± +   n ∈ Z;

2) 
4 2

,nπ π+  
6 2

,nπ π± +   n ∈ Z; 3)  
2

,nπ + π  
3

,nπ± + π   n ∈ Z; 4) 
4 2

,nπ π+  
6

( 1) ,n nπ− + π

n ∈ Z. 12. 1)
4

,nπ + π  –arctg 3 + πn, n ∈ Z; 2) 
4

,nπ + π  –arctg 2 + πn,  n ∈ Z;

3)
4

,nπ + π  – arctg 15 + πn, n  ∈  Z; 4) 3

4
,nπ + π  arcсtg 13 + πn,  n ∈  Z.

13. 1) 
2

2 ,nπ− + π  n ∈ Z; 2) 
4 2

,nπ π+   π + 2πn, n ∈ Z; 3) π + 2πn, n ∈ Z; 4)  
2

2 ,nπ + π

n ∈ Z; 14. 1) 
2

2 ,nπ + π  
4 2

,nπ π+  n ∈ Z; 2) 
4 2

,nπ π+   2πn, n ∈ Z; 3) 
4

,nπ + π  n ∈ Z; 4) 
2

,nπ

n ∈ Z. 15. 1) 
6 2

2 , 2 ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z; 2) 
3

2 , 2 ,n nπ + π π + π  n ∈ Z; 3) 
4

,nπ
 n ∈ Z;
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4) 
4

,nπ
 n ∈ Z. 16. 1) 

2
,nπ

 n ∈ Z; 2) 
4 2

,nπ π+  n ∈ Z; 3) 
2

2 ,nπ + π  π + 2πn, n ∈ Z;

4) 
2

2 , 2 ,n nπ + π π  n ∈ Z. 17. 1) 
6 2

,nπ π± +  n ∈ Z; 2) ( )( 1)

2 2
arcsin 3 1 ,

n n− π− +   n ∈ Z;

3) 
6 3

,nπ π+  
4

,nπ− + π  n ∈ Z; 4) 
2

,nπ  
21 7

( 1) ,n nπ π− +  n ∈ Z. 18. 1) π + 2πn, 
2

,nπ + π

2

5 5
,nπ π+  n ∈ Z; 2) π + 2πn, 

2
,nπ + π  

2

5
,nπ

 n ∈ Z; 3) 1
4 5 2

( 1) arcsin ,n nπ− + − + π  n ∈ Z;

4) 
4

,nπ− + π  n ∈ Z. 19. 1) 1

24 4
( 1) ,n n+ π π− +  n ∈ Z; 2) 

8
,nπ± + π  n ∈ Z; 3) 

18 3
( 1) ,n nπ π− +

n ∈ Z. 20. 1) πn,
6 3

,nπ π+  n ∈ Z; 2) 
10 5

,nπ π+  
4 2

,nπ π+  n ∈ Z; 3) 2

3
,nπ  2 2

9 3
,nπ π+  n ∈ Z;

4)
5

34
arcsin− + 4

34
( 1) arcsin ,n n− + π  n ∈ Z. 21. 1) 2πn, 

2
2 ,nπ− + π  n ∈ Z;

3)
1

2 2
arcctg 2 ,nπ± +  

1

2 2
arcctg 5 ,nπ± +  n ∈ Z; 4) 

3
,nπ± + π  n ∈ Z. 22. 1) –2; 2) 7;

3) 0; 4) ä0,5; 1. 23. 1) 
4 8

3 5
0; ; ;π π± ±  2) 

10 2

3 3
; 2 ; ;π π− − π −  3) 6 2

4
;+  4) 1,75.

24. 1) 1 3

2 2
; ;  2) 1; 3) 3

2
;  4) корней нет. 25. 1) 0; 2) 1; 3) 2;±  4) 0. 26. 1) πn,

7

12
2 ,nπ− + π  11

12
2 ,nπ− + π  n ∈ Z; 2) 

4
2 ,nπ− + π  n ∈ Z; 3) 5 1

2
arccos 2 ,n−− + π n ∈ Z;

4)
6

( 1) ,n nπ− + π  n ∈ Z. 27. 1) ( )12

2 13
arccos 2 ; 2 ,nπ − + π  n ∈ Z; 2) ( )3

5
arccos 2 ; 1 ,n− + π

n ∈ Z; 3) ( )2
2 ; 2 ,nπ + π  n ∈ Z; 4) (2πn; 1), n ∈ Z. 28. 1) ( )3 3

; ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z;

2) ( )6 6
; ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z; 3) ( )2

3 3
2 ; 2 ,n nπ π+ π + π  n ∈ Z; 4) 

2
2 ,nπ + π  7

6
2 ;nπ− + π

6
2 ,nπ + π   n ∈ Z. 29. 1) ( ) ( )3 3

2 ; 2 2 ; 2 ,n n n nπ π− + π π π + π∪  n ∈ Z; 2) (6 2
2 ;nπ π+ π +

)2 n+ π ∪ (2
2 ;nπ + π  )5

6
2 ,nπ + π  n ∈ Z; 3) ( )12 2 12 2

; ,n nπ π π π− + +  n ∈ Z; 4) ( 7

24 2
;nπ π− +

)24 2
,nπ π+  n ∈ Z. 30. 1) ( )3 3 3 3

4 2 4 2
; ,n nπ π π π− + +  n ∈ Z; 2) ( )8 2 8 2

; ,n nπ π π π− + +  n ∈ Z;

3) ( )6 2
2 ; 2 ,n nπ π− + π + π  n ∈ Z; 4) ( )2 2 2

9 3 9 3
; ,n nπ π π π− + +  n ∈ Z. 31. 1) ( arctg 2 ;n− + π

)3
,nπ + π   n ∈ Z; 2) ( ) ( )2 6 3 2

; ; ,n n n nπ π π π− + π + π + π + π∪   n ∈ Z; 3) ( 2
; n nπ π + π ∪
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)3

4
; ,n nπ + π π + π  n ∈ Z; 4) 

4
; ,n nπ π + π    n ∈ Z. 32. 1)  ( ) (3

6 4 4
2 ; 2n nπ π π− + π + π +∪

)5

6
2 ; 2n nπ+ π + π ( ) (7 5 7

6 4 4
2 ; 2 2 ;n n nπ π π+ π + π + π∪ ∪ )11

6
2 ,nπ + π  n ∈ Z; 2) ( )4

2 ; 2n nππ + π ∪

( ) ( ) ( )2 3 5

3 3 4 4
2 ; 2 2 ; 2 2 ; 2n n n n n nπ π π π+ π + π + π π + π π + π + π∪ ∪ ∪ ∪ ( )4 5

3 3
2 ; 2n nπ π+ π + π ∪

( )7

4
2 ; 2 2 ,n nπ + π π + π∪    n ∈ Z; 3) 

1
3 4

arctg ; ,n nπ − + π + π    n ∈ Z; 4) 
6

; arctg 2nπ− + π +

,n+ π  n ∈ Z. 33. 1) (2
2 ; nπ + π ) ( )2 5 3

3 6 2
2 2 ; 2 2 ; 2n n n n nπ π π + π + π π + π π + π + π  ∪ ∪ ∪

5 11
3 6

2 ; 2 ,n nπ π + π + π  ∪  n  ∈ Z; 2) 
3 5

6 4 4 6
2 ; 2 2 ; 2n n n nπ π π π   + π + π + π + π      ∪ ∪

7 5
6 4

2 ; 2n nπ π + π + π  ∪ ∪ 7
4

2 ; nπ + π
11
6

2 ,nπ + π   n ∈ Z. 34. 1) ( )2
2 ; 2n nπ−π + π − + π ∪

2 2 3 2 2

3 4 4 3
arcsin 2 ; arcsin 2 ,n nπ π 

 − + π − + π  ∪  n  ∈  Z; 2) 
3

4 4
2 ; 2 ,n nπ π − + π + π  

n ∈ Z; 3) ( ) ( ) ( )2 3 3

8 7 4 7 8 7
; ; ; n n n n n nπ π π π π π+ π + π + π + π + π + π∪ ∪ ∪ ( 4

2 7
; nπ π+ π +

) ( ) ( ) ( )5 5 3 6 7

8 7 4 7 8
; ; ; ,n n n n n n nπ π π π π+ π + π + π + π + π + π π + π∪ ∪ ∪   n ∈ Z; 4) ( 7

2 ;n ππ +

( (3 2

3 7 2 3
2 2 ; 2 2 ; 2n n n n nπ π π π  + π + π + π + π + π    

∪ ∪ ∪ )5 9 4

7 7 3
2 ; 2 2 ;π π π + π π+ π + π +  

∪n n n

) (3 11

2 7
2 2 ; 2π π + π + π + π 

∪n n n (5 13

3 7
2 ; 2 ,π π + π + π 

∪ n n  n  ∈ Z. 35.  1) 3

2
1; ;

 − 

2) (0,5; 1]; 3) [–1; sin 0,5) � (sin 1; 1]; 4) [–1; cos 2). 36. 1) (17

36
2 ;nπ + π

) ( )53 35

36 18
2 2 ; 2 ,n n nπ ππ + π + π + π∪  n ∈ Z; 3) (–×; 1) � (1; ×); 4) (0; 1).

37. 1) 0 m а m 3; 2) –4,5 m а m 4,5. 38. 1) [0,6; 1]; 2) [0,6; 1]; 3) [0,5; 1];

4) 
120
169

0,5; . 
    39. 1) πn, n ∈ Z; 2) 

2
,nπ + π  n ∈ Z. 40. 1) 2 6a −�� �  или 2 6;a �

2) 4 6a −�  или 4 6.a �
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Рaздeл 3

§ 23. 2. 1) –2; 2) 0,5; 3) –1; 4) 2; 5) 5; 6) 3. 3. 1) 20; 2) 10; 3) 6; 4) 53 16.
4. 1) 3; 2) 10; 3) –2; 4) 5. 5. 1) –2; 2) 3; 3) –5; 4) 2. 6. 1) 77; 2) 6; 3) 15; 4) 5.

7. 1) 108; 2) 200; 3) 0,9; 4) 
1

3
1 .  8. 1) R; 2) [3; +×); 3) [–2; +×); 4) (0; +×).

10. 1) 
73 64

2
;  2) 

( )2 7 1

3
;+  3) при а = 9  

1

6
;  при 0 m a < 9 или a > 9  3

9
;a

a

−
−

 при a < 0

выражение не определено; 4) при x = 1  
1

3
;  при х ≠ 1 

3
1

1
.x

x

−
−

 11. 1) 52 2;a b ab

2) 43 3 ;ab a b  3) 34 2 23 ;ab a b−  4) 2 22 3 56ab a b .  12. 1) 3 ;ab b  2) 7 2 ;ab a b

3) 2 62 ;a b b  4) a b ab2 8 .  13. 1) 3 37 ;a  2) 4 5;ab−  3) 7 7 75 ;a b  4) 6 7 .a b  14. 1) При

a l 0 
4 47 ;a  при a < 0 4 47 ;a−  2) 7 22 ;a b  3) 6 72 ;ab  4) −3 118 b .  15. 1) –a; 2) a; 3) 0;

4) 0. 16. 1) 2 22 4a b ;  2) ab2c; 3) 
1720 ;a  4) 

1160 12 302 3 .a⋅ ⋅  17. 1) 3 32 2;a b+

2) 4 ;y  3) 
( )3 6 6

;
b a b

a

−
 4) при x l 0, y > 0 6 ;x

y
−  при x m 0, y < 0 6 .x

y
 18. 1) 3 7;

2) 6 3;±  3) 5 5;−  4) корней нет; 5) ä2; 6) –4.

§ 24. 1. 1) 3; 2) корней нет; 3) –26; 4) 0; 5) 45. 2. 1) 8; 2) 2. 3. 1) 2; 2) 10;
3) 4; 4) 7. 4. 1) 3; 2) –5; 3) –11; 4) –8; 5. 5. 1) 1; 2) 3; 3) 0; 4) 2.±  6. 1) 1; 2; 10;
2) –1. 7. 1) (8; 0); 2) (4; 1); 3) (4; 1); 4) (16; 1). 8. 1) (27; 1), (1; 27); 2) решений

нет; 3) ( )5 3

7 7
; ;− −  4) (0,5; 1,5).

§ 25. Пункт 25.1. 1. 1) 2;  2) 5 1

9
;  3) 4 5;  4) 7 1

64
;  5) 8;  6) 3 1

49
.  2. 1) 

5
63 ;

2)
1
54 ;  3) 

9
27 ;

−
 4) 

2
9;a

−
 5) 2

1
4b( ) ;  6) 

4
11 .c  3. 1) Нет; 2) да; 3) да; 4) нет.

4. 1) [0; +×); 2) (–×; 0) � (0; +×); 3) (1; +×); 4) [–3; +×); 5) (–×; –1) � (–1; 1) �

� (1; +×); 6) R. 5. 1) 9; 2) 
3

8
;  3) 32; 4) 

9

625
;  5) 8,2; 6) 6,75; 7) 3,25. 7. 1) 1 1

2 2

1 ;
a b−

2) 
1
2

1

5

;
p +

 3) 
1 1
2 2

1 ;
c d−

 4) 1 1
3 3.m n+  8. 1) 1 + c; 2) x + y; 3) x – 1; 4) 

1 1
2 2.k l−  9. 1) 1

2

1

4

;
x +

2) 
2 1 1 2
3 3 3 3;a a b b+ +  3) 

1
3 2;z −  4) 

1 1
3 3.a b+  10. 1) 1; 2) 128; 3) 4 2;  4) 4 2.±

Пункт 25.2. 1. 1) R; 2) (–×; 0) � (0; +×); 3) [1; +×); 4) (0; +×); 5) (–×; 0] �
� [1; +×); 6) R.
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§ 26. Пункт 26.1. 1. 1) –1; 2) 3. 2. 1) 0; 2) 0; 3) корней нет; 4) 3. 3. 1) 1;
2) (4; 25). 4. 1) 8; 2) 4; 3) 2; 4) 1, –1. 5. 1) (16; 16); 2) (4; 4). Пункт 26.2.

1. 1) 13 61

2
;−  2) –3; 1; 3) 4; 4) 4. 2. 1) 1; 2) [5; 8]. 3. 1) 

2

7
1 ;  2) 2 2 2;−  1 5

2
.+

4. 1) 15 3 5

10
;+  2) –1. 5. 1) 32; 2) 64.

§ 27. 1. 1) (–×; –3]; 2) ( ] )4

7
;0 3;3 .−∞ �  2. 1) −∞ −( 

 + ∞[ ); ; ;5

6
3�  2) (–×; 0] �

� [1; +×). 3. 1) –2; [–1; 3]; 2) –3; (–0,5; 1]. 4. 1) [2; +×); 2) [10; +×).

5. 1) )3 2 2; 9 ; −  2) [0; 4) � (9; +×). 6. 1) (–×; –3] � (0; +×); 2) (–×; –2) �
� (0; 1) � (1; +×). 7. 1) [2; 5,2]; 2) [1; 5) � (10; +×). 8. 1) Решений нет; 2) 2;
3. У к а з а н и е. Найти ОДЗ неравенства и учесть, что в нее входят только два
числа.

§ 28. 1. 1) При a ∈ R x = a + 4; 2) при a l 0 x = a2
 – 2a; при a < 0 корней нет;

3) при m m 0 или m > 3 корней нет; при 0 < m m 3 
4 2

2

6 81

4
;m m

m
x − +=  4) при a = 0

x = 0; при a l 1 
1 4 3

2
;ax − + −=  при a < 0 или 0 < a < 1 корней нет. 2. 1) При

a m 1  x = a; при 1 <  a < 2  х ∈ [1; a]; при a = 2  х ∈ [1; 2); при a > 2  х = а или
х ∈ [1; 2); 2) при a < 0 решений нет; при a = 0  х ∈ (0; +×); при a > 0

x a a∈ − −
 ) + ∞( )4

3
0; ; ;�  3) при a m –4 решений нет; при –4 < a m 0 (2 4 ;x a∈ − +

);2 4 a+ +  при a > 0 )4
;2 4 ;ax a∈ − + +  4) при 

1

2
a −m  3 7 16

8
; ;ax a − + − − 

∈   

при 
1 7

2 16
a− < < −  3 7 16 3 7 16

8 8
; ;a ax − − − − − + − − ∈     при 

7

16
a = −  

3

8
;x = −  при

7

16
a > −  решений нет; 5) при a < –2 или a > 2 

22 2 4

2
; ;ax a− −  ∈   при

2 2a− < −�  или  2 2a< �  
2 22 2 4 2 2 4

2 2
; ;a ax − − + −  ∈   при 2 2a− � �  ре%

шений нет. 3. a m 5,125. 4. a < 0, 2.a =  5. a m 1. 6. При a m 1 одно решение; при
a > 1 решений нет.

Дополнительные упражнения. 1. 1) 
( )2 5 3

2
;

−
 2) 

( )3 5 2

3
;

+
 3) 2 15

15
;

4) 
( )3 7 2

5
.

−
 2. 1) 0; 2) 1; 3) 2 0,75;−  4) 1. 3. 1) 

1

2
;

a +
 2) 1; 3) х – 1; 4) 

1 .c

c

−

4. 2) 
1

8
;

b
 3) 42 .x−  5. 1) х + 1; 2) ( )1 1 1

4 4 4 ;ab a b+  3) 
1
23 .y  6. 1) корней нет; 3) –2; 3;

4) 3. 7. 1) 2; 3) 2; 4) 7. 8. 1) 
1

11
;−  2) 

1

3
;  3) [5; 10]; 4) [7; 14]. 9. 1) 8; 2) корней
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нет; 3) –3; 6; 13; 4) 1; 2; 10. 10. 1) 8; 56 12 21

7
;±  2) 1; 1,5; 2; 4) 64.

11. 1) 1 5 3 5

4 4
; ;− +     2) (0; 1); 3) решений нет; 4) решений нет. 12. 1) (t + 1; t),

t ∈  Z; 2) (5; 4); (–0,5; –0,4); 3) 1 3 5

2 2
1 5; ;

  + −   4) (2; 3); ( )1 2

3 3
4 ; 1 .−

13. 1) [–2; +×); 2) [0; +×); 3) [0; 3]; 4) (–2; –1]. 14. 1) 
13 1

6
( ; 2] 1; ;− −∞ − −  ∪

2) )2 1
3 3

( 2; 1] ; ;− − −∪  3) (–×; 0,75] � (4; 7); 4) (–3; 1). 15. 1) [1; 2]; 2) [4; 20];

3) 7

3
2; 2 ;

 
 

 4) 146 7

2
2; .−    16. 1) [–2; 0) � (0; 1,6); 2) 2 2

3 3
; 0 0; ;   −      
∪

3) –1; [2; +×); 4) –2; 1; [3; +×). 17. 1) (–1; +×); 2) ( 1
3

; 1 [3; );−∞ − + ∞∪

3) [–1; 3]; 2; 4) –3; [–2; 4]. 18. 1) ) (1 2 13; 5 1; 1 2 13 ; − − − − + ∪  2) (–×; 0) �

� [1; 2]; 3) )5; 4 2 5 2 ;− − + −  4) (6 2 5 2; 7 .− −   19. 1) [2,5; 3); 2) [1; 1,5);

3) ( )2

3
5 ; .+ ∞  20. 1) 

1 1

5 5
1; ; 1 ;   − −     

∪  2) (0; 0,5); 3) (–0,75; 1); 4) [–1; 0).

21. 1) 
2 2

2

8 4 8 1(0; 4) ; ;a a

a

+ + + + ∞  ∪  2) при a < 2 ( 2
0; (1; );a

a
x

−
∈ + ∞∪  при a = 2

х ∈ (1; +×); при a > 2 ( 2
1; .a

a
x

−
∈   22. –1,25 < а m 1 или а l 1,25. 23. а < –3 или

а > 1. 24. а < –1.

Раздел 4

§ 29. 4. 1) (1; +×); 2) (–×; 0); 3) (–2; +×); 4) (–×; 0). 10. 1) «–»; 2) «–»;
3) «+»; 4) «+».

§ 30. Пункт 30.1. 1. 1) 
3

2
;  2) 2; 3) 0; 4) 1

4
;  5) 1

2
;  6) 2 6;±  7) –3; 2; 8) 0;

9) 2; 10) 4; 11) корней нет; 12) 5; 13) корней нет; 14) 0; 15) 1; 16) 2; 17) 1;
18) 2; 3; 19) 1; 20) 1; 21) 2; 22) 2. 2. 1) 1; 2) 1; 3) 3. 3. 1) –4; 2;

2) –2; 3; 3) –2; 4; 4) –1; 3; 5) 3.±  4. 1) 1; 2) 1; 3) 3; 4) –1; 5) 2; 6) 0; 7) –2; 8) 2.
5. 1) R; 2) при a = 0 R; при а ≠ 0 x = 1; 3) при a = 0 х ∈ R, х ≠ 0; при a > 0 x = 0,5

(при a < 0 уравнение не определено). Пункт 30.2. 1. 1) 0; 2) 1; 3) 1; 4) 1; 5) 1.

2. 1) 1; 2) 1; 3) 0; 2; 4) 0; 2; 5) 3; 6) 0,5; 7) ä1; 8) 
2

,nπ  п ∈ Z. 3. 1) 0; 2) 1; 3) 2;

4) 0; 5) 0; 6) 1,5. 4. 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0; 1; 5) 0; 1. 5. 1) 2; 2) ä1; 3) 0; 4) 0; 1,5.
8. 1) (3; –1); 2) (–2; –3); 3) (1; 2); (2; 1); 4) (3; 1); 5) (4; 2); 6) (4; 2).
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Пункт 30.3. 1. 1) (0; +×); 2) (–1; +×); 3) R; 4) решений нет; 5) (–×; –2];
6) (–×; 5]; 7) [2,5; +×); 8) (0; +×); 9) [1; 3) � [6; +×); 10) [1; 4) � [8; +×).
2. 1) (–×; 0); 2) (–×; 1); 3) [–1; +×); 4) (–×; 1]; 5) (2; +×); 6) [1; 2]. 3. 1) (–×; 0);
2) (–×; 1]; 3) (–×; –1] � [0; +×); 4) [0; 1]. 4. 1) –2; [3; +×); 2) (–×; –2], 4;
3) (0; 1); 4) (0; 1).

§ 31. 2. 1) 2; 2) 3; 3) –2; 4) 0,5; 5) –1,5; 6) 0; 7) 1

3
;  8) 1

4
;  9) –1; 10) –1.

3. 1) log
4

9; 6) ln 3. 4. 5) 14; 6) 54. 5. 2) 2 lg a + 5 lg b – 7 lg c  – 1;

5) 3 3
1

3
2 7log log .a b+ +  6. 1) 3 lg | a | + 5 lg | b | + 8 lg | c |; 2) 

1 1

3 3
lg lga b+ −

2lg ;c−  3) 
2 2

5 5
4lg lg lg ;c a b− −  4) 1 1 2

5 5 5
2 lg lg lg .a b c+ + +  7. 1) b + 1;

2) 2a + b; 3) a + b + 1; 4) 3a + 2b. 8. 1) 40

9
;  2) 

53

2

5 ;a c

b

⋅
 3) 

73 2

5
;m n

p

⋅
 4) 

1

1600
.

9. 1) –log
3

a; 2) 0,5 log
3

a; 3) –0,5 log
3

a; 4) 2 log
3

a; 5) 3

3

log

log 2
.

a
 10. 1) 24; 2) 10;

3) 2,5; 4) 1,5; 5) 19; 6) 12. 11. 1) 
( )
( )

2 2 1
3 2

;a
a

−
−

 2) ( )
2

2 2
;a

a

+
−

 3) 
( )3 2

2
;b a

ab

−
+

 4) 
( )
( )

4
3 1

.b a
ab

+
+

§ 32. 1. 1) (–3; +×); 2) (3; +×); 3) (–×; –1) � (1; +×); 4) (0; 3); 5) R; 6) R;
7) (–×; –2) � (3; +×); 8) (2; 3) � (3; +×); 9) (–×; –3) � (3; +×); 10) (0; 1) �
� (1; 2); 11) (1,5; 2) � (2; 5).

§ 33. Пункт 33.1. 1. 1) 16; 2) 5; 3) 2; 4) 100. 2. 1) 5; 2) 6; 3) –3; 1; 4) 2,9.

3. 1) 1; 2) 0; 3) 2; 4; 4) 5. 4. 1) 3; 27; 2) 10; 3) 
1

81
;  9; 4) 0,1; 1; 10. 5. 1) 1; 2) 2;

4; 3) 0; 4) log
3

4. 8. 1) (100; 10); (10; 100); 2) 1 17

2
; 17 ;+     3) (4; 1); (1; 4);

4) (0,25; 64); (8; 2). Пункт 33.2. 1. 1) (9; +×); 2) (0; 5); 3) (0,5; +×);

4) (0; 100). 2. 1) (2; +×); 2) (0,2; 2); 3) ( )2

3
; 9 ;  4) (–0,5; 1,5). 3. 1) (3; +×);

2) ( )1

3
; 1 ;−  3) (2; 3); 4) (0,5; 4]. 4. 1) (0; 3) � (9; +×); 2) (0,1; 10) � (10; 1000);

3) 
1
9

;9 ; 
    4) (–×; 0,5] � [4; +×). 5. 1) (10; +×); 2) [6; +×); 3) (–4; –3) �

� (4; 5); 4) [1; +×). 6. 1) (0; 0,25]; 2) (1; 4); 3) ( )0;1 2; 4 ;  �  4) (–2; 0,5).

§ 34. 1. 1) 1; 1000; 2) 1

10
;  10; 3) 

1

16
;  8; 4) 3; 5) а) 1; 4; б) 0; 1; 4; 6) –1; 0; 2;

7) 3; 8) 0,25; 4; 9) 2. 2. 1) (25; 5); (5; 25); 2) (0,5; 0,125); (8; 2). 3. 1) (0; 0,5) �
� (1; 2); 2) (–×; –2] � [–1; 0] � [3; +×); 3) [3; 5]; 4) при 0 < a < 1 х ∈ (0; a) �
� (a–4

; +×); при  a > 1 х ∈ (a–4
; a); при a m 0 или a = 1 неравенство не определе%
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но; 5) при 0 < a < 1 х ∈ (a; a
–2

); при a > 1 х ∈ (0; a
–2

) � (a; +×); при a m 0 или
a = 1 неравенство не определено.

§ 35. 1. 1) 1; 2) 1; 3) 2; 4) 0; 5) 4; 6) корней нет; 7) ä2; 8) 1. У к а з а н и е.

Записать уравнение в виде ( ) 2
2

1log 2
x

x x x+ = −  и учесть, что при x > 0 1 2;
x

x + l

9) 1. 2. 1) ä2; 2) ä2; 3) 2. У к а з а н и е. Разделить обе части уравнения на 2
x

и учесть, что функция, полученная в правой части, убывающая. 3. 1) 0,25;

2; 2) 1; 3; 3) 
1

2
;  1,5. 4. 1) –3; [–1; +×); 2) [25; +×). 5. 1) При a l 11

2

5
1 10 11

2
log ;a a ax − ± − −=  при a  < –1,5 

2

5
1 10 11

2
log ;a a ax − + − −=  при

–1,5 m a < 11 корней нет; 2) при 1 3 2 2a− < −�  или 3 3 2 2< +a m

( )
2

2
1

2 3
log ;a

a
x −

−
=  при a m –1 или 3 2 2 3,a− < �  или 3 2 2a > +  корней нет.

6. 1) (–5; –5); (2; 2); 2) (3; 3). 7. –1 < a m 0. 8. a l 1. 9. a = –4. У к а з а н и е.
Привести уравнение к виду f (x) = 0 и учесть, что функция f (x) четная.
10. a m 0, a = 0,25. 11. При a < 0 корней нет; при a = 0 один корень; при a > 0
два корня. 12. При a m –1 или a l 7 один корень; при –1 < a < 7 два корня.
13. a l –2,25.

Дополнительные упражнения. 1. 1) –40; 2) 5 3;   3) 7; 4) 20. 2. 1) 1000;

2) –2; 3) 32; 4) 27; 5) 10. 3. 1) 1; 2) 4; 3) 1; 4) 2. 4. 1) 9; 2) 19; 3) 0,5. 5. 1) –27,2;

2) –0,8; 3) 
5

6
;−  4) 2,903. 6. 1) 

24

2 3
;a

a+
 2) 

1

2
;a

a

+
 3) 5 (1 – a – b). 9. 1) (–×; –1] �

� [3; +×]; 2) (–×; –1] � [5; +×]; 3) ) (1 2
3 3

; 0 ; 1 ; −  ∪  4) [–1; 0) � (3; 4].

10. 1) (–×; 1]; 3) [0,5; 1]; 4) [2; 4]. 11. 1) [–2; +×); 2) (–×; –8]; 3) [–1; +×);
4) (–×; 1]. 12. 1) –2,5; 2) 0,6; 3) 1,75; 4) 3. 13. 1) –2; 2) 6; 11; 3) 16; 4) 64.
11. 1) [–2; +×). 14. –2 < а < 2. У к а з а н и е. Записать заданные выражения
как степени с одинаковым основанием 5.
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А

Арифметический корень 262, 264
Арккосинус 149
Арккотангенс 154
Арксинус 146
Арктангенс 151

В

Внесение множителя под знак корня
263, 270

Вынесение множителя из%под знака кор%
ня 263, 270

Г

Гармонические колебания 59
— —, амплитуда 60
— —, начальная фаза 60
— —, период 60
— —, частота 60

Геометрический смысл модуля 241, 240
Гипербола 22
График квадратичной функции 20

— косинуса 60, 63
— котангенса 67, 69
— неравенства с двумя переменны%

ми  101, 103
— линейной функции 18
— логарифмической — 366
— периодической — 53
— показательной — 328, 332
— синуса 56, 59
— тангенса 64, 67
— уравнения с двумя переменными

101, 103
— функции 6, 9
— —, геометрические преобразова%

ния 28
Графическое решение систем нера%

венств с двумя переменными 43, 46

Д

Деление многочлена на двучлен 119
Деление многочленов 117

— — «уголком» 118
— — с остатком 118

Дробная часть числа 50

3

Замена переменных 169, 277, 281

К

Корень из корня 263, 267
— — произведения 263, 267
— — степени 263
— — частного 263
— квадратный 262
— многочлена 120
— — кратный 122
— — рациональный 125
— n%й степени 262, 264
— уравнения 183
— — посторонний 187, 191

Косинус 43, 46
Косинусоида 60, 63
Котангенс 43, 46
Котангенсоида 67, 69

Л

Логарифм 357, 358, 373
— десятичный 357, 359
— натуральный 357, 359

М

Метод интервалов 232, 308, 352, 387
— — для тригонометрических нера%

венств 250

Предметный указатель
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— математической индукции 111
Многочлен n%й степени 114

— нулевой 115
— от одной переменной 114

Н

Неполное частное 118
Неравенства

— иррациональные 308
— логарифмические 386, 388
— показательные 351, 352
— показательно%степенные 394, 396
— равносильные 232
— с модулями 240
— — одной переменной 231
— тригонометрические 249

Нули функции 236

О

Область допустимых значений корня
262, 265
— — — неравенства 231
— — — уравнения 184
— значений функции 8
— определения функции 8

Одночлен 114
Отбор корней тригонометрических урав%

нений 176
Основное логарифмическое тождество

357
— свойство корня 263, 267
— тригонометрическое тождество

75
Остаток от деления 118

П

Парабола 23
Период функции 50, 51
Подкоренное выражение 264
Показатель корня 264
Потенцирование 327, 363
Потеря корней уравнения 191
Преобразования графика функции 28

Р

Равенство многочленов 115
Равносильные преобразования неравен%

ства 232
— — уравнения 184

Радиан 38, 40
Радианная мера угла 38, 40
Радикал 264
Разложение многочлена на множители 120
Расположение корней квадратного трех%

члена 225
Решение неравенства 231

— — с параметрами 316
— уравнения 183
— — с параметрами 217

С

Свойства корня n%й степени 262, 266, 268
— логарифмической функции 366,

368
— логарифмов 357
— обратной функции 140, 142
— показательной — 328, 331
— степеней 283
— степенной функции 290, 294
— тригонометрических функций 49

Синус 43, 46
Синусоида 56, 59
Системы тригонометрических уравне%

ний 180
Соотношения между тригонометриче%

скими функциями одного аргумен%
та 75

Старший член многочлена 114
Степень одночлена 114

— с дробным показателем 283
— — иррациональным показателем

285
— — натуральным показателем 283
— — рациональным показателем

284
— — целым показателем 283

Сужение ОДЗ 194, 209, 272
Схема Горнера 123
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Т

Тангенс 43, 46
Тангенсоида 64, 67
Теорема Безу 120

— —, следствие 120
Теоремы о корнях уравнения 199, 302,

404
— — равносильности неравенств

232, 235, 310, 386
— — — уравнений 190, 374

Тождественное равенство многочленов
115

Тождество 78
Тригонометрия 139

У

Угол 38
—, измерение 39

Уравнение 183
— иррациональное 277, 301
— логарифмическое 373, 375
— однородное 172, 347
— показательное 338, 344
— показательно%степенное 393
— равноcильное 184, 188
— %следствие 177, 184, 187
— с модулями 240
— с обратными тригонометрически%

ми функциями 214
— с одной переменной 231
— тригонометрическое 158, 161,

164, 169, 206

Ф

Формула преобразования
выражения a sin α + b cos α 135
— перехода к логарифмам с другим

основанием 358
Формулы Виета 121

— двойного аргумента 85
— дополнительных аргументов 92
— логарифмирования 357, 359
— —, обобщенные 361
— половинного аргумента 129, 130
— понижения степени 86
— преобразования произведения

тригонометрических функций
в сумму 94, 96

— суммы и разности тригонометри%
ческих функций 94, 95

— приведения 90
— сложения 80
— тройного аргумента 129, 130

Функция возрастающая 7, 9
— квадратичная 20, 24
— линейная 18, 20
— логарифмическая 366, 367
— нечетная 7, 11
— обратная 140, 141
— обратная пропорциональность 19,

21
— периодическая 50, 51
— показательная 328
— степенная 290, 294
— убывающая 7, 10
— четная 7, 11
— числовая 6, 8
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