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ПРЕДИСЛОВИЕ

Дорогие друзья!
Предлагаемый учебник для 11 класса является продолжением учебника 

«Алгебра и начала анализа» для 10 класса. В 11 классе рассматривается прин­
ципиально новая часть курса — начала анализа. Математический анализ (или 
просто анализ) — область математики, сформировавшаяся в XVIII в. и сы­
гравшая значительную роль в развитии естествознания: появился мощный, 
достаточно универсальный метод исследования функций для решения многих 
прикладных задач. В 11 классе будут рассмотрены показательная и логариф­
мическая функции, элементы комбинаторики, теории вероятностей и стати­
стики, которые широко применяют в самых разных областях знаний.

Структура учебника для 11 класса аналогична структуре учебника для 
10 класса. Напомним, как пользоваться учебником.

Система учебного материала по каждой теме представлена на двух уров­
нях. Основной материал для академического и профильного уровней приведен 
в параграфах, номера которых обозначены синим цветом. Дополнительный 
материал (номера параграфов обозначены серым цветом) предназначен для 
овладения темой на более глубоком уровне (например, для выполнения более 
сложных заданий по алгебре и началам анализа внешнего независимого оце­
нивания по математике). Этот материал учащиеся могут осваивать самостоя­
тельно или под руководством учителя в классах, которые изучают математику 
по программе академического уровня. Материал можно также использовать 
для систематического углубленного изучения курса алгебры и начал анализа 
в школах, лицеях и гимназиях физико-математического профиля или в клас­
сах с углубленным изучением математики.

В начале многих параграфов приведены справочные таблицы, в которых 
содержатся основные определения, свойства и ориентиры для поиска плана 
решения задач по теме. Для ознакомления с основными идеями решения при­
ведены примеры, содержащие, кроме самого решения, комментарий, который 
должен помочь составить план решения аналогичного задания.

Для закрепления, контроля и самоконтроля усвоения учебного материала 
после каждого параграфа предлагаются вопросы и упражнения. Ответы на эти 
вопросы и примеры решения аналогичных упражнений можно найти в тек­
сте параграфа. Система упражнений к основному материалу представлена на 
трех уровнях. Задачи среднего уровня обозначены символом «°», несколько 
более сложные задачи достаточного уровня приведены без обозначений, а за­
дачи высокого уровня сложности обозначены символом «*». Для многих задач 
углубленного уровня также предложены специальные ориентиры, которые 
позволят освоить методы их решения. Ответы и указания к подавляющему 
большинству упражнений приведены в соответствующем разделе. О проис­
хождении понятий, терминов и символов вы сможете узнать, прочитав «Све­
дения из истории». В приложении приведен материал по теме «Комплексные 
числа», позволяющий расширить понятие числа и ознакомиться с комплекс­
ными числами, которые широко используются как в самой математике, так 
и в различных отраслях науки и техники.



§ 1. ПОНЯТИЯ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ 
И НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ

Т абл и ц а  1

Понятие предела функции в точке

Пусть задана некоторая функция, например /  (х) = 2х -  1.
Рассмотрим график этой функции и таблицу ее значений в точках, которые 
на числовой прямой расположены достаточно близко к числу 2.

=  2х -  1 X 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1

--->
X /  (*) 2,8 2,98 2,998 3,002 3,02 3,2

Из таблицы и графика видно, что чем ближе аргумент х к числу 2 (обозна­
чают: X —> 2 и говорят, что X стремится к 2), тем ближе значение функции 
/  (х) = 2х — 1 к числу 3 (обозначают /  (х) —> 3 и говорят, что /  (х) стремится 
к 3). Это записывают также так: lim (2 x -l) = 3 (читается: «лимит 2х -  1

х —>2

при х, стремящемся к 2, равен 3») и говорят, что предел функции 2х -  1 
при х, стремящемся к 2 (или предел функции в точке 2), равен 3.

В общем случае запись lim /(x ) = B обозначает, что при х —> a f (х) —> В,
х —> а

то есть В — число, к которому стремится значение функции /(х ) , когда 
х стремится к а.
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Пр о д ол ж ен и е  табл. 1

2. Запись обозначений х ^ а и / ( х ) ^ В с  помощью знака модуля

Обозначение 
и его смысл Иллюстрация Запись с помощью 

знака модуля

х  —> а
На числовой прямой 
точка х находится от 
точки а на малом рас­
стоянии (меньше 8).

8 8

а - 8 ^ a-i-8 х | х -  а | < 8*

/ (х) ^  В
Значение / (х) на чис­
ловой прямой нахо­
дится на малом рас­
стоянии от точки В 
(меньше є).

Є є

В - г  \ В  /  В +  е у

@ )

| / (х) -  В | < є

3. Определение предела функции в точке"

Число В называется пределом функции f  (х) в точке а (при х, 
стремящемся к а), если для любого положительного числа є 

1Ш 1 Т ( х ) - л  найдется такое положительное число 8, что при всех х Ф а, 
удовлетворяющих неравенству х -  а \ <  8, выполняется не­
равенство / (х) -  В \ <  є.

4. Свойства предела функции
Смысл правил 

предельного перехода
Запись и формулировка правил 

предельного перехода

Если / (х) = с, то 
при х —> a f (х) —> с.

lime = с
а

Предел постоянной функции равен самой посто­
янной.

Если при х —> а 
f  (х) —> А  и g (х) —> В, 

то:
/ (х) ± g  (х) —> А  ± В.

lim (/(x) ± g'(x)) = lim /(x) ± limg'(x)
х —> а х —> а х —> а

Предел суммы (разности) двух функций равен 
сумме (разности) их пределов, если пределы 
слагаемых существуют.

* Если значение х удовлетворяет неравенству | х -  а \ < S, то говорят, что точ­
ка х находится в S-окрестности точки а.

“  Это определение обязательно только для классов физико-математического 
профиля.
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Пр одол ж ен и е  табл. 1

/  (х) • g (х) -»  А - В

lim (/(x) • g'(x)) = lim/(x) • limg'(x)x—»a x—> a x—» a
Предел произведения двух функций равен произ­
ведению их пределов, если пределы множителей 
существуют.

с • f (я) —> с • А
lim (с ■ /(х)) = с ■ lim /(х)х—»а х—>а

Постоянный множитель можно выносить за 
знак предела.

*г д а В ’ ! 0 >

f(x) lim f W  ,
lim = Г ‘ (гд е 1 іт г (х )*0 )

Предел частного двух функций равен частішому 
их пределов, если пределы числителя и знаме­
нателя существуют и предел знаменателя не 
равен нулю.

5. Непрерывность функции в точке
О п р е д е л е н и е . Функция f (х) называется непрерывной в точке а, 

если при х —> a f (х) —> /  (а), то есть 
lim/ (х) = /  (а).X—> а

Если функция f (х) непрерывна в каждой точке некоторого промежутка 
I, то ее называют непрерывной на промежутке I.
Если функции f (х) и g (х) непрерывны в точке а, то сумма, про­
изведение и частное непрерывных в точке а функций непрерывны 
в точке а (частное в случае, когда делитель g (а) Ф 0).
Графиком функции, непрерывной на промежутке, 
линия на этом промежутке.

является неразрывная

Все элементарные функции* непрерывны в каждой точке своей области 
определения, поэтому на каждом промежутке из области определения их 
графики — неразрывные линии.
Если на интервале (а, Ь) функция /  (х) непрерывна и не обращается в нуль, 
то она сохраняет постоянный знак на этом интервале.

* Элементарными обычно называют функции: у = с (с = const); у = хп, п є N; 
у = у[х, п є N; у = аг (а > 0); у = log„ х (а > 0, а Ф 1); у = sin х; у = cos х; у = tg х; 
у = ctg х; у = arcsin х; у = arccos х; у = arctg х; у = arcctg х, а также все функции, 
которые получаются из перечисленных выше с помощью конечного количества 
действий сложения, вычитания, умножения, деления и образования сложной 
функции (функции от функции).
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О к он ч ан и е  табл. 1
6. Метод интервалов (решение неравенств вида / (х) §  0)
План Пример

1. Найти область допус­
тимых значений (ОДЗ) 
неравенства.

2. Найти нули функции:
/ (х) = 0.

3. Отметить нули на ОДЗ 
и найти знак функции 
/ (х) в каждом из про­
межутков, на которые 
разбивается ОДЗ.

4. Записать ответ, учи­
тывая знак данного 
неравенства.

„  х2 —16 
Решите неравенство , -----> 0.

у х  + 3 — 3
х2 -16

► Пусть / (х) = . ----- . Функция / (х) непре-
v x + 3 —3

рывна на каждом из промежутков своей области 
определения как частное двух непрерывных 
функций, поэтому для решения можно использо­
вать метод интервалов.

Гх + 3>0, Гх> -3 , Гх > -3 ,
1. ОДЗ: -------  .-------  Тогда

[ух  + 3 — 3ф 0, [ух  + З^З . [х^б .
2. Нули функции: / (х) = 0.

X 16 х2 _ IQ _ о, 
у  х + 3 — 3

х1 = 4 (входит в ОДЗ), 
х2 = —4 (не входит в ОДЗ).

3 - 3 ^  х
Ответ: [ -3 ; 4) U (6; +оо) <|

■  Объяснение и обоснование
1. Понятие предела функции в точке. Простейшее представление о преде­
ле функции можно получить, рассматривая график функции у = 2х — 1 
(рис. 1.1). Из этого графика видно: чем ближе выбираются значения ар­
гумента на оси Ох к числу 2 (это обозначается х —> 2 и читается: «х стре­
мится к 2»), тем ближе будет значение f (х) на оси Оу к числу 3.

Это можно записать так:
/  (х) —> 3 при х —> 2, или lim (2 х -1 ) = 3.Х̂>2

Знак lim (читается: «лимит») — краткая за­
пись латинского слова limes (лимес), что означает 
«предел».

В общем виде запись lim f  (х) = В означает, что
х —> а

при х —> а значение /  (х) —> В, то есть В — число, 
к которому стремится значение функции /  (х), ког­
да х стремится к а.
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Чтобы дать определение предела функции /  (х) в точке а, напомним, 
что расстояние между точками х и а на координатной оси Ох — это мо­
дуль разности | х -  а , а расстояние между точками /  (х) и В на коорди­
натной оси Оу — это модуль разности | /  (х) -  В |.

Тогда запись х —> а означает, что на числовой прямой точка х на­
ходится от точки а на малом расстоянии, например меньше какого-то 
положительного числа 8 (рис. 1.2). Это можно записать так: | х — а \ < 8. 
Обратим внимание, что запись х —> а означает, что х стремится к а, но 
не обязательно его достигает, поэтому в определении предела функции 
в точке а рассматривают значения х Ф а. Также обратим внимание, что 
в случае, когда значение х удовлетворяет неравенству | х — а \ <  8, гово­
рят, что точка х находится в 8-окрестности точки а.

Рис. 1.2 Рис. 1.3
Аналогично запись /  (х) —> В означает, что значение /  (х) на число­

вой прямой находится на малом расстоянии от В, например меньше 
какого-то положительного числа є (рис. 1.3). Это можно записать так:
| /  (х) -  В | <  є.

Тогда можно дать следующее определение предела функции в точке: 
число В называют пределом функции f (х) в точке а (при х, стремящем­
ся к а), если для любого положительного числа є найдется такое поло­
жительное число 8, что при всех х Ф а, удовлетворяющих неравенству 
| х -  а | <  8, выполняется неравенство \ f (х) -  В \ < є.

Нахождение числа В по функции /  называют предельным переходом. 
При выполнении предельных переходов можно пользоваться такими 
правилами*:

Если нам известны пределы функций f (х) и g (х), то для выполнения 
предельного перехода над суммой, произведением или частным этих 
функций достаточно выполнить соответствующие операции над пре­
делами этих функций (для частного только в том случае, когда предел 
знаменателя не равен нулю).

Иными словами, если при х —> a f (х) —> А  и g (х) —> В, то

/  (х) +  g (х) —» А + В f (х) • g (х) -»  А- В f  (X) ? А
g  (х) В

(где В Ф 0).

* Обоснование правил предельного перехода, а также примеры использования 
определения для доказательства того, что число В является пределом функции 
/  (х) при х —> а, приведены в § 6.
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Отметим также, что в случае, когда функция /  (х) является постоян­
ной, то есть при всех значениях х значение /  (х) равно с, следовательно, 
и при х —> а значение /  (х) —> с. Таким образом, предел постоянной равен 
самой постоянной.

Обратим внимание, что согласно определению предел функции /  (х) 
при х, стремящемся к а, можно вычислить и тогда, когда значение х = а 
не входит в область определения функции /  (х). Например, областью

определения функции / (х) = — являются все действительные числа, кро- 

ме числа 0. Для всех х Ф 0 выполняется равенство — = 1. Тогда при х —> 0
X

значение ——>1, то есть lim —= 1.X Х̂ О X
2. Понятие непрерывности функции. Если значение х = а входит в об­
ласть определения функции /  (х), то при х —> а для многих функций зна­
чение /  (х) —> /  (а), то есть lim f  (х) = f  (а). Такие функции называются не-X—>а
прерывными в точке* а. Если функция /  (х) непрерывна в каждой точке 
некоторого промежутка I, то ее называют непрерывной на промежутке I.

Графики непрерывных функций изображаются непрерывными (не­
разрывными) кривыми на каждом промежутке, который полностью вхо­
дит в область определения. На этом и основывается способ построения 
графиков «по точкам», которым мы постоянно пользовались. Все из­
вестные вам элементарные функции непрерывны в каждой точке своей 
области определения (см. также § 7), и это можно использовать при по­
строении графиков и вычислении пределов функций.

Например, поскольку многочлен является непрерывной функцией, то

lim (х3 -З х  + 1) = /  (2) = 23 - 3 - 2  + 1 = 3.Х̂ 2
Из правил предельного перехода следует, что в случае, когда функ­

ции f (х) и g (х) непрерывны в точке а, сумма, произведение и частное

непрерывных в точке а функции непрерывны в точке а (частное ------
g(x)

в случае, когда g (а) Ф 0).
Например, функция /(х ) = х 2 + \/х непрерывна как сумма двух 

непрерывных функций. (Действительно, lim /(х ) = lim (х2 + л/х) = lim х 2 +
я —>а х ^ а  х ^ а

+ lim \/х = а2 + i[a = f(a), а значит, функция /  (х) — непрерывная.)
х —>а

Отметим еще одно важное свойство непрерывных функций, полное 
доказательство которого приводится в курсах математического анализа.

* Если в точке х  = а не выполняется условие lim f(x ) = f(a), то функцию /  (х)х—>а
называют разрывной в точке а (а точку а — точкой разрыва функции /  (х)).
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Если на интервале (а, Ъ) функция /  (х) непрерывна и не обращается 
в нуль, то на этом интервале она сохраняет постоянный знак.

Это свойство имеет простую наглядную иллюстрацию. Допустим, что 
функция /  (х) на заданном интервале изменила свой знак (например, «—» 
на «+»). Это означает, что в какой-то точке х1 значение функции отрица­
тельно ( /  (хх) <  0), и тогда соответствующая точка М  графика функ­

ции находится ниже оси Ох. В некоторой 
точке х2 значение функции положительно 
( / ( * 2) >  0), и соответствующая точка N гра­
фика находится выше оси Ох.

Но если график функции (который являет­
ся неразрывной линией) перешел из нижней 
полуплоскости относительно оси Ох в верх­
нюю, то он обязательно хотя бы один раз на 
заданном интервале пересек ось Ох, напри­
мер в точке х0 (рис. 1.4). Тогда f (х0) = 0, что 
противоречит условию. Следовательно, наше 
предположение неверно и на заданном интер­
вале функция не может изменить свой знак. 

На последнем свойстве непрерывных 
функций основывается метод решения неравенств с одной переменной, 
называемый методом интервалов, который мы применяли в 10 классе.

Действительно, если функция /  непрерывна на интервале I  и обраща­
ется в нуль в конечном числе точек этого интервала, то по сформулирован­
ному выше свойству непрерывных функций интервал I  разбивается эти­
ми точками на интервалы, в каждом из которых непрерывная функция /  
сохраняет постоянный знак. Чтобы определить этот знак, достаточно вы­
числить значение функции /  в любой точке каждого из таких интервалов.

Схема решения неравенств вида /  (х) а® 0 методом интервалов приве­
дена в учебнике для 10 класса (§ 4) и в п. 6 табл. 1.

Примеры решения задач

Задача 1 Является ли функция непрерывной в каждой точке данно­
го промежутка:
1) /( х )  = X s -  Зх2 +  2, (-оо; +оо);

2) g(x) = ̂ ---- [5; +оо);
2х -  6

3) g(x) = ̂ ,  (0; -Ьоо)? 
2х -  6

Решение Комментарий
► 1) Областью определения функ­
ции /  (х) является множество всех 
действительных чисел R. Многочлен

Многочлен /(х )  и дробно-рацио­
нальная функция g (х) являются 
непрерывными в каждой точке их
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является непрерывной функци­
ей в каждой точке своей области 
определения, поэтому в каждой точ­
ке промежутка (-о о ; +оо) функция 
/  (х) непрерывна.

2), 3) Область определения функ­
ции ^Дх): х Ф 3, то есть

D(g) = (-оо; 3) U (3; +оо). 
Дробно-рациональная функция g (х) 
является непрерывной в каждой точ­
ке ее области определения.

Промежуток [5; +оо) полностью 
входит в область определения этой 
функции, поэтому в каждой точке 
промежутка [5 ;+оо ) функция g (х) 
непрерывна.

Промежуток (0; +оо) содержит 
точку 3, которая не входит в область 
определения функции g (х). Следо­
вательно, в этой точке функция g (х) 
не может быть непрерывной (не су­
ществует значение g (3)), поэтому 
функция g (х) не является непре­
рывной в каждой точке промежутка 
(0 ; +оо). <|

области определения (в частно­
сти, функция g(x) непрерывна как 
частное двух многочленов — непре­
рывных функций при условии, что 
знаменатель дроби не равен нулю). 
Значит, в каждом из заданий необ­
ходимо найти область определения 
данной функции и сравнить ее с за­
данным промежутком.

Если этот промежуток полностью 
входит в область определения соот­
ветствующей функции, то эта функ­
ция будет непрерывной в каждой 
точке заданного промежутка, а если 
нет, то функция не будет непрерыв­
ной в тех точках, которые не входят 
в ее область определения.

Задача 2 Выясните, к какому числу стремится функция f  (х) = 

при х —> 0.

Решение Комментарий
► Дробно-рациональная функция 
/  (х) является непрерывной в каж­
дой точке ее области определения 
(х Ф 5). Число 0 входит в область 
определения этой функции, поэтому 
при х —> 0 значение

О2 -1/  (х) —> /  (0) = - — -
0 - 5

1
ь

Ответ: д
ь <

Фактически в условии задачи го­
ворится о нахождении предела 
функции /  (х) при х —> 0. Дробно­
рациональная функция /  (х) являет­
ся непрерывной в каждой точке ее 
области определения (х Ф 5) как 
частное двух непрерывных функ­
ций — многочленов. Учитывая это, 
получаем, что при х —> 0 значение 
/  (х) —> f (0), то есть lim f  (х) = f  (0).

Задача 3" Найдите: 1) lim (х3 + 2 х -1 );Х̂>3 2) lim
х  —>1

2 г»х  - 9 .  
X -  5 ’

3) lim - — і
х—> 1 X — 1
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Решение Комментарий
► 1) Многочлен f (х) = Xs + 2х -  1 яв­
ляется непрерывной функцией в каж­
дой точке числовой прямой, поэтому 
lim (х3 + 2 х -1 )  = /(3 ) = 33 + 2 -3 -1  = 32.
х —>3

2) Дробно-рациональная функ-
X 2 -  9ция f  (х) = -------является непрерыв­

ной в каждой точке ее области опре­
деления (х Ф 5). Число 1 входит 
в область определения этой функ­
ции, поэтому

-9lim ;X—>1 9 =/(!)=1X -  5 
3) При X Ф 1
х2-1  (х-Щх + 1)

- =  2 .

X ~ 1
Тогда

X -1

1 -5

= Х + 1 = ф (х).

lim —
х —>1 X ■

— = lim -х 1)(х + 1)
х -1

= lim (х + 1) = ср(1) = 1 + 1 = 2.<|X—>1

Многочлены и дробно-рацио­
нальные функции являются не­
прерывными в каждой точке их 
областей определения. Это означа­
ет, что в том случае, когда число а 
(к которому стремится х) входит 
в область определения функции /  (х) 
(задания 1 и 2), получаем 

lim f  (х) = f  (а).
х —>а

Если же число а не входит в об­
ласть определения функции /  (х) 
(задание 3), то пытаемся выполнить 
тождественные преобразования вы­
ражения /  (х) при х Ф а, получить 
функцию, определенную при х = а, 
а затем использовать непрерывность 
полученной функции при х = а 
(в данном случае функции 
ер (х) = х +  1 при х = 1).

Напомним, что обозначение х —> а 
означает только то, что х стремит­
ся к а (но не обязательно принима­
ет значение а), и поэтому при х —> 1 
значение х +  1 —>1 +  1 = 2.

Пример 4* Решите неравенство
х - 4

\І8~-
< 1.

Решение Комментарий
► Заданное неравенство равносильно

X — 4
неравенству . - К О .  Посколь- 

•\/8 + х
х  -  4

ку функция /  (х) = . - 1  непре-
V8 + x

рывна в каждом из промежутков сво­
ей области определения, то можно 
применить метод интервалов.
1. ОДЗ: 8 +  х >  0. Тогда х >  -8 .

2. Нули /  (х): Х. 4 - 1  = 0. Из это-
V 8 + х

го уравнения получаем уравне­
ния-следствия:

Заданное неравенство можно ре­
шить или с помощью равносильных 
преобразований, или методом интер­
валов. Если мы выберем метод ин­
тервалов, то сначала неравенство не­
обходимо привести к виду /  (х) > 0.

Для того чтобы решить неравен­
ство методом интервалов, достаточно 
убедиться, что функция /(х )  непре­
рывна (это требование всегда выпол­
няется для всех элементарных функ­
ций /  (х)), и использовать известную 
схему решения:
1) Найти ОДЗ неравенства.
2) Найти нули функции: f (х) = 0.
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3) Отметить нули на ОДЗ и найти 
знак функции / (х )  в каждом из 
промежутков, на которые разби­
вается ОДЗ.

4) Записать ответ, учитывая знак 
данного неравенства.
При нахождении нулей /(х )  можно 

следить за равносильностью выполнен­
ных (на ОДЗ) преобразований получен­
ного уравнения, а можно использовать 
уравнения-следствия и в конце выпол­
нить проверку найденных корней.

Записывая ответ к нестрогому 
неравенству, необходимо учесть, что 
все нули функции должны войти в от­
вет (в данном случае — число 8).

Чтобы найти знак функции /  (х) 
в каждом из полученных промежут­
ков, достаточно сравнить величину 

х —4
дроби . с единицей в любой точ-

V8 + X
ке из выбранного промежутка.

1. Объясните, что обозначают записи х —> а и /  (х) —> В.
2. Объясните, что обозначает запись lim /(x )  = £ .

х —> а

3. Если при х —> a f (х) —> А  и g (х) —> В, то к каким числам при
f  (#)х —> а будут стремиться функции: /  (х) ±  g (х); /  (х) g (х); ------  (если
g(x)

В *  0)?
4. Когда функция /(х )  называется непрерывной в точке а? Приведите 

примеры.
5. Какая функция называется непрерывной на промежутке? Что можно 

сказать о графике такой функции на рассмотренном промежутке?
6. На каком свойстве непрерывной функции основывается метод реше­

ния неравенств вида /  (х) 3: 0? Объясните, опираясь на графическую 
иллюстрацию, справедливость этого свойства.

7. Охарактеризуйте план решения неравенства вида /  (х) §! 0 методом 
интервалов. Приведите пример решения неравенства методом интер­

= 1, х -  4 = V 8 + х ,

х2 -  8х +  16 = 8 +  х, 
х2 -  9х +  8 = 0, хЛ = 1, х2 = 8. 

Проверка показывает, что х = 1 — 
посторонний корень, а х = 8 — ко­
рень.
3. Отмечаем нуль функции на ОДЗ 

и находим знак /  (х) в каждом из 
промежутков, на которые разби­
вается ОДЗ (рис. 1.5).

- 8  8 х
Рис. 1.5

Ответ: ( -8 ; 8]. <1

Вопросы для контроля

валов.
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■  Упражнения

1°. Являются ли непрерывными в каждой из точек х = —1, х = 1, х = 3 
функции, графики которых изображены на рис. 1.6?

в г
Рис. 1.6

2. Является ли функция непрерывной в каждой точке данного проме­
жутка:

1) /  (х) = X2 4 -  Зх, ( - о о ;  + о о ) ;

з) f ( x) = j z ?» t2 ; + ° ° )?

2) /(х )  =
х -  2 (0 ;  + о о ) ;

3. Выясните, к какому числу стремится функция /(х ) ,  если:

1) /(х )  = х2 -  5х +  1 при х —> 1;
. 2х + 5 _2) f  (х) = —з—  при х —> 2;

3) f  (х) = х при х —> - 1 ; 4) /(х )  = 2х
при х —> 3.

4я. Найдите:

1) lim(X +Х + 5); 2) lim
ж-»-і 4х + 1

3) lim х -  З
х - 9

X -1 6
х^-4 X + 4

4) lim
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5. Решите неравенство методом интервалов: 

1) (х 2 - 9 ) ( V x - l - l ) < 0 ; 2)

Зх - 2 х - 1
3) —f = ----- < 0 ; 4)

2х - 1  
V2х - 2  -  2

л /х - 3  - 1  * ‘ -1 6
6. Найдите область определения функции:

>  0.

! )  У = ̂
х - 5

12-\/х + 2
________і

2) у = {х -^ 2 х -1 ^  8 ;

3) у = ̂ (х4 - 4 х 2 +3)| 2 х -3 | ;
____  і

5 -V x - 3
4) У =

х - 4

§2 ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ,
ЕЕ МЕХАНИЧЕСКИЙ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ

Т абл и ц а  2

1. Понятия приращения аргумента и приращения функции в точке х0

Пусть х — произвольная точка, лежащая в некоторой окрестности фикси­
рованной точки х0 из области определения функции /(х ) .

Приращение аргумента Приращение функции

Дх = х — х0
Д/ = / (х„ + Дх) -  / (х„)

Дх > 0
У

/(х0+ Дх) 
f(x  о)

y = f(x)

____________ Ґ  N ___=> Af
Х„ X г  !

Дх < 0 ' і д * ;

х х0 0 х0 х0+ Д х  х

2. Запись непрерывности функции через приращения аргумента и функции

Функция /( х )  будет непрерывной в точке х0 тогда и только тогда, 
когда малому изменению аргумента в точке х0 отвечают малые измене­
ния значений функции, то есть

функция /  (х) непрерывна в точке х0 <=> при Дх —> 0 Д/ —> 0
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Пр одол ж ен и е  табл. 2
3. Задачи, приводящие к понятию производной

I. Мгновенная скорость движения точки по прямой

x(t) — координата х точки в момент времени t;

x(t0) x(t0+At)

x ( tQ + At) - x ( t 0) _  Ax ' 
At At 9

VМГН= lim —
At —>0 At

II. Касательная к графику функции

Касательной к графику функции в данной точ­
ке М  называется предельное положение секу­
щей MN.

Когда точка N приближается к точ­
ке М  (перемещаясь по графику 
функции у = f (х)), то величина 
угла NMT приближается к величи­
не угла ер наклона касательной МА 
к оси Ох.

Поскольку tg ANMT = ̂ — = — , то
М Т  Ах

4. Определение производной

У = f{x)

у = lim —
Ах^О Ах

у' = limДх̂>0
f ( x 0 + A x ) - f ( x 0) 

Ах

Производной функции у = f (я) в точке х0 
называется предел отношения приращения 
функции в точке х(1 к приращению аргумен­
та, когда приращение аргумента стремится 
к нулю.

Операция нахождения производной назы­
вается дифференцированием.
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О к он ч ан и е  табл. 2
5. Производные некоторых элементарных сзункций

с' = 0
(с — посто­

янная)
(х)' = 1 (х2)' = 2х ( - )  - — у (х  Ф 0)

\х/ X № ) ' = Л М * > ° >

6. Геометрический смысл производной и уравнение касательной 
к графику функции у = f(x)

Г  (* о ) = tg ф
k — угловой коэффициент 

касательной,
k = tg ф = f  (х0) |;

У = f(x 0) + г  (х0)(х -  х0) — уравне­
ние касательной к графику функ­
ции у = f (х) в точке с абсциссой х0.

Значение производной в точке х0 
равно тангенсу угла наклона каса­
тельной к графику функции в точке 
с абсциссой х(1 и угловому коэффи­
циенту этой касательной.
(Угол отсчитывается от положи­
тельного направления оси Ох про­
тив часовой стрелки.)

7. Механический смысл производной

Производная характеризует скорость изменения функции

В частности, производная по време­
ни является мерой скорости изме­
нения соответствующей функции. 
Производную по времени использу­
ют для описания различных физи­
ческих величин.

Например, мгновенная скорость v 
неравномерного прямолинейного дви­
жения —  это производная функции, 
выражающей зависимость пройденно­
го пути s от времени t.

8. Зависимость между дифференцируемостью и непрерывностью функции
Если функция f (х) дифференцируема в точке х0, 

______________________ то она непрерывна в этой точке._______________________
Если функция /  (х) дифференцируема на промежутке (то есть в каждой 

его точке), то она непрерывна на этом промежутке.

s = s (t) — зависимость пройденно­
го пути от времени

v = s'(t) — скорость прямолиней­
ного движения

а = v' (t) — ускорение прямолиней­
ного движения
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■  Объяснение и обоснование

1. Понятия приращения аргумента и приращения функции. Часто нас 
интересует не значение какой-то величины, а ее приращение. Например, 
сила упругости пружины пропорциональна удлинению пружины, рабо­
та — это изменение энергии и т. д.

Приращение аргумента или функции традиционно обозначают боль­
шой буквой греческого алфавита Д (дельта). Дадим определение прира­
щения аргумента и приращения функции.

Пусть х — произвольная точка, лежащая в некоторой окрестности 
фиксированной точки х0 из области определения функции /(х ) .
Разность х -  Яо называют приращением независимой переменной (или 
приращением аргумента) в точке х0 и обозначают Ах (читают: «дельта 
икс»):

Ах = х — х0.

Из этого равенства имеем
х = х0 +  Ах, (1)

то есть первоначальное значение аргумента х0 получило приращение Ах. 
При Ах > 0 значение х больше, чем х0, а при Ах < 0 значение х меньше, 
чем х0 (рис. 2.1).

Тогда при переходе аргумента от точки х0 к точке х значение функ­
ции изменилось на величину Д / = /  (х) -  /  (х0).

Учитывая равенство (1), получаем, что функция изменилась на величину

Af = f (х0 + Ах) -  f (х0) (2)

(рис. 2.2), которую называют приращением функции f в точке х0, соответ­
ствующим приращению аргумента Ах (символ Д / читают: «дельта эф»).

Из равенства (2) получаем /  (х0 + Дх) = /  (х0) +  Д /.

Ах > 0

х х0

Рис. 2.1

При фиксированном х0 приращение Д / является функцией от при­
ращения Дх.

Если функция задается формулой у = f (х), то Д / называют также 
приращением зависимой переменной у и обозначают через Ау.
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Например, если y = f(x) = x2, то приращение Ау, соответствующее 
приращению Ах, равно

Ay = f(xQ+ Ах) -  /  (х0) = (х0 + Ах)2 -  Хд = х20 + 2х0 Ах + (Ах)2 -  х 2 = 2х0 Ах + (Ах)2.

2. Запись непрерывности функции через приращения аргумента и функ­
ции. Напомним, что функция /  (х) является непрерывной в точке х0, если 
при х —> х0 /  (х) —>/(х0), то есть lim /(x) = /( х 0). Но если х —> х0, то х -  х0 —> О,X—>х0
то есть Дх —» 0 (и наоборот, если Дх —» 0, то х -  х0 —> 0, то есть х —» х0). Сле­
довательно, условие х —> х0 эквивалентно условию Дх —» 0. Аналогично 
утверждение /  (х) —> /(х 0) эквивалентно условию /  (х) -  /  (х0) —> 0, то есть 
Д / —» 0. Таким образом, функция /(х )  будет непрерывной в точке х0 тогда 
и только тогда, когда при Дх —> 0 Д / —> 0, то есть если малым изменени­
ям аргумента в точке х0 соответствуют малые изменения значений 
функции. Именно вследствие этого свойства графики непрерывных функ­
ций изображаются непрерывными (неразрывными) кривыми на каждом из 
промежутков, которые полностью входят в область определения функции.

3. Задачи, приводящие к понятию производной
I. Мгновенная скорость движения точки по прямой. Рассмотрим задачу, 
известную из курса физики,— движение материальной точки по пря­
мой. Пусть координата х точки в момент времени t равна x(t). Будем 
считать, что движение происходит непрерывно (как это мы наблюдаем 
в реальной жизни). Попробуем по известной зависимости х (t) опреде­
лить скорость, с которой точка движется 
в момент времени t0 (так называемую мгно­
венную скорость). Рассмотрим промежу­
ток времени от t0 до t = t0 + At (рис. 2.3).
Определим среднюю скорость на промежутке 
\tQ-, t0 + Д£] как отношение пройденного пути 
ко времени движения:

Ах

x(i0) x(t0+At) х

Рис. 2.3

vср
x ( t 0 + А t ) - x ( t 0) _  Дх 

At At  ’

Для определения мгновенной скорости точки в момент времени t0 сде­
лаем так, как вы делали на уроках физики: возьмем промежуток времени 
продолжительностью At, вычислим среднюю скорость на этом промежутке 
и начнем уменьшать промежуток At до нуля (то есть уменьшать отрезок 
[f0; t\ и приближать t к t0). Мы заметим, что значение средней скорости 
при стремлении At к нулю будет стремиться к некоторому числу, которое 
и считается значением скорости в момент времени t0. Иными словами, 
мгновенной скоростью в момент времени t0 называется предел отношения

—1, если At —> 0 , то есть
At

,. Ах = І1Н1----
Д£—>0 At
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Например, рассмотрим свободное падение тела. Из курса физики из­
вестно, что в этом случае зависимость пути от времени задается формулой

1) Найдем сначала As: 

A s = s(t0 + A t)-s(t0) =

s(t) = 2~.
2

g (t0 + A t)2 g t2 _  g ( t2 + 2t0At + (At)2 - t 2) _  g(2t0At + (At)2)

04 xj ” ,, 4 As g(2t0At + (At) ) gAf2) Найдем среднюю скорость: vcp(t0) = — = ----- --------= gt0+-£̂ —.
2At

3) Выясним, к какому числу стремится отношение при At —> 0: это 

и будет мгновенная скорость в момент времени t0.

Если At —> 0, то -£̂  = ~ A i —>0, а поскольку gt0 — величина постоян­

ная, то gt0 + ^ -----> gt0. Последнее число и есть значением мгновенной

скорости точки в момент времени t0. Мы получили известную из фи­
зики формулу v = gt (тогда v (t0) = gt0). Используя понятие предела,

это можно записать так: v(tn) = lim —  = gtn.
At—>0 At

II. Касательная к графику функции. Наглядное представление о ка­
сательной к кривой можно получить, изготовив кривую из плотного 
материала (например, из проволоки) и прикладывая к кривой линейку 
в выбраной точке (рис. 2.4). Если мы изобразим кривую на бумаге, а за­
тем будем вырезать фигуру, ограниченную этой кривой, то ножницы 
также будут направлены по касательной к кривой.

Попробуем перевести наглядное представление о касательной на бо­
лее точный язык.

Пусть задана некоторая кривая и точка М  на ней (рис. 2.5). Возьмем 
на этой кривой другую точку N и проведем прямую через точки М  и N. 
Эту прямую обычно называют секущей. Начнем приближать точку N 
к точке М. Положение секущей MN  будет изменяться, но при прибли­
жении точки N к точке М  оно начнет стабилизироваться.
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Касательной к кривой в данной точке М  называется предельное по­
ложение секущей MN.
Чтобы записать это определение 

с помощью формул, будем считать, 
что кривая — это график функции 
у = f (х), а точка М, находящаяся на 
графике, задана координатами (х0; у,,) =
= (х0; f (х0)). Касательной является не­
которая прямая, проходящая через 
точкуМ  (рис. 2.6). Чтобы построить 
эту прямую, достаточно знать угол ср 
наклона касательной* к оси Ох.

Пусть точка N (через которую проходит секущая MN ) имеет абсциссу 
х0 + Ах. Когда точка N, перемещаясь по графику функции у = f (х), 
приближается к точке М  (это будет при Дх —> 0), величина угла NMT 
приближается к величине угла ср наклона касательной МА  к оси Ох.

Поскольку tg ZNMT ----- = — , то при Дх —> 0 значение tg Z  NMT при-
М Т Ах *

ближается к tg ср, то есть

tg ср = lim —
Дх̂ *о Ах

Фактически мы пришли к той же задаче, что и при нахождении мгно-
„ „ Д у ,венной скорости: наити предел отношения выражения вида —  (где

Дх
У = f (х) — заданная функция) при Дх —> 0. Найденное таким образом 
число называют производной функции у = f (х) в точке х0.

4. Определение производной
Производной функции у = f (х) в точке х0 называется предел от­
ношения приращения функции в точке х0 к приращению аргумента, 
когда приращение аргумента стремится к нулю.
Производную функции у = f (х) в точке х0 обозначают f'(x 0) (или 

у' (х0)) и читают: «эф штрих в точке х0». Коротко определение произво­
дной функции y = f(x ) можно записать так:

у' = lim At.
Дх—>о Дх

Учитывая определение приращения функции у = f (х) в точке х0, со­
ответствующего приращению Дх, определение производной можно за­
писать также следующим образом:

, = И т /(х0 + Ах)-/(х0) |
У  Дх—>о Дх

Будем рассматривать невертикальную касательную (то есть ср Ф 90°).
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Функцию /  (х), имеющую производную в точке х0, называют диф­
ференцируемой в этой точке. Если функция /  (х) имеет производную 
в каждой точке некоторого промежутка, то говорят, что функция диффе­
ренцируема на этом промежутке. Операцию нахождения производной 
называют дифференцированием.

Для нахождения производной функции у = f (х) согласно определе­
нию можно пользоваться такой схемой:
1. Найти приращение функции Ау = / ( х 0 +  Дх) -  / ( х 0), соответствую­

щее приращению аргумента Дх.

2. Найти отношение — .
Дх

3. Выяснить, к какому пределу стремится отношение —  при Дх —> 0.
Дх

Это и будет производной данной функции.

5. Производные некоторых элементарных функций. Обоснуем, пользу­
ясь предложенной схемой, формулы, приведенные в п. 5 табл. 2.
1. Вычислим производную функции у = с, то есть /  (х) = с, где с — по­

стоянная.
•  1) Найдем приращение функции, соответствующее приращению аргу­

мента Дх: Ay = f (х0 + Ах) -  f (х0) = с -  с = 0.

2) Найдем отношение —  = — = 0.
Дх Дх

3) Поскольку отношение —  постоянно и равно нулю, то и предел
Дх

этого отношения при Дх —> 0 равен нулю. Следовательно, у' = 0, 
то есть

с' = 0. О
2. Вычислим производную функции у = х, то есть /  (х) = X.
•  1) Ay = f (х0 + Ах) -  f (х0) = х0 +  Дх -  х0 = Дх.

2 ) Ау _  Дх _  ^
Дх Дх

3) Поскольку отношение —  постоянно и равно 1, то и предел этого
Дх

отношения при Дх —> 0 равен единице. Следовательно, у' = 1, 
то есть

х' = 1. О
3. Вычислим производную функции у = х2, то есть /  (х) = X2.
•  1) Ay = f(x0 + Д х)- / (х0) = (х0 + Д х)2 -Xg =Xq + 2 х0 Дх  + (Дх )2 - х„ =

= 2х0 Дх + (Дх)2.

Ау
Ах

2х0 Лх + (Лх)2 

Дх
— 2х0 + Дх.2)
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3) При Дх —> 0 значение = 2х0 + Ах —> 2х0. Это означает, что

у' (х0) = 2х0. Тогда производная функции у = х2 в произвольной точ­
ке х равна у' (х) = 2х. Таким образом,

( X2)' = 2х. О

4. Вычислим производную функции у = —, то есть/(х) = —. 

•  1) Ay = f  (х0 + Ах) -  /  (х0) =

X X
1 1 _  * 0 -  (х 0 + Ах) _  -Ах

х0 + Ах х0 (х0 + Дх)х0 (х0 + Дх)х0

-Ах -1
2) —  = -Ах (х0 + Дх)х0 • Ах (х0 + Дх)х0

3) При Дх —> 0 значение х0 +  Дх —> х0. Тогда Ау -1 = - Л .  Это

означает, что у'(х0) = — у . Тогда производная функции у = — в про-
Х0 X

извольной точке х  из ее области определения (то есть при X Ф 0) 

равна у'(х) = — Следовательно,

°
5. Вычислим производную функции У = у[х, то есть /(х ) = >/х.

•  1) Дг/ = /( х 0 + А х )-f(x0) =-sJxq + Дх  ~фс^. Умножим и разделим полу­

ченное выражение на сумму yjx0 + Дх + и запишем Ау так:

Д У =

2) ^ - =

(V х о + Ах " X̂0 ){'JX0! + Ах + 1хо )
!х0, + Ах +

Ах

Xq + Ах + Xq Xq + Ax + -Jxq

Ax

Ax (\J x 0 + Ax + ■\[xqS) ■ Ax tJxo + Ax + *Jx^

3) При Дх —> 0 значение х0 +  Дх —> х0. Тогда Ау
Ах yfxo+yfxo ^

Это означает, что у'(х0) = -
Ф~о

(при х0 Ф 0). Тогда производная

функции у = л/х в произвольной точке х из области определения 

функции, кроме х = 0 (то есть при х >  0), равна: у'(х) = ' . Сле-
2\ X

довательно,

Ш = - ± .
2-у х

О
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6. Геометрический смысл производной и уравнение касательной к гра­
фику функции у = f (я). Учитывая определение производной функции 
у = f (х), запишем результаты, полученные при рассмотрении касатель­
ной к графику функции (с. 24).

Как было обосновано выше, тангенс 
угла ер наклона касательной в точке М  
с абсциссой х0 (рис. 2.7) вычисляется

по формуле tg ф = lim — . В то же время
Дх̂ >0 Ах

lim ^ - = f'(x0), тогда
Дх̂ >0 Ах

Г  (* о ) = tg ф.
Напомним, что в уравнении прямой 

у = kx + Ъ угловой коэффициент k равен 
тангенсу угла ф наклона прямой к оси Ох (угол отсчитывается от поло­
жительного направления оси Ох против часовой стрелки). Значит, если 
k — угловой коэффициент касательной, то k = tg ф = / '  (х0), то есть

значение производной в точке х(| равно тангенсу угла наклона каса­
тельной к графику функции в точке с абсциссой х0 и равно угловому 
коэффициенту этой касательной

(угол отсчитывается от положительного направления оси Ох против 
часовой стрелки).

Таким образом, если у = kx + Ъ — уравнение касательной к графику функ­
ции у = f (х) в точке М  с абсциссой х0 (и ординатой /  (х0)), то k = f  (х0). Тогда 
уравнение касательной можно записать так: у = f'{x0) х + Ъ. Чтобы найти 
значение Ъ, учтем, что эта касательная проходит через точку М  (х0; /  (х0)). 
Следовательно, координаты точки М  удовлетворяют последнему уравнению, 
то есть /  (х0) = f  (х0) х0 + Ъ. Отсюда Ъ = /  (х0) -  f  (х0) х0, и уравнение каса­
тельной имеет вид у = f'(xQ) х + f (xQ) -  f'(xQ) х0. Его удобно записать так:

У = f (*о ) +  / '  (* о ) (*  -  Х0).
Это уравнение касательной к графику функции у = f (х) в точке с аб­
сциссой х0.
З а м е ч а н и е . Угол ф, который образует невертикальная касатель­

ная к графику функции у = f (х) в точке с абсциссой х0 с положитель­
ным направлением оси Ох, может быть нулевым, острым или тупым. 
Учитывая геометрический смысл производной, получаем, что в случае, 
когда f  (х0) > 0 (то есть tg ф >  0), угол ф будет острым, а в случае, когда 
f  (х0) <  0 ( tg ф < 0), угол ф будет тупым. Если f  (х0) = 0 ( tg ф = 0), то ф = 0 
(то есть касательная параллельна оси Ох или совпадает с ней). И на­
оборот, если касательная к графику функции у = f (х) в точке с абсцис­
сой х0 образует с положительным направлением оси Ох острый угол ф,
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то f  (х0) >  0 , если тупой угол, то / '  (х0) <  0 , а если касательная парал­
лельна оси Ох или совпадает с ней (ср = 0), то / '  (х0) = 0.

Если же касательная образует с осью Ох прямой угол (ср = 90°), то 
функция f (х) производной в точке х0 не имеет (tg 90° не существует).

7. Механический смысл производной. Записывая определение производ­
ной в точке t0 для функции х (t):

х'(tn) = lim —
0 At—>0 At

и сопоставляя полученный результат с понятием мгновенной скорости 
прямолинейного движения:

Vмгн
,. Ах = lim — ,
At—>0 At

можно сделать вывод, что производная характеризует скорость измене­
ния функции при изменении аргумента.

В частности, производная по времени является мерой скорости из­
менения соответствующей функции, что может применяться к разно­
образнейшим физическим величинам. Например, мгновенная скорость v 
неравномерного прямолинейного движения является производной функ­
ции, выражающей зависимость пройденного пути s от времени t; ускоре­
ние а неравномерного прямолинейного движения является производной 
функции, выражающей зависимость скорости v от времени t.

Если s = s (t) — зависимость пройденного пути от времени, то 
v = s '(t) — скорость прямолинейного движения (v = v (і)); 
а = v' (t) — ускорение прямолинейного движения.

8. Связь между дифференцируемостью и непрерывностью функции
•  Если функция у = f (х) дифференцируема в точке х0, то в этой точке

существует ее производная /'(х 0) = lim — , то есть при Дх —> 0 значе-
Лх—>0 Дх

ние ^ -»/'(*(,)•
Дх

Для обоснования непрерывности функции у = f (х) достаточно обосно­
вать, что при Дх —> 0 значение Ау —> 0.

Действительно, при Дх —> 0 получаем Ду = —  Дх —>/'(х 0) -0 = 0. Из этого
Дх

следует, что функция у = f (х) непрерывна в точке х0. Таким образом, 
если функция /(х )  дифференцируема в точке х0, то она непрерывна 
в этой точке.
Из этого утверждения можно заключить:
если функция f(x ) дифференцируема на промежутке (то есть в каж­
дой его точке), то она непрерывна на этом промежутке. О
Отметим, что обратное утверждение неверно. Функция, непрерыв­

ная на промежутке, может не иметь производной в некоторых точках 
этого промежутка.
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Например, функция у = | х | (рис. 2.8) непрерывна при всех значениях 
х, но не имеет производной в точке X = 0. Действительно, если х0 = 0

и у = f (х) = I X |, то —  =
Дх
Ду _  f ( x 0 +Аx ) - f ( x 0) _  | 0 + Дх |

Дх Дх
|Дх|
Дх

1, если Ах > 0, 
-1 , если Ах < 0.

Поэтому при Дх —> 0 отношение —  не имеет предела, а значит, и функ-
Дх

ция у = | X | не имеет производной в точке 0.

З а м е ч а н и е . Тот факт, что непрерывная функция /(х )  не имеет 
производной в точке х0, означает, что к графику этой функции в точке 
с абсциссой х0 нельзя провести касательную (или соответствующая каса­
тельная перпендикулярна к оси Ох). График в этой точке может иметь 
излом (рис. 2.8), а может иметь значительно более сложный вид*.

Например, к графику непрерывной функции г/ = | V 2 x -2 |  (рис. 2.9)
в точке М  с абсциссой х = 2 нельзя провести касательную (а значит, эта 
функция не имеет производной в точке 2). Действительно, по определе­
нию касательная — это предельное положение секущей. Если точка N 
будет приближаться к точке М  по левой части графика, то секущая MN  
займет предельное положение МА. Если же точка К будет приближаться 
к точке М  по правой части графика, то секущая МК  займет предельное 
положение МВ. Но это две разные прямые, следовательно, в точке М  
касательной к графику данной функции не существует.

Примеры решения задач

Пример 1 Найдите тангенс угла ср наклона касательной, проведен­
ной к графику функции у = f (х) в точке с абсциссой х0, 
к оси Ох, если:

1) /(х ) = - ,  х0 = 1; 2) f(x) = 4x, х0 = 25.

В курсе математического анализа построены примеры функций, которые 
являются непрерывными, но ни в одной точке не имеют производной.
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Решение Комментарий
1) ► По геометрическому смыслу 
производной tg ф = / '  (х0). Учиты­

вая, что f'(x) 1— 2 , получаем:
X

П * 0) = л  1) = ~  = -1 .

Следовательно, tg ср = / '  (1) = —1. <1

2) ► Поскольку f'(x) = (yfx)

то f'(x0) = f'(25)= = -L . По гео-
2V25 10

метрическому смыслу производной 
tg ф = / '  (х0).
Следовательно, t g 9  = / '(2 5 )  = 0 ,1. <1

По геометрическому смыслу про­
изводной f  (х0) = tg ф, 
где ф — угол наклона касательной, 
проведенной к графику функции 
у = /  (х) в точке с абсциссой х0, 
к оси Ох. Для нахождения tg ф до­
статочно найти производную функ­
ции /  (х), а затем найти значение 
производной в точке х0.

Формулы производных для на­
хождения производных заданных 
функций приведены в п. 5 табл. 2 
(и обоснованы на с. 22, 23). Далее 
при решении задач мы будем ис­
пользовать их как табличные зна­
чения.

Пример 2 Используя формулу
1

— 2  у запишите уравнение каса­

тельной к графику функции у
1_ 
2 *

— в точке с абсциссой
X

Решение Коммент арий

► Если /(х ) = і ,  то /(x 0) = / ( i j  = 2.

Тогда f'(x0) = f' = -4 . Подставляя

эти значения в уравнение касательной 
у = f  (х0) +  f' (х0)(х -  х0), получаем:

У = 2 - а [х - ^ .

То есть у = —4х  +  4 — искомое урав­
нение касательной. <1

Уравнение касательной к графи­
ку функции у = f (х) в точке с аб­
сциссой х0 в общем виде таково:

У = f (х0) + Г (х0)(х -  х0).
Чтобы записать это уравнение 

для заданной функции, необходимо 
найти значение /  (х0), производную 
/ '  (х) и значение / '  (х0). Для выпол­
нения соответствующих вычислений 
удобно обозначить заданную функ­
цию через /  (х) и использовать та­
бличное значение производной
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■  Вопросы для контроля
1. Объясните на примерах и дайте определения приращения аргумента 

и приращения функции в точке х0.
2. а) Охарактеризуйте понятие непрерывности функции в точке, пользуясь 

понятиями приращения аргумента и функции, б*) Обоснуйте запись не­
прерывности функции в точке через приращение аргумента и функции.

3. Объясните, как можно вычислить мгновенную скорость точки при 
ее движении по прямой.

4. Объясните, какая прямая считается касательной к графику функции.
5. Как вычислить тангенс угла наклона секущей, проходящей через 

две точки графика некоторой функции, к оси Ох?
6. Объясните, как можно определить тангенс угла ср наклона касатель­

ной к оси Ох.
7. а) Дайте определение производной. Как обозначается производная 

функции /  в точке х0?
б*) Опишите схему нахождения производной функции у = f (х).

8. а) Запишите, чему равна производная функции:

1) с (где с — постоянная); 2) х; 3) х2; 4) У = ~ > 5) у = у[х.
б*) Обоснуйте формулы для нахождения производных функций, при­
веденных в пункте а).

9. Что такое производная с геометрической точки зрения?
10. Что такое производная с механической точки зрения?
11. а) Запишите уравнение касательной к графику функции у = f (х) 

в точке с абсциссой х0.
б*) Обоснуйте уравнение касательной к графику функции у = f (х) 
в точке с абсциссой х0.

12. а) Объясните связь между дифференцируемостью и непрерывно­
стью функции.
б*) Обоснуйте связь между дифференцируемостью и непрерывностью 
функции.

■  Упражнения
1°. Для функции у = 2х найдите приращение Ау, соответствующее при­

ращению аргумента Дх в точке х0, если:
1) х0 = 2 и Дх = 3; 2) х0 = 1,5 и Дх = 3 ,5 ; 3) х0 = 0,5 и Дх = 2,5.

2. Найдите приращение Ау, соответствующее приращению аргумента 
Дх в точке х0 для функции:
1) у = Зх; 2) у = Xs; 3) у = х2 -  х; 4) у = х + —.X

3. Закон движения точки по прямой задается формулой x = x(t), где 
х — координата точки в момент времени ?. Найдите:
а) среднюю скорость движения точки на отрезке [2; 4];
б) мгновенную скорость движения точки при ? = 2, если:
1) х (?) = 3? +  4; 2) х (?) = -2 ?  +  1; 3) х (?) = 5? -  7; 4) х(?) = -3 ?  -  2.
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4. Пользуясь схемой вычисления производной, приведенной на с. 22, 
найдите производную функции:
1) у = Зх; 2) у = -5 х ; 3*) у = Xs; 4*) у = х2 -  2х.

5°. На рис. 2 .10, а~г изображен график функции у = f (х) и касатель­
ные к нему в точках с абсциссами х1 и х2. Пользуясь геометрическим 
смыслом производной, запишите значения Г (хл) и f'(x 2).

в
Рис. 2.10

г

6. Используя формулы, приведенные в п. 5 табл. 2, и геометрический 
смысл производной, запишите угловой коэффициент касательной 
к графику функции у = f (х) в точке с абсциссой х0, если:
1) /  (х) = х2, х0= 3; 2) /  (х) = х, х0 = 8;

3) /(х ) = - ,  х„= -1 ; 4) /(x ) = Vx, х0
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7. Используя формулу (х2)' = 2х, запишите уравнение касательной 
к графику функции у = х2 в точке с абсциссой х0, если:
1) х0 = 1; 2) х0 = 0; 3) х0 = 0 ,5 ; 4) х0 = -3 .
Изобразите график данной функции и соответствующую касательную.

8. Используя формулу (Vx) = —\=, запишите уравнение касательной

к графику функции у = л[х в точке с абсциссой х0, если:
1) х0 = 1; 2) х0 = 0 ,25 ; 3) х0 = 4; 4) х0 = 9.

9. Используя механический смысл производной, найдите скорость тела, 
которое движется по закону s = s (t), в момент времени t, если:
1) s (?) = t, t = 7; 2) s (t) = t2, t = 6 ,5;
3) s (t) = ts, t = 5; 4) s(t) = ~Jt, t = 4.

10. Закон движения точки задан графиком зависимости пути s от времени t 
(рис. 2.11).
1) Найдите среднюю скорость точки с момента t = 2 до t = 3.
2) Сравните скорости точки в моменты времени = 2 и t2 = 3.
3) Изменяла ли точка направление движения? Если изменяла, то 
в какой момент времени? 11

Рис. 2.11

11. На рис. 2.12 изображен график функции у = f (х) на промежутке 
[ -4 ; 7]. Используя геометрический смысл производной, укажите на 
промежутке ( -4 ; 7):
1) значения аргумента, в которых производная / '  (х) равна нулю;
2) значения аргумента, в которых производная / '  (х) не существует. 
Существует ли в каждой точке с найденными абсциссами касатель­
ная к графику функции у = f (х)?
3*) промежутки, в которых производная / '  (х) положительна. Оха­
рактеризуйте поведение функции на каждом из этих промежутков;
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4*) промежутки, в которых производная / '  (х) отрицательна. Оха­
рактеризуйте поведение функции на каждом из этих промежутков.

Рис. 2.12

§ 3 ПРАВИЛА ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ. 
ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ

Т абл и ца 3

1. Производные некоторых элементарных функций

с' = 0
(с — посто­

янная)
(хУ = 1 (хп) =пхп 1 ( ; ) = - ?  і х * 0)

Ш  = —7= (х > 0)
2\х

2. Правила дифс зеренцирования
Правило Пример

(си)' = си'
Постоянный множитель можно 
выносить за знак производной

(5х3)' = 5(х3)' = 5 • Зх3 ~1 = 15х2

(и + V)' = и' + v’
Производная суммы дифференци­
руемых функций равна сумме их 

производных
(х + л/х) = (х) +(>/х) = 1 + —*/=■

2-sjx

(uv)' = u’v + v’u
((х +  2) х2)' = (х +  2)' х2 +  (х2)'(х +  2) = 

= (х' +  2') х2 +  2х (х  +  2) =
= (1 +  0) х2 +  2х (х  +  2) = Зх2 +  4х
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Окончание табл. 3

Iu\ UV- VU
W  “  г 2

11\ Ґ -x-x'-l  0 - x - l - l  - 1  1
v  _  2 -  2 ~ 2 ~ 2 \% / X X X X

3 .  Производная сложной функции (функции от функции)

Если у = f (и) и и = и ( х ) ,  то есть 
у = f (и ( х ) ) ,  то

(f(u(x)))’ =й(и) • и’х(х).

Коротко это можно записать так*:

( ( З х  -  I ) 5 ) '  =  5  ( З х  -  1 ) 4 ( 3 х  -  1 ) '  =  

=  5  ( З х  -  I ) 4 ( ( З х ) '  -  1 ' )  =

=  5  ( З х  -  1 ) 4 ( 3  -  0 )  =  1 5  ( З х  -  I ) 4 .

(Если и = З х  -  1 ,  тогда 

(и5)х = 5 w V j . )y'x=fu-K

Объяснение и обоснование

1. Правила дифференцирования. С учетом определения производной 
в п. 5 § 2 были найдены производные некоторых элементарных функций:

с' = О (с — постоянная),
, V /

(х)' = 1 1 9\х) X Ш = А -2\х
Для нахождения производных в более сложных случаях целесоо­

бразно помнить правила дифференцирования — специальные правила 
нахождения производной от суммы, произведения и частного тех функ­
ций, для которых мы уже знаем значения производных, и правило на­
хождения производной сложной функции (функции от функции).

Обоснуем эти правила. Для сокращения записей будем использовать 
такие обозначения функций и их производных в точке х0: 

и (х0) = и, v (х0) = IN и' (*o) = W, v' (х0) = V.
П р а  в и л о  1. Если функции и и v дифференцируемы, в точке х0, то 
их сумма дифференцируема в этой точке и

(и + о)' = и' + v'.
Коротко говорят:

производная суммы равна сумме производных.
•  Для доказательства обозначим у (х) = и (х) +  V (х) и используем план 

нахождения у' по определению производной в точке х0 (с. 22).
1) Приращение функции в точке х0 :

Ау = у (х0 + Ах) -  у (х0) = и (х0 + Ах) + v (х0 + Ах) -  (и (х0) + v (х0)) =
= (и (х0 + Ах) -  и (х0)) +  (и (х0 + Дх) -  v (х0)) = Аи +  Діл

2)
Ау _  Ли + Av _  Аи Av 
Ах Ах Ах Ах

* В обозначениях у'х, f', и'х нижний индекс указывает, по какому аргументу 
берется производная.
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3) Выясним, к какому пределу стремится отношение —  при Дх —> 0.
Дх

Поскольку функции u n v  дифференцируемы в точке х0, то при Ах —> 0
Z i l t  /  /  \  /  ї д і /  і  /  ч г -і * Н И  /  -і * LAV г------->и (хп) = и , e l ------->v (х0) = і/, то есть urn —  = и и urn —  = v.
А х  Д х  Дх—>о А х  Дх—>о Д х

Так как предел суммы равен сумме пределов слагаемых, получаем, что

при Ах —> 0 LAU LAII ї д і /  /  /  т т  /  /  і /—  = ----- 1-------- >и + г>. Из этого следует, что у = и + V ,
А х  А х  А х

, А у Д и , Av , , , то есть у = urn —j-  = lim - — I- urn - — = и + v .дх—>о Ах дх—>о Ах дх—>о Ax
Таким образом, (и + v)' = и’ + v’. О
Правило 1 можно расширить на любое конечное количество слагае­

мых* (п є N):

(и1+и2+и3 + ... + ип) = и[ + и'2 + и'3 + ... + и'п

П р а  в и л о  2. Если функции и и v дифференцируемы в точке х0, то 
их произведение дифференцируемо в этой точке и

(uv)' = UV + VU.
•  1) Обозначим у (х) = и (х) v (х). Сначала запишем приращения функ­

ций и и v в точке х0:
Аи = и (х0 + Ах) -  и (х0), Av = v (х0 + Ах) -  v (х0).

Из этих равенств получаем:
и (х0 + Ах) = и (х0) +  Аи = и + Аи, (1)
v (х0 +  Дх) = v (х0) +  Av = v + Av. (2)

Учитывая равенства (1), (2), имеем 
Ау = у (х0 + Ах) -  у (х0) = и (х0 + Ах) v (х0 + Ах) -  и (х0) v (х0) =

= (и + Au)(v + Av) -  uv = uv + vAu + uAv + Au • Av -  uv =
= vAu + uAv + AuAv.

„ . A y  v Аи + и Av + Au Av Au Av Au ,
2) —  = -----------------------------= v —  + u —  + —  Av.

Ax Ax Ax Ax Ax
3) Поскольку функции u n v  дифференцируемы в точке х0, то при Дх —> 0

Л.И / /  \  /  A L ’  г /  \ г v  lS-U / ^------->и (хА = и , а -------> v (хп) = v , то есть lim —  = и и Иш —  = v.
Ах 0 Дх 0 Дх—>0 Дх Дх—>0 Дх

Так как функция v дифференцируема в точке х0, а значит, и непре­
рывна в этой точке, то при Дх —> 0 значение Av —> 0.
Учитывая, что предел суммы равен сумме пределов слагаемых (и по­
стоянные множители u n v  можно выносить за знак предела), полу­
чаем, что при Д х —> 0

Ay Аи Av Аи , , , „  , ,
—  = v ----- 1-и ------ 1------ Av —>vu +uv +и • 0 = vu +uv .
Ах Ах Ах Ах

Для обоснования того, что эта формула верна для любого натурального п, 
необходимо применить метод математической индукции (см. учебник для 10 класса).



34 Раздел 1 ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ

Это означает, что у' = u'v + v'u, то есть
, ,. Ау Аи ,. Ли ,. Ли .. . , ,у = lim —  = v lim —  + и lim —  + lim ---- lim Д v = uv + vu.

Д ^  Дх^О Д ^  Длг^О Дд* Дх^О Д ^  Дх^О

Таким образом, (uv)' = u'v + v'u. О

С л е д с т в и е  (п р а в и л о  3). Если функция и дифференцируема 
в точке х0, а с — постоянная, то функция си дифференцируема 
в этой точке и

(си)' = си'.
Коротко говорят:

постоянный множитель можно выносить за знак производной.
•  Для доказательства используем правило 2 и известный из § 2 факт, 

что с' = 0:
(си)' = с'и + и'с = 0 • и + и’с = си'. О

П р а  в и л о  4. Если функции и и v дифференцируемы, в точке х0 
и функция v не равна нулю в этой точке, то их частное — также диф-v
ференцируемо в точке х0 и

•  Эту формулу можно получить аналогично производной произведения. 
Но можно использовать более простые рассуждения, если принять без 
доказательства, что производная данного частного существует.

Обозначим функцию — через t. Тогда — = t,u = vt. Найдем производ-
V V

ную функции и по правилу дифференцирования произведения:
и' = v't + t'v.

Выразим из этого равенства Ґ, а вместо t подставим его значение —.

Получим: t' =
/ /, и -  V —и —V t _  D -. Следовательно, — = L. О

V V V
Используя правило нахождения производной произведения и форму­

лу х’ = 1, обоснуем, что производную функции у = X" при натуральном 
п > 1 вычисляют по формуле

(х") = пхл~1. (3)
•  При п = 2 получаем: (х2)' = (х • х)' = х' • х + х' • х = 1 • х +  1 • х = 2х.

Тот же результат дает и применение формулы (3):
(х2)' = 2х2~1 = 2Х1 = 2х.

При п = 3 получаем: (х3)' = (х2 • х) = (х2)' • х + х' • х2 = 2х • х + 1 • х2 = Зх2. 
Тот же результат дает и применение формулы (3):

(х3)' = Зх3-1 = Зх2.
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Приведенные соображения позволяют, опираясь на предыдущий ре­
зультат, обосновать формулу для следующего значения п.
Допустим, что формула (3) выполняется для п = k (k > 1), то есть

(х4)' = kxh l .
Покажем, что тогда формула (3) верна и для следующего значения 
п = k + 1. Действительно,

(х4 + 1)' = (хк • X)' = (х4)' X + х' хк = kxk~l X + 1 • хк =
= h х4 +  х4 = (h + l)x 4.

Итак, если формула (3) выполняется при п = 2, то она выполняется 
и для следующего значения п = 3. Но тогда формула (3) выполняется 
и для следующего значения п = 4, а значит, и для п = 5 и т. д. для 
любого* натурального п > 1 . 0

Можно обосновать (см. § 18), что формула (х" )' = пх” 1 верна для лю­
бого действительного показателя степени п (но только при тех значе­
ниях х, при которых определена ее правая часть).
•  Например, если п = 1 или п = 0, то при х + 0 эта формула также вер­

на. Действительно, если х + 0, то по формуле (3):
(х1)' = 1 • Xі ~1 = 1 • х° = 1,

(х0)' = 0 • х0-1 = О,
что совпадает со значениями производных функций х и 1, получен­
ных в п. 5 § 2.
Если п — целое отрицательное число, то п = ~т, где т — натураль­
ное число. Тогда при х Ф О

( Г» ) ' _ ( Г^ ) ' _ М _ 1  0 - х "
и » ) я _

= -т  — - = -т  • х т 1 = п • х" Ч
771+1X

Следовательно, формула (3) выполняется и для любого целого пока­
зателя степени.

Если п = —, то при х >  0 имеем х 2 = л/х. Как известно из § 2, (л/х) = —К=
2-Jx

(при х >  0). Но по формуле (3) (+ ) ' -і 1—  __ .  Л —  __  .  Cj —  __1 1
І  2 >/T’

то есть формула (3) верна и при п = ~■ О

* В приведенном обосновании фактически неявно использован метод матема­
тической индукции (см. учебник для 10 класса), который позволяет аргументи­
рованно сделать вывод, что рассмотренное утверждение выполняется для любого 
натурального п (в данном случае п > 1).
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2. Производная сложной функции. Сложной функцией обычно называ­
ют функцию от функции. Если переменная у является функцией от и: 
у = f (и), а и, в свою очередь, функцией от х: и = и (х), то у является 
сложной функцией от х, то есть y = f ( u  (х)).

В таком случае говорят, что у является сложной функцией независи­
мого аргумента х, а и называют промежуточным аргументом.

Например,если у = f(u) = л/й, и = и (х) = х -  2 ,то г/(х) = f{u(x)) = V x -2  — 
сложная функция, определенная только при тех значениях х, для кото­
рых х -  2 > 0, то есть при х > 2  (промежуточный аргумент и = х -  2).

П р а в и л о 5 (производная сложной функции). Если функция и (х) 
имеет производную в точке х0, а функция f (и) — производную в точке 
и0 = и (х0), то сложная функция у = f (и (х)) также имеет производную 
в точке х0, причем

(Ґ(и(х)))'=% (и)и'х(х)

•  Поскольку по условию функция и (х) имеет производную в точке х0, 
то она является непрерывной в этой точке (с. 17), и тогда малому из­
менению аргумента в точке х0 соответствуют малые изменения значе­
ний функции, то есть при Дх —> 0 Аи —> 0 (с. 15).
Из равенства Аи = и (х0 +  Дх) -  и (х0) имеем

и (х0 + Ах) = и (х0) +  Аи = и0 + Аи.
Тогда

А У = У (*о +  Ах) -  у (х0) = /  (и (х0 +  Ах)) -  f (и (х0)) =
= f(u0 + Аи) -  f (u0) = Af.

Дальнейшее доказательство проведем только для функций и (х), в ко­
торых Аи Ф 0 в некоторой окрестности точки х0. При Аи Ф О

Д у г  Аи А/ А/ А и Лтпредставим —  следующим образом: —  = —  = —------. Учитывая, что
Дх Ах Ах А и Ах

при Дх —> 0 —>и'(х0) = и'х, а при Аи —> 0 > f'(u0) = f', получаем,

что при Дх —> 0 (и соответственно Аи —> 0) = —  и’ . Это озна-
’  Ах Аи Ах

чает, что

то есть
и’ =1 ’ и’

(f(u{x)))’ = £  (и) и’х(х).

Следовательно, производная сложной функции у = f (и (х)) равна про­
изведению производной данной функции у = f (и) по промежуточному 
аргументу и (обозначается f') на производную промежуточного аргу­
мента и = и (х) по независимому аргументу х (обозначается и'х). О
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Примеры решения задач

Задача 1 Найдите производную функции:

1) у = Xі +  Xs; 2) у = х8(2х + Xі ); 3) у х + 2 
5-х

Решение Комментарий
1) ►  у' = (х7 + Xs)’ = (х7)’ + (х3)' =

= 7Xе + Зх2. <
2) ► у' = (х8(2х + х4))' =

= (х8)' • (2х +  х4) +  (2х +  х4)' • х8. 
Учитывая, что (х8)' = 8х7,
(2х + Xі)' = (2х)' + (Xі)' = 2- х + 4х® =
= 2 + 4х®,
имеем

у' = 8х7(2х + Xі) +
+ (2 + 4х3)х8 = 16х8 + 8хп + 2х8 + 

+ 4х41 = 18х8 + 12х41. <1

_  (х + 2)' - ( 5 - х ) - ( 5 -  х)'(х + 2) 
( 5 - х ) 2

Учитывая, что
(х +  2)' = х' +  2' = 1 +  0 = 1,
(5 -  х)' = 5' -  х' = 0 -  1 = -1 ,  

имеем
, _  1 • (5 -  х) -  (-1) -(х + 2 ) _ 5 - х  + х + 2 _

У ? ?( 5 - х )  ( 5 - х )

= — ц .  <( 5 - х ) 2

Напомним, что алгебраическое 
выражение (формулу, задающую 
функцию) называют по результату 
последнего действия, которое необ­
ходимо выполнить при нахождении 
значения заданного выражения. Сле­
довательно, в задании 1 сначала необ­
ходимо найти производную суммы:

(и + v)’ = и’ + v’,
в задании 2 — производную произ­
ведения:

(uv)' = u v  +  uv,
в задании 3 — производную частного:

Также в заданиях 1 и 2 нужно ис­
пользовать формулу (х")' = д х " 1, 
а в задании 2 учесть, что при вычис­
лении производной 2х постоянный 
множитель 2 можно вынести за знак 
производной. Можно заметно упро­
стить решение задания 2, если сна­
чала раскрыть скобки, а затем взять 
производную суммы.

Задача 2 Вычислите значение производной функции f(x) = х 2 -  5 Vx 
в точках: х = 4, х = 0,01.

Решение Комментарий

► /'(х ) = (х 2-5 -Т х ) = ( х 2)

= 2х 5 • 1Г  =
2\х

/'(4) = 2-4 5/- = 8 5 = 6 3
2 V4 4 4

- 5  Ш  =

2х Ьг .
2 Vx

Для нахождения значения про­
изводной в указанных точках до­
статочно найти производную данной 
функции и в полученное выражение 
подставить заданные значения аргу­
мента. При вычислении производной
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f  (0,01) = 2 • 0 ,01------ = 0 ,0 2 ------------- —  =
2 -у/0,01 2 -ОД

= 0 ,0 2 — — = 0 ,0 2 -  25 = -24 ,9 8 .
0,2

Ответ: 6 - ;  -2 4 ,9 8 . <1
4

необходимо учесть, что заданную 
разность можно рассматривать как 
алгебраическую сумму выражений х2 
и а при нахождении

производной ( -5  л/х) за знак 
производной вынести постоянный 
множитель (-5 ). В результате мы по­
лучаем разность производных функ­
ций х2 и 5-\/х.

Задача 3 Найдите значения х, при которых производная функции
/( х )  = х4 -  32х равна нулю.

Решение Комментарий
► / '  (х) = (х4 -  32х)' =

= (х4)' -  32х' = 4Xs -  32. 
f  (х) = 0. Тогда 4х3 -  32 = 0,

Xs = 8, х = 2.
Ответ: 2. <1

Чтобы найти соответствующие 
значения х , достаточно найти про­
изводную данной функции, прирав­
нять ее к нулю и решить полученное 
уравнение.

Задача 4 Найдите производную функции / :

1) /(х )  = (х3 -  І) 7; 2) /(х ) = -\/5х2 + х;

Решение Коммент арий
1) ^  / '  (х) = -7 (х 3 -  1)-7 1 -(х 3 -  1)'. 

Учитывая, что
(х3 -1 ) ' = (х3)' -  1' = Зх2 -  0 = Зх2, 
получаем
f '(x ) = - 7  (х3 -  1) 8 • Зх2 =

В заданиях 1 и 2 необходимо 
найти соответственно производную 
степени и корня, но в основании 
степени и под знаком корня стоит 
не аргумент х, а выражения с этим

= -2 1 х 2 (х3 -  1) 8 = — 21х
у 3 -4 ч 8
( х  - 1 )

■; <

2) ► /'(* )  = - г• (5х2 +х) .
2 V5x2 + х 

Учитывая, что 
(5х2 + х)' = 5(х2)' + х' =
= 5 • 2х +  1= 10х +  1, получаем

/'( * )=  7 х ; 1
2 V5X + х

аргументом (тоже функции от х). 
Следовательно, необходимо найти 
производные сложных функций.

Обозначая (в черновике или мыс­
ленно) промежуточный аргумент че­
рез и (для задания 1: и = Xs — 1, для 
задания 2: и = 5х2 +  х), по формуле 
fx = fu' их записываем производные 
заданных функций с учетом формул

(и")'= пи" 1 и (yfu) = — = .
2Vit
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■  Вопросы для контроля

1. Запишите правила нахождения производной суммы, произведения 
и частного двух функций. Проиллюстрируйте их применение на при­
мерах.

2. Запишите формулу нахождения производной степенной функции х". 
Проиллюстрируйте ее применение на примерах.

3. Объясните на примерах правило нахождения производной сложной 
функции.

4*. Обоснуйте правила нахождения производной суммы, произведения 
и частного двух функций и правило нахождения производной слож­
ной функции.

5*. Обоснуйте формулу нахождения производной степенной функции X" 
для целых значений п.

Упражнения

Найдите производную функции (1—5).

1°. 1) у = х8;

4) у = х20;
2. 1°) /  (х) = х +  3;

3) / ( х )  = —- х 3; 
х

3. 1) /  (х) = 2Xs +  Зх;
3) /  (х) = х4 -  2х2 -  1;

4. 1) у = х2 (2х +  х4);
3) у = (3 +  х3)(2 -  х);

2) у = X s; 3) у = х а;

5) у = х~20; 6) у = х 2.
2°) /  (х) = х5 -  х;

4) /(х ) = х 2 +~Jx.

2) /  (х) = х2 +  5х +  2;
4) /(х ) = 2s[x + 4х3 + 3.
2) у = (2х -  1)(1 -  х2);
4) у = 4х  (Зх2 -х ) .

5. 1) у
2X

х + 3 ’ 2) у 2х +1, 
Зх -  2 ’

3) у = 2 -  X

5х +1 ’
4) У = 1 -  2х

6. Вычислите значения производной функции /  (х) в 
точках:

указанных

1°) /  (х) = х2 +  2х; х = -2 ,  х = ^; 

2°) /  (х) = х4 -  4х; х = 2, х = - 1 ;

3) f(x) = — х = 0, х = - 3 ;
2х -  3

4) /(х ) = х - —; x = -V 2, х = 0,1.
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7. Найдите значения х, для которых производная функции /  (х) равна 
нулю:

1°) /  (х) = Зх2 -  6х; 2°) /(х ) = - х 3 + х 2 + 5;
3

3) /(х ) = 12х + —; 4) /(x ) = V x -2 x 2.

8. Решите неравенство / '  (х) <  0, если:
1 )  /  (х) = 2х -  х2; 2°) /  (х) = Xs +  Зх2;

3) /(х ) = 2х + —; 4) f(x) = —£— .X X + 1
9. Задайте формулами элементарные функции /  (и) и и (х), из которых 

состоит сложная функция у = f (и (х)):
1) г/ = л/sinx; 2) у  = {2х + х 2)5;

3) y = *Jxa -х ; 4) г/ = c o s(2 x -—J.

10. Найдите область определения функции:
1°) у = (2х3 -  4х)5; 2°) у = уІ2х + 6;

з°) у  =  — ; 4) г /-  /-^— ;2х -S \/х - 4

5) г/ = л/sinx; 6) » = ^ 2 ;

7*) у = -\/l-2cosx;
11. Найдите производную функции /(х ) :

1) /  (х) = (х2 -  х)3; 2 ) / ( х )  = ( 2 х -  І) 5;

3) /(х ) = |х-^| ; 4) f(x) = yl5 х - х 2;

5*) / ( х ) = л/2  + 7 3 х  + -----
2 (2х - 1)2

12. Запишите уравнение касательной к графику функции у = f (х) в точ­
ке с абсциссой х0, если:
1) /  (х) = х2 +  Зх, х0 = 2;
2) /  (х) = Xs -  х, х0 = - 3 ;
3) /(х ) = ̂ 2 х - Xs, х0 = 1;

4) /(х ) = 2х3- —, х0 = -1 .
X
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§ 4 ПРОИЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

Т абл и ца 4

с' = 0
(с — посто­

янная)
(Ж)' = 1 (х")' = пх” 1 СЧІ

II

н
(х Ф 0) (х >  0)

( s i n  я ) '  =  COS X (cos я)' = —s i n  X (tg х)’ = 2
COS X

(ctg x)' = - . 2sin X

Объяснение и обоснование

-1 1Формулы с' = 0 (с — постоянная), (х)' = 1, (хп) = пх1 

> 0) были обоснованы в § 2 и 3.
2\х

•  Для обоснования формулы (sin х)' = cos х используем то, что при ма­
лых значениях а  значения sin а  ~ а  (например, sin 0,01 = 0 ,010,

sin 0,001 = 0,001). Тогда при а —> 0 отношение -»1, то есть

sinalim------ = 1. (1)*
а—>0 а

Если у = f (х) = sin х, то, применяя формулу преобразования разности 
синусов в произведение и схему нахождения производной по опреде­
лению (с. 22), имеем:

1) Ay = f (х0 + Ах) -  f (х0) = sin (х0 +  Дх) -  sin х0 =
„  . хп + Дх -  хп

= 2 sin—----------- ^cos
xQ + Дх + х, 2 . Дх І £ЛЛ I sin— cos х„ + —  .

о •, 2 sin---cos
2) ^  = ^

Дх Дх

Дх

. Дх sm—
. ________2_

Дх
2

/  , Дх\
COS^Xq + — J-

3) При Дх —> 0 >0. Тогда cos(x0 + ^ - ] —> cos(x0), а учитывая (1)

. Дх sin—  
____ 2 >1. Следовательно, при Дх —> 0 ~~~> 1 • cosх0 = cosх0, то есть

/ '  (х0) = cos х0. Тогда производная функции у = sin х в произвольной 
точке х равна cos х. Таким образом,

(sin х)' = COS X .  О

Справедливость этой формулы обоснована на с. 109.
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•  Учитывая, что по формулам приведения cosx = s in —- х ,
\2

cos^—-х |  = sinx, и используя правило нахождения производной

сложной функции, получаем:

(cosx)'= sin - - Х  = cos( — — х І•( — — х I = s in x -(0 -l)  = -sinx.

Следовательно,
(cos x)' = —sin X. о

•  Для нахождения производных tg х и ctg х используем формулы
, sinx , COSXtgx = ------ , ctgx = ------- и правило нахождения производной частного:

cosx sinx

sinx l  _  (sinx) c o sx - (co sx )  sinx _  c o s x co s x - ( - s in x )s in x  _(tgx) =
cosx 2cos X 2

COS X

Следовательно,

( t g x ) '= ^ 2  •
CO S X

Формулу (ctgx)'= ___ -__ докажите самостоятельно.

о

sin X

Примеры решения задач

Найдите производную функции:Задача 1

1) / ( x )  = sin х + ,1— 2) / (х) =
X

cos Зх

Решение Комментарий

1) ► / '(x ) = |^sin2x + ̂ - j  =

= (sin2x / + ^ ! ]  =

= 2 sinx (sinx)’ +

= 2 sin x cos x h-----L _ = sin 2x н------. <|
2>/2x 2л/2х

Последовательно определим, от 
какого выражения надо взять про­
изводную (ориентируясь на резуль­
тат последнего действия).

В задании 1 сначала берут произ­
водную суммы: (и +  v)' = и' +  і/. За­
тем для каждого из слагаемых ис­
пользуют правило вычисления 
производной сложной функции: бе­
рут производную от и2 и \[й и умно­
жают на и'. Полученный результат 
желательно упростить по формуле 

2 sin х cos х = sin 2х.
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2) ► / ' ( * )  =
(  2 VX

cos Зх

(х2/  cos Зх -  (cos Зх)’ х2 
(cos Зх)2

2xco s3x -(-s in 3 x ) (Зх)’ х2
cos Зх

2х cos Зх + Зх2 sin Зх 
cos2 Зх

. <

В задании 2 сначала берут про­

изводную частного:

а для производной знаменателя ис­
пользуют правило вычисления про­
изводной сложной функции (произ­
водная cos и умножается на и').

Задача 2 Найдите значения х, при которых значение производной 

функции f  =

1) равно нулю; 2) положительно; 3) отрицательно.

Решение Коммент арий

► Область определения данной
(х + 2 > О,

функции: <
[х ф О,

то есть [ -  2; 0) U (0; +  оо).

/ ' ( * )
(\/х + 2) х2- ( х 2) '^

Ц у

— . х2 -  2xyJx + 2
2yJx + 2 -З х -8

х4 2х° yjx + 2
Область определения функции 

/ '  (х): ( -2 ; 0) U (0; +оо), то есть про­
изводная / '  (х) существует на всей 
области определения данной функ­
ции /  (х), кроме точки х = —2.

Поскольку производная данной 
функции может существовать толь­
ко в точках, входящих в область 
определения функции, то сначала 
целесообразно найти область опреде­
ления данной функции.

Производная функции сама яв­
ляется функцией от х, поэтому для 
решения неравенств / '  (х) §  0 можно 
использовать метод интервалов. 
После нахождения ОДЗ соответ­
ствующего неравенства необходимо 
сопоставить ее с областью опреде­
ления функции /  (х) и продолжать 
решение неравенства на их общей 
части.

Следовательно, неравенства 
/ '  (х) ^  0 всегда решаются на общей 
частіш областей определения функ­
ций f (х) и / '  (х). Для решения соот­
ветствующих неравенств достаточно 
на общей области определения функ­
ций /  (х) и / '  (х) отметить нули / '  (х)
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,, . . ^ -З х -8  8
/  (х) = 0, „ --------= 0 , х =

2х° ух  + 2 3
(не входит в область определения
Г  (*))•

На области определения / '  (х) ре­
шим неравенства/ ' (х) >  0 и / '( х )  <  0 
методом интервалов (рис. 4.1):

и найти знак / '  (х) в каждом из про­
межутков, на которые разбивается 
общая область определения.

- 2  0 х
Рис. 4.1

Ответ: 1) значений х, при которых 
/ '  (х) = 0, нет;
2) / '  (х) >  0 при х є ( -2 ; 0);
3) / '  (х) <  0 при х є (0; + о о ) .  < |

Задача 3 Найдите уравнение касательной к графику функции 
у = х2 cos (х — 1) в точке х0 = 1.

Решение Комментарий

► Если /  (х) = х2 cos (х -  1), то 
/(Хо) = / ( 1 ) =  1.

/ '  (х) = (x2)'cos (х -  1) +

Уравнение касательной к графику 
функции у = f (х) в точке с абсциссой 
х0 в общем виде записывается так:

+  (cos (х -  1))'х2 = У = 1 (-«о) + Ґ  (х0)(х ~ х0).
= 2х cos (х -  1) -  х2 sin (х -  1).
Тогда / '  (х0) = / '  (1) = 2. Подстав­

ляя эти значения в уравнение каса­
тельной

У = f (х0) + Г  ( х0) (х -  х0), 
получаем у = 1 + 2  (х -  1), то есть 
у = 2х — 1 — искомое уравнение ка­
сательной. <1

Вопросы для контроля

Чтобы записать это уравнение для 
данной функции, необходимо найти 
/  (х0), производную / '( х )  и значение 
/ '  (х0). Для выполнения соответству­
ющих вычислений удобно обозна­
чить заданную функцию через /  (х), 
а для нахождения ее производной 
использовать формулу производной 
произведения

(uv)' = UV + VU.

1. Запишите формулы нахождения производных тригонометрических 
функций.

2*. Обоснуйте формулы нахождения производных тригонометрических 
функций.
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Н  Упражнения

Найдите производную функции (1—7).
1°. 1) у = cos X + 1; 2) у = 2 sin х -  Зх;

3) У = tg X +  ctg х; 4) у = Xs -  ctg х.
2. 1) /  (х) = х tg х; 2) /  (х) = х ctg х;

3) /  (х) = sin X tg х; 4) /  (х) = cos х ctg х.
si П X X

3. 1 ) / ( х )  = ------- ; 2) / ( х )  = -------- ; 3) /  (х) = sin2 х; 4) /  (х) = cos2 х.

X X
4. 1) г/= 2 sin—cos—; 2) у = cos2 Зх -  sin2 Зх;

3) у = sin 4х cos 2х -  cos 4х sin 2х;
4) у = sin 7х sin Зх +  cos 7х cos Зх.

5". 1) у = sjl+ sin х ; 2) у = cos х2; 3) у = sin (cos х); 4) y = \Jtg 6х.

6. 1) у = Xs +  sin 4х; 2) у = xs sin х; 3) у = (sin х -  cos х)2; 4) у = tg3 4х.

tg х і— і--------;-----
7. 1) у = — — ; 2) у = 3 sin2 х + cos 2х; 3) г/ = Vx tg х; 4) y = v x  + sinx.

х
Вычислите значение производной функции /  (х) в указанной точке (8,9).

8. 1°) /  (х) = cos 2х, х = —;
2

. . . 1 + cosx Зл
3) f(x) = — ------- , Х

sin х 2

9. 1) f (х) = +  sin х9 х = 0;

3) f(x) =
2 і

X  - 1
? x — 1 >

2°) f (x) = x +  tg x ? x = 0;

3k
4) /  (x) = tg2 2x, x = — .

8

2) f(x) = x\/2x, x = 2;

4) /  (x) = (2x -  x3)5, x = -  1.

Найдите значения x, для которых производная функции /  (х) равна 
нулю (10, 11).

10. 1°) /  (х) = 2 -  cos х;

3) /  (х) = sin2 2х;

11. 1°) /  (х) = х3 -  6х2 -  7;

3) /  (х) = (х -  3)-у/x ;

2°) /(x )  = s in x - -x ;

4) /(х ) = —cos2x + sinx. 
2

2°) /  (х) = х4 -  4х3 + 5;

4) f(x) = ̂ ~ .
х + 2

12. Решите неравенство / '  (х) >  0, если:
1°) /  (х) = 12х -  х3 +  1; 2°) /  (х) = 2х3 -  12х2 +  18х +  5;
3) /  (х) = cos 2х +  3; 4) / ( х )  = 4л[х-х.
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13. Найдите значения х, при которых значение производной функции f (х):
а) равно нулю; б) положительно; в) отрицательно.
1) /  (х) = Xs -  6х2 +  9х +  1; 2) /  (х) = 2х4 -  16х3 +  2;
3) / ( х )  = х - 2л[х; 4) / ( x )  = V 1 6 - х 2.

14. Запишите уравнение касательной к графику функции у = f (х) в точ-
ке с абсциссой х0, если:

71
1) f (х) = cos х , х0 = —;

4
2) /  (х) = tg 2х, х0 = - ;

3) /  (х) = х3 -  2х2 +  3, х0 = 0; 4) / ( x )  = V2х + 2, х0 = 1
15. Найдите абсциссы х0 точек графика функции у = f (х), в которых 

касательная к нему образует угол ср с положительным направлением 
оси Ох:
1) /  (х) = sin 2х, ср = 0°; 2) /  (х) = х3 -  И х , ф = 45°;
3) /  (х) = sin2 х, ф = 135°.

16я. Найдите уравнение касательной к графику функции /  (х) = х3 -  Зх +  5, 
которая параллельна прямой у = -З х  +  7.

17я. Найдите уравнение касательной к графику функции /  (х) = х4 +  х -  2, 
которая параллельна прямой у = 5х +1.

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ 
К ИССЛЕДОВАНИЮ ФУНКЦИЙ

5.1. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К НАХОЖДЕНИЮ ПРОМЕЖУТКОВ 
ВОЗРАСТАНИЯ И УБЫВАНИЯ ФУНКЦИИ И ЭКСТРЕМУМОВ ФУНКЦИИ

§ 5

Т абл и ца 5
1. Монотонность и постоянство функции

Достаточное условие возрастания Достаточное условие убывания

У'V / /
y  =  f { x ) / y ' К

V

I
ГТ*! 0° < а < 90°

у  =  f(x )
l " S f  90° < а < 180°

/\  \ Г  (*о) = tg а > 0 f '  (хо) = tg а < 0
sw .

І І I І І I ! ! ; х  а 1 ! 1 Х л  _
'  0 а х0 Ь х 0 а х0 b N х

Если в каждой точке интервала (а; Ъ) Если в каждой точке интервала (а; Ъ)
/' (х) > 0, то функция / (х) возрас- f  (х) < 0, то функция / (х) убывает
тает на этом интервале. на этом интервале.
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Пр о д ол ж ен и е  табл. 5

Необходимое и достаточное условие постоянства функции

V =  f(x )

Ъ х

Функция /  (я) постоянна на интервале (а; Ь) 
тогда и только тогда, когда / '  (х) = 0 во всех 

точках этого интервала.

2. Экстремумы (максимумы и минимумы) функции

Точки максимума Точки минимума

Точка х0 из области 
определения функ­
ции /  (х) называется 
точкой максиму­
ма этой функции, 
если найдется такая 
8-окрестность (х0 -  8; 
х0 + 8) точки х0, что 
для всех X  Ф Х 0 из этой 
окрестности выпол-

У t

о

У[

Хо X

ж

Точка х0 из области 
определения функ­
ции /  (х) называет­
ся точкой миниму­
ма этой функции, 
если найдется такая 
8-окрестность (х0-  8; 
х0 +  8) точки х0, что 
для всех X + х0 из этой 
окрестности выпол-

няется неравенство 0 х0 X няется неравенство

/  (х) <  /  (х0). Уу\ /  (х) >  /  (х0).

\ } у
*̂ тах — *0 ' ж ' Уніп — *0

точка максимума 0 х0 X точка минимума

УЬ

У min
“ о

Точки максимума и минимума называют точками экстремума.
Значения функции в точках максимума и минимума называют 

экстремумами (максимумом и минимумом) функции.

y ^  = f (*max) = /  (*о) — максимум Угшп = f ( * п п п )  = /  ( * о )  — минимум

3. Критические точки
Определение Пример

Критическими точками функции 
называют внутренние точки ее об­
ласти определения, в которых про­
изводная равна нулю" или не суще­
ствует.

/  (х) = X s -  12х (D (/) = R).
/ '  (х) = Зх2 -  12 — существует на 

всей области определения.
/ '  (х) = 0 при Зх2 -  12 = 0, х2 = 4, 

х = ±2  — критические точки.

Внутренние точки области определения функции, в которых производная 
равна нулю, называют еще стационарными точками.
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Пр одолжение табл. 5
4. Необходимое и достаточное условия экстремума

Необходимое условие экстремума Достаточное условие экстремума

В точках экстремума производная 
функции f (х) равна нулю или не 
существует.

х 0 — точка экстремума 
функции / (х)

Если функция f (х) непрерывна 
в точке х0 и производная /' (х) ме­
няет знак при переходе* через точ­
ку х0, то х0 —  точка экстремума 
функции f (х)

Г  (*о) = О 
или

/' (х0) — не существует
(но не в каждой точке х0, где 

/' (х0) = 0 или /' (х0) не существует, 
будет экстремум)

В точке х0 знак 
/' (х) меняется 
с «+» на «—»

В точке х0 знак 
/' (х) меняется 
с «—» на «+»

х0 — точка 
максимума

х0 — точка 
минимума

5. Пример графика функции у = f (х), 
имеющей экстремумы (х4, х2, х3, х4, х5 — критические точки)

не существует

f ' — не существует

Поведение"/(х) ■*"!.max

'min

Имеется в виду переход через точку х0 при движении слева направо.
"  Знаком «Я» обозначено возрастание функции, а знаком «4» — ее убывание 

на соответствующем промежутке.
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О к он ч ан и е  табл. 5

6. Исследование функции у =  / х) на монотонность и экстремумы

Схема Пример: у = f (х) = Зх5-  5х3 + 1

1. Найти область определения 
функции. Область определения: D (/ ) = R.

2. Найти производную /' (х). / '(х ) = 15х4 -  15х2= 15х2(х2 -  1) =
= 15х2( х -  1 )(х  + 1).

3. Найти критические точки,
то есть внутренние точки облас­
ти определения, в которых /' (х) 
равна нулю или не существует.

/' (х) существует на всей области 
определения.
/' (х) = 0 при х = 0, х = 1, х = -1 .

4. Отметить критические точки 
на области определения, найти 
знак производной и характер 
поведения функции на каждом 
из интервалов, на которые раз­
бивается область определения.

Знак f  (х )

Поведение - 1 0  l x  
fix) / “ W  y r

' mirr
5. Определить относительно каж­

дой критической точки, явля­
ется ли она точкой максимума 
либо минимума или не является 
точкой экстремума.

6. Записать результат исследова­
ния (промежутки монотонно­
сти и экстремумы).

/ (x) возрастает на промежутках 
(-o o ; -1 ]  и [1; + oo)*;

/(x) убывает на [ -1 ; 1].
Точки экстремума:

*̂*max — 1 > 4Ґ„ІІМ — 1.
Экстремумы:

J/max= / (-1 ) = 3; у^п= f (1) = -1 .

■  Объяснение и обоснование

1. Монотонность и постоянство функции. Критические точки функции.
Производная является важным инструментом исследования функции. 
В частности, с помощью производной удобно исследовать функцию на 
монотонность, то есть на возрастание и убывание.

Как отмечается на с. 54, поскольку функция /  (х) непрерывна (например,
вследствие того что она дифференцируема на всей области определения), то 
точки -1  и 1 можно включить в промежутки возрастания и убывания функции.
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Напомним, что функция f (х) называется возрастающей на множе­
стве Р, если большему значению аргумента из этого множества соот­
ветствует большее значение функции, то есть для любых х1 и х2 из 
этого множества из условия х2 > х1 следует, что /  (х2) >  /  (хх).

Функция f (х) называется убывающей на множестве Р, если больше­
му значению аргумента из этого множества соответствует меньшее 
значение функции, то есть для любых х1 и х2 из этого множества из 
условия х2 >  х1 вытекает, что /  (х2) <  f(x  і)-

Как видно из рис. 5 .1, а, в каждой точке графика возрастающей 
функции касательная образует с положительным направлением оси Ох 
или острый угол а (тогда / '  (х0) = tg а >  0), или угол, равный нулю (тог­
да / '  (хх) = tg 0 = 0). А  в каждой точке графика убывающей функции 
(рис. 5 .1, б) касательная образует с положительным направлением оси 
Ох или тупой угол а (тогда / '  (х0) = tg а <  0), или угол, равный нулю 
(тогда / '  (хх) = tg 0 = 0).

Следовательно, если на каком-нибудь интервале функция f (х) диф­
ференцируема и возрастает, то / '  (х) > 0 «а этом интервале; если на 
каком-нибудь интервале функция f (х) дифференцируема и убывает, то 
f  (х) < 0 на этом интервале.

Но для решения задач на исследование свойств функций важными 
являются обратные утверждения, которые позволяют по знаку произ­
водной выяснить характер монотонности функции.

Для обоснования соответствующих утверждений воспользуемся так 
называемой формулой Лагранжа, строгое доказательство которой приво­
дится в курсе математического анализа. Здесь мы ограничимся только 
ее геометрической иллюстрацией и формулировкой.

Пусть функция /  (х) непрерывна на отрезке [а; Ь\ и дифференцируе­
ма во всех точках интервала (а; Ъ). Тогда на этом интервале найдется 
такая точка с, в которой касательная I к графику функции /  (х) в точке 
с абсциссой с будет параллельна секущей АВ, проходящей через точки 
A (a; f (а)) и В (b; f (Ъ)) (рис. 5.2).
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Действительно, рассмотрим все возможные прямые, параллельные 
секущей АВ и имеющие с графиком функции /  (х) на интервале (а; Ъ) 
хотя бы одну общую точку. Пря­
мая, которая находится на наи­
большем расстоянии от секущей 
АВ, и будет касательной к графи­
ку функции /  (х) (это предельное 
положение секущей, параллельной 
АВ). Если обозначить абсциссу точ­
ки касания через с, то, учитывая 
геометрический смысл производ­
ной, получаем / '  (с) = tg а, где а — 
угол между прямой I и положи­
тельным направлением оси Ох. Но 
I II АВ, поэтому угол а равен углу 
наклона секущей АВ к оси Ох, который, в свою очередь, равен углу А  пря­
моугольного треугольника ABD с катетами AD = Ъ -  а и BD =f(b) — f (а).

Тогда f'(c) = tga = ̂ -  = ̂ -^— Таким образом, можно сделать вывод:
AD Ь - а

если функция f (х) непрерывна на отрезке [а; Ь] и дифференцируема 
во всех точках интервала (а; Ь), то на интервале (а; Ь) найдется та­
кая точка с е (а; Ь), в которой

f ( b ) - f ( a )  
Ь -  а

Г(с).

Эта формула называется формулой Лагранжа.
Применим ее для обоснования достаточных условий возрастания 

и убывания функции.
1. Если / ( х ) > 0 в каждой точке интервала (а; Ъ), то функция f  (х) 

возрастает на этом интервале.
2. Если / ( х ) < 0 в каждой точке интервала (а; Ь), то функция f  (х) 

убывает на этом интервале.
Возьмем две произвольные точки х1 и х2 из заданного интервала. По 
формуле Лагранжа существует число с є (хх; х2), такое, что

f ( x 2) - f ( x  і)
( 1)

Число с принадлежит заданному интервалу, поскольку ему принад­
лежат числа х1 и х2. Пусть х2 >  хх, тогда х2 -  х1 >  0.
Если f  (х) >  0 в каждой точке заданного интервала, то f г (с) >  0, и из 
равенства (1) получаем, что f (х2) — f (Дд) >  0, то есть f (х2) > /  (*!). ИЗ 
этого следует, что функция /(х )  возрастает на заданном интервале. 
Если f  (х) <  0 в каждой точке заданного интервала, то f' (с) <  0, и из 
равенства (1) получаем, что /  (х2) -  /  (хх) <  0, то есть /  (х2) <  /  (хх). Это 
означает, что функция /  (х) убывает на заданном интервале. О
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Задача 1 на всем множестве 
имеет производную

Задача 2

Функция /  (х) = Xs + х определена 
действительных чисел (х є R) и
f  (х) = Зх2 +  1 >  0 при всех значениях х. Следовательно, 
эта функция возрастает на всей области определения. 
Функция g (х) = sin х -  Зх определена на всем множе­
стве действительных чисел (х є R) и имеет производную 
g' (х) = cos х -  3. Поскольку -1  < COS X < 1, ТО COS X -  
3 <  0 при всех значениях х. Следовательно, эта функция 
убывает на всей области определения.

Рассматривая степенную функцию в курсе 10 класса, мы без доказа­
тельства приняли, что при х >  0 функция у = Xа, где а — дробное число, 
возрастает при а >  0 и убывает при а < 0. Обоснуем это. Действительно, 
у' = (Xа)' = аха~1. Тогда при х >  0 и а >  Означение у' >  0, следовательно, 
функция у = Xа возрастает, а при х >  0 и а < Означение у' < 0, следова­
тельно, функция у = Xа убывает.

Достаточные условия возрастания и убывания функции имеют на­
глядную физическую иллюстрацию. Пусть по оси ординат движется точ­
ка, которая в момент времени t имеет ординату у = f (t). Учитывая физи­
ческий смысл производной, получаем, что скорость этой точки в момент 
времени t равна / '  (t). Если / '  (t) >  0, то точка движется в положитель­
ном направлении оси ординат и с увеличением времени ордината точки 
увеличивается, то есть функция возрастает. Если же f '(t)<  0, то точка 
движется в отрицательном направлении оси ординат и с увеличением 
времени ее ордината уменьшается, то есть функция убывает.

Отметим, что в случае, когда f' (t) = 0, скорость точки равна нулю, то 
есть точка не движется, поэтому ее ордината остается постоянной. По­
лучаем условие постоянства функции.

Функция /  (х) является постоянной на интервале (а; Ъ) тогда и только 
тогда, когда f  (х) = 0 во всех точках этого интервала.

•  Действительно, если /  (х) = k (где k — постоянная), то f  (х) = 0.
Наоборот, если f  (х) = 0 во всех точках интервала (а; Ъ), то зафикси­
руем некоторое число х0 из этого интервала и найдем значение функ­
ции в точке х0 (пусть /  (х0) = k). Для любого числа х из заданного 
интервала по формуле Лагранжа можно найти такое число с, которое 
содержится между х и х0, что

№ W = f(c )

Тогда /  (х) -  /  (х0) = / '  (с) (х -  х0).
Поскольку с є (а; Ъ), то по условию / '  (с) = 0. Следовательно, /  (х) -  /  (х0) = 
= 0. Таким образом, для всех х из заданного интервала /  (х) = /  (х0) = k, 
то есть функция /( х )  является постоянной. О
Для нахождения промежутков возрастания и убывания функции не­

обходимо решить неравенства f  (х) >  0 и / '  (х) <  0 на области определе­
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ния функции /(х ) . Поскольку f'(x)  является функцией переменной X, 
то для решения этих неравенств можно использовать метод интервалов, 
точнее, его обобщение, которое основывается на утверждении, называе­
мом в курсе математического анализа те о р е м о й  Дарбу*:

точки, в которых производная равна нулю или не существует, раз­
бивают область определения функции f (х) на промежутки, в каж­
дом из которых f  (х) сохраняет постоянный знак.
Внутренние™ точки области определения функции, в которых ее 
производная равна нулю или не существует, называют критически­
ми точками этой функции.
Согласно плану решения неравенств методом интервалов (с. 7), проме­

жутки возрастания и убывания функции /  (х) можно находить по схеме:
1. Найти область определения функции f (х).
2. Найти производную f  (х).
3. Выяснить, в каких внутренних точках области определения функ­

ции производная f  (х) равна нулю или не существует (то есть найти 
критические точки этой функции).

4. Отметить найденные точки на области определения функции /(х )  
и найти знак f  (х) в каждом из промежутков, на которые разбива­
ется область определения функции (знак можно определить, вычис­
лив значение / '  (х) в любой точке промежутка).

Задача 3 Исследуем функцию /  ( х )  =  X s 3 х на возрастание и убывание.

Решение
► 1. Область определения данной функции — 

все действительные числа: D (/) = R.
2. Производная / '  (х) = Зх2 -  3.
3. Производная существует на всей обла­

сти определения функции; / '  (х) = 0, если 
Зх2 -  3 = 0, то есть при х = 1 или х = —1.

4. Решаем неравенства / '  (х) >  0 и / '  (х) <  0 на области определения 
функции /  (х) методом интервалов. Для этого отмечаем точки 1 и ( -1 )  
на области определения функции /  (х) и находим знак / '  (х) в каждом 
из полученных промежутков (рис. 5.3).
Учитывая достаточные условия возрастания и убывания функции, по­

лучаем, что на тех интервалах, где производная положительна, функция 
/(х )  возрастает, а на тех интервалах, где производная отрицательна, —

Жан Гастон Дарбу (1842-1917) — французский математик, внесший зна­
чительный вклад в развитие дифференциальной геометрии, интегрального ис­
числения и механики.

“  Внутренней точкой множества называется точка, которая принадлежит 
этому множеству вместе с некоторой своей окрестностью.
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убывает. Следовательно, функция /(х )  возрастает на интервалах (-о о ; -1 )  
и (1; +оо) и убывает на интервале ( -1 ; 1). <1

График функции у = Xs -  Зх изображен на 
рис. 5.4. При построении графика учтено, что 
/  ( -1 ) = 2 и /  (1) = -2 .  Из графика видно, что функ­
ция /  (х) = Xs — Зх возрастает не только на интер­
валах (-о о ; -1 )  и (1; +оо), но и на промежутках 
(-о о ; -1 ]  и [1; +оо), и убывает не только на интерва­
ле ( -1 ; 1), но и на отрезке [ -1 ; 1].

Всегда, когда функция f (х) непрерывна в любом 
из концов промежутка возрастания (убывания), 
его можно присоединить к этому промежутку 
(как точки -1  и 1 в предыдущей задаче). Примем 
это утверждение без доказательства.

2. Экстремумы (максимумы и минимумы) функции. Рассмотрим окрест­
ность точки х = -1  на графике функции у = Xs — Зх, то есть произвольный 
интервал, содержащий точку -1  (например, 8-окрестность этой точки). Как 
видно из рис. 5.4, существует такая окрестность точки х = - 1 ,  что наиболь­
шее значение для точек из этой окрестности функция /  (х) = Xs -  Зх при­
нимает в точке х = -1 . Например, на интервале ( -2 ; 0) наибольшее значе­
ние, равное 2, функция принимает в точке х = -1 . Точку х = -1  называют 
точкой максимума этой функции и обозначают х11|ах, а значение функции 
в этой точке /  (-1 ) = 2 называют максимумом функции (от латинского сло­
ва maximum — максимум, что означает «наибольшее»).

Аналогично точку х = 1 называют точкой минимума функции 
/  (х) = Xs -  Зх, поскольку значение функции в этой точке меньше, чем ее 
значение в любой точке некоторой окрестности точки 1, например окрест­
ности (0 ,5 ; 1,5). Обозначают точку минимума х^,,, а значение функции 
в этой точке /  (1) = - 2  называют минимумом функции (minimum — ми­
нимум, в переводе с латинского «наименьшее»).

Точки максимума и минимума функции еще называют точками экс­
тремума, а значения функции в этих точках — экстремумами функции 
(от латинского слова extremum — экстремум, что означает «крайний»). 

Точку х0 из области определения функции /(х )  называют точкой 
максимума этой функции, если найдется 8-окрестность (х0 — 8; х0 +  8) 
точки х0, такая, что для всех х + х0 из этой окрестности выполняется 
неравенство /  (х) <  /  (х0).
Точку х0 из области определения функции /  (х) называют точкой 
минимума этой функции, если найдется 8-окрестность (х0 — 8; х0 +  8) 
точки х0, такая, что для всех х Ф х0 из этой окрестности выполняется 
неравенство /  (х) >  /  (х0).
По определению значение функции /  (х) в точке максимума х0 яв­

ляется наибольшим среди значений функции из некоторой окрестности
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этой точки, поэтому график функции /  (х) в окрестности точки х0 чаще 
всего имеет вид гладкого «холма» (рис. 5 .5, а), но может иметь и вид 
заостренного «пика» (рис. 5 .5, б). В точке максимума также может быть 
изолированная точка графика (понятно, что в этом случае функция не 
будет непрерывной в точке х0), в которой достигается наибольшее значе­
ние функции для некоторой окрестности точки х0 (рис. 5 .5, в).

Рис. 5.5

Аналогично значение функции /  (х) в точке минимума х0 является наи­
меньшим среди значений функции из некоторой окрестности этой точки, 
поэтому график функции /  (х) в окрестности точки х0 обычно имеет вид 
«впадины» — гладкой (рис. 5 .6, а) или заостренной (рис. 5 .6 , б). В точке 
минимума также может быть изолированная точка графика, в которой до­
стигается наименьшее значение функции для некоторой окрестности точ­
ки х0 (рис. 5 .6, в).

Рис. 5.6

З а м е ч а н и е .  По определению точки экстремума — это такие точки, 
в которых функция принимает наибольшее или наименьшее значение по 
сравнению со значениями этой функции в точках некоторой окрестности 
экстремальной точки. Такой экстремум обычно называют локальным 
(от латинского lokalis — «местный»). Например, на рис. 5.4 изображен 
график функции у = Xs — Зх, которая имеет локальный максимум в точ­
ке *max = -1  (Ушах = 2) и локальный минимум в точке хшіп = 1 ( ( /^  = -2 ) , 
но, как видно из графика, на всей области определения эта функция не 
имеет ни наибольшего, ни наименьшего значения.
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3. Необходимое и достаточное условия экстремума. При исследовании 
функции и построении ее графика важное значение имеет нахождение 
точек экстремумов функции. Покажем, что точками экстремума могут 
быть только критические точки функции, то есть внутренние точки об­
ласти определения функции, в которых ее производная равна нулю или 
не существует.

Т е о р е м а  Ф е р м а  (необходимое условие экстремума). Если х0 яв­
ляется точкой экстремума функции f  (я) и в этой точке суще­
ствует производная f  (х0), т о  она равна нулю: f  (х0) = 0.

•  Докажем это утверждение методом от противного. Пусть х0 является 
точкой экстремума функции /  (х) и в этой точке существует произ­
водная / ' (х0). Допустим, ЧТО /'(хо ) Ф 0.
Рассмотрим случай, когда f '(x0) >  0. По определению производной

1  Л пч Л/ Д*)-/(*о)при х —> х0 (то есть при Ах —> 0) отношение —  = ------------ — стремится
Ах х -  х0

к положительному числу / '  (х0), следовательно, и само будет положи­
тельным при всех х, достаточно близких к х0. Для таких х

№ № о) >0
X  -  Х 0

Тогда при х >  х0 получаем, что /  (х) >  /  (х0), и, значит, точка х0 не 
может быть точкой максимума.
При х <  х0 получаем, что /  (х) <  /  (х0), следовательно, точка х0 не 
может быть точкой минимума, то есть х0 не может быть точкой экс­
тремума, что противоречит условию.
Аналогично рассматривается и случай, когда f '(x0) <  0. О

Отметим, что теорема Ферма дает только необходимое условие экс­
тремума: из того, что / '  (х0) = 0, не обязательно следует, что в точке 
х0 функция имеет экстремум. Например, если /  (х) =  X s , то f'(x) = Зх2 
и /ДО) = 0. Но точка х =  0 не является точкой экстремума, поскольку 
функция X s возрастает на всей числовой прямой (рис. 5.7).

Теорема Ферма имеет наглядный геометрический смысл: касательная 
к графику функции у = f (х) в точке с абсциссой х0 (где х0 — точка экс­
тремума функции) параллельна оси абсцисс (или совпадает с ней), поэто­
му ее угловой коэффициент / '  (х0) равен нулю (рис. 5.8).

В точке с абсциссой х0 = 0 к графику функции у = Xs также можно 
провести касательную: поскольку / '  (0) = 0, то этой касательной являет­
ся ось Ох. Но графики функций (рис. 5 .7, 5.8) по-разному расположены 
относительно касательных. На рис. 5.8, где х0 и х1 — точки экстрему­
ма, можно указать окрестности этих точек, для которых соответствую­
щие точки графика располагаются по одну сторону от касательной, а на 
рис. 5.7 график функции у = Xs при переходе аргумента через точку
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х0 = 0 (в которой производная равна нулю, но которая не является точ­
кой экстремума) переходит с одной стороны касательной на другую. 
В этом случае точку х0 называют точкой перегиба* функции.

Функция может иметь экстремум и в той критической точке, в кото­
рой не существует производная данной функции. Например, как было 
показано на с. 26, функция у = | х | не имеет производной в точке х = О, 
но, как следует из ее определения и как видно из графика (рис. 5.9), 
именно в этой точке функция имеет минимум.

Отметим, что не каждая критическая точка, в которой не существу­
ет производная данной функции, будет точкой экстремума этой функ­
ции. Например, функция f (х) = Зх + \ х | не имеет производной в точке 
х = 0: график имеет излом при х = 0 (рис. 5.10). Действительно, если 
допустить, что функция /  (х) = Зх +  | х | имеет производную в точке 0, то 
функция /  (х) -  Зх также должна иметь производную в точке 0. Так как 
/ ( х )  — Зх = | х|, а функция | х | не имеет производной в точке 0, значит, 
функция /  (х) -  Зх не имеет производной в точке 0, то есть мы пришли

* Более детально о точках перегиба см. на с. 133. Отметим, что в точке пере­
гиба производная не обязательно должна быть равна нулю.
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к противоречию. Следовательно, функция /  (х) в точке 0 производной 
не имеет. Но, как видно из рис. 5.10, функция / ( х )  возрастает на всей 
числовой прямой и экстремума не имеет.

Приведенные соображения и примеры показывают, что для нахож­
дения точек экстремума функции необходимо прежде всего найти ее 
критические точки. Для выяснения того, является ли соответствующая 
критическая точка точкой экстремума, необходимо провести дополни­
тельное исследование. Этому часто помогают достаточные условия суще­
ствования экстремума в точке.

Т е о р е м а  1 (признак максимума функции). Если функция f (х) 
непрерывна в точке х0 и при переходе через точку х0 ее произ­
водная меняет знак с плюса на минус (то есть в некоторой 
8-окрестности точки х0 при х < х0 значение f  (х) >  0, а при х >  х0 
значение f  (х) <  0), то точка х0 является точкой максимума 
функции f (х).

•  Рассмотрим заданную 8-окрестность точки х0, то есть интервал (х0 -  8; 
х0 +  8). По условию производная f' (х) >  0 на интервале (х0 -  8; х0) (при 
х <  х0). Таким образом, функция /  (х) возрастает на этом интервале, 
а учитывая непрерывность /  (х) в точке х0, функция /  (х) возрастает 
и на промежутке (х0 -  8; х0]. Тогда для всех х из интервала (х0 -  8; х0) 
имеем х <  х0, следовательно, /  (х) <  /  (*o )-
Аналогично по условию производная f' (х) <  0 на интервале (х0; х0 +  8) 
(при х >  х0). Таким образом, функция / ( х )  убывает на этом интерва­
ле, а с учетом непрерывности /  (х) в точке х0 функция /  (х) убывает 
и на промежутке [х0; х0 +  8). Тогда для всех х из интервала (х0; х0 +  8) 
имеем х >  х0, следовательно, /  (х) <  /  (*о) •
Итак, /  (х) <  /  (х0) для всех х Ф х0 из некоторой 8-окрестности точки х0, 
а значит, точка х0 является точкой максимума функции /(х ) . О 
Т е о р е м а  2 (признак минимума функции). Если функция f (х) 
непрерывна в точке х0 и при переходе через точку х0 ее произ­
водная меняет знак с минуса на плюс (то есть в некоторой 
8-окрестности точки х0 при х < х0 значение f  (х) <  0, а при х >  х0 
значение f  (х) >  0), то точка х0 является точкой минимума 
функции f (х).
Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1 

(предлагаем провести его самостоятельно).

Теоремы 1 и 2 дают возможность сделать такой вывод: если функция 
/ ( х )  непрерывна в точке х0 и производная f  (х) меняет знак при пере­
ходе через точку х0, то х0 — точка экстремума функции f (х).

Если же функция f (х) непрерывна в точке х0 и ее производная f  (х) 
не меняет знак при переходе через точку х0, то точка х0 не может 
быть точкой экстремума функции.
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•  Действительно, если, например, / '  (х) >  0 на интервалах (х0 -  8; х0) 
и (х0; х0 + 8), то функция возрастает на каждом из этих интервалов. 
Учитывая ее непрерывность в точке х0 (см. доказательство теоре­
мы 1), получаем, что для всех х є (х0-  8; х0) выполняется неравен­
ство /  (х) «  /  (х0) и для всех х є (х0; х0 +  8) выполняется неравенство 
/ ( * о )  < /  (х). Это означает, что на всем промежутке (х0 — 8; х0+  8) 
функция /  (х) возрастает и точка х0 не является точкой экстремума. 
Аналогично рассматривается случай, когда на этих же интервалах 
/ ' ( х )  <  0. О

З а м е ч а н и е .  Приведенное обоснование позволяет уточнить условия 
возрастания и убывания функции.

Если / '  (х) > 0 в каждой точке интервала (а; Ъ), причем уравнение 
f  (х) = 0 имеет только конечное (или счетное*) множество корней, то 
функция f (х) возрастает на этом интервале.

Если / '  (х) < 0 в каждой точке интервала (а; Ъ), причем уравнение 
f  (х) = 0 имеет только конечное (или счетное) множество корней, то 
функция f (х) убывает на этом интервале.

Для практического исследования функции на экстремумы, можно ис­
пользовать уточненный вариант схемы, приведенной на с. 53:
1. Найти область определения функции.
2. Найти производную f  (х).
3. Найти критические точки (то есть внутренние точки области 

определения, в которых f  (х) равна нулю или не существует).
4. Отметить критические точки на области определения, найти знак 

производной и характер поведения функции на каждом из интерва­
лов, на которые разбивается область определения.

5. Относительно каждой критической точки определить, является ли 
она точкой максимума или минимума или не является точкой экс­
тремума.
Пример применения этой схемы к исследованию функции на экстре­

мум приведен в табл. 5 (с. 49) и в задаче 2 на с. 61.

Примеры решения задач

Задача 1 Функция у = f (х) определена на промежутке ( -7 ; 8). На 
рис. 5.11 изображен график ее производной.
1) Укажите промежутки возрастания и убывания функции /  (х).
2) Найдите критические точки функции. Определите, какие из 
них являются точками максимума, какие — точками миниму­
ма, а какие не являются точками экстремума.

* Счетность множества означает, что мы можем установить взаимно однознач­
ное соответствие между элементами этого множества и натуральными числами, 
то есть можем указать, как занумеровать все элементы множества.
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Рис. 5.11

Решение Комментарий
1) ► Из графика имеем, что / '  (х) >  0 

на промежутках ( -4 ; 2) и (6; 8), 
следовательно, / ( х )  возрастает на 
этих промежутках. Аналогично 
f'(x) < 0 на промежутках (—7; —4) 
и (2; 6), а значит, /  (х) убывает на 
этих промежутках.
Поскольку в точках - 4 ,  2 и 6 
существует производная / '  (х), 
то функция /  (х) непрерывна 
в этих точках и их можно вклю­
чить в промежутки возрастания 
и убывания.

Ответ: f (х) возрастает на проме­
жутках [ -4 ; 2] и [6; 8) и убывает на 
промежутках ( -7 ; -4 ]  и [2; 6]. <1 2

2) ► Производная / '  (х) существу­
ет на всей области определения 
функции /  (х) и равна нулю в точ­
ках -4 ,  2 и 6. Это внутренние точ­
ки области определения, следова­
тельно, критическими точками 
будут только точки -4 ,  2 и 6. 
Поскольку производная существу­
ет на всей области определения, 
то функция непрерывна в каж­
дой точке области определения.

1) Как известно, на тех промежут­
ках, где производная функции по­
ложительная, функция возраста­
ет, а на тех промежутках, где 
производная отрицательная, — 
убывает. Поэтому по графику 
выясняем промежутки, в кото­
рых производная положительна 
и в которых — отрицательна. Это 
и будут промежутки возрастания 
и убывания функции.

2) Критические точки — это внут­
ренние точки области опреде­
ления, в которых производная 
равна нулю или не существует. 
Из графика видно, что производ­
ная / '  (х) существует на всей за­
данной области определения. 
Следовательно, критическими 
точками будут только те значе­
ния х, при которых производная 
равна нулю.

Для определения того, является 
ли критическая точка точкой экс­
тремума, используем достаточные 
условия экстремума: если в крити­
ческой точке функция непрерывна
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В точках -4  и 6 производная ме­
няет знак с « -»  на «+»,  следо­
вательно, это точки минимума. 
В точке 2 производная меняет 
знак с «+» на « - » ,  следовательно, 
это точка максимума.

Ответ: х1шіп = - 4 ,  х2шіп = 6,
х . = 2. <

и ее производная меняет знак с «+»  
на « - » ,  то это точка максимума, 
а если с « - »  на «+» — точка мини­
мума.

Задача 2 Для функции /(х ) = хН-----найдите промежутки монотон -

ности, точки экстремума и значения функции в точках 
экстремума.

Решение Комментарий

► 1. Область определения, D(f): 
Х ^О , то есть (-о о ; 0) U (0 ; +оо).

2. /'(х ) = х' + 25^|  =1~ Ч -

3. Производная существует на всей 
области определения функции 
/(х ) .
/ '  (х) = 0. Тогда 1 — —у = 0, следо-

вательно, х2= 2 5 ,  то есть х =  5 
и х = - 5  — критические точки.

4. Отмечаем критические точки на 
области определения функции 
/ ( х )  и находим знак / ' ( х ) в каж­
дом из полученных промежутков 
(рис. 5.12).

Знак Г  (х)

Поведение
fix )  f

mm'
Рис. 5.12

Получаем, что функция /(х )  возрас­
тает на промежутках (-о о ; -5 ]  и 
[5; +оо) и убывает на промежутках 
[ -5 ; 0) и (0; 5]. В точке -5  произ­
водная меняет знак с «+» на « - » ,

Исследовать функцию на монотон­
ность и экстремум можно по схеме:
1. Найти область определения 

функции.
2. Найти производную f  (х).
3. Найти критические точки (то 

есть внутренние точки области 
определения, в которых f  (х) рав­
на нулю или не существует).

4. Отметить критические точки 
на области определения, найти 
знак производной и характер по­
ведения функции на каждом из 
интервалов, на которые разби­
вается область определения.

5. Относительно каждой крити­
ческой точки определить, явля­
ется ли она точкой максимума 
или минимума или не является 
точкой экстремума.
Функция непрерывна (и диффе­

ренцируема) в каждой точке об­
ласти определения, поэтому, за­
писывая промежутки возрастания 
и убывания функции, критические 
точки можно включить в эти проме­
жутки. Для выяснения того, явля­
ется ли критическая точка точкой
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следовательно, это точка максиму­
ма; в точке 5 производная меняет 
знак с « -»  на «+» ,  то есть это точка 
минимума, а значит,

ш̂ах — r̂oin — '-*■
Тогда ушю[ = f ( -5 )  = -1 0 ,

Ушіп = /  (5) = 10. <

экстремума, используем достаточ­
ные условия экстремума.

З а м е ч а н и е .  Результаты исследования функции на монотонность 
и экстремумы удобно фиксировать не только в виде схемы, изображенной 
на рис. 5.12, но и в виде специальной таблицы:

X (-оо; -5 ) -5 ( -5 ; 0) (0; 5) 5 (5; +оо)

Г  (ОС) + 0 - - 0 +

f (*) S ' -1 0 10 S '
max min

Задача 3" Найдите промежутки монотонности, точки экстремума 
и экстремумы функции:
1) /  (х) = Xs -  12 | X + 1 |; 2) ер (х) = 4 cos х -  cos 2х.

Комментарий
Для исследования заданных функций используем схему, приведен­

ную на с. 59.
В задании 1, используя определение модуля, отдельно найдем 

производную при X <  -1  и при X >  -1 .  Чтобы выяснить, существует ли 
производная / '  (х) при х = —1, попытаемся найти значения / '  ( -1 )  по фор­
мулам (1) и (2), приведенным далее в решении, и сравнить их*. Чтобы 
найти точки, в которых / '  (х) = 0, приравняем к нулю значения произ­
водной / '  (х) при х <  -1  и при х >  -1  и учтем соответствующие ограни­
чения для X.

В задании 2 учтем, что ф' (х) = 0 — это тригонометрическое урав­
нение, имеющее бесконечное множество корней, то есть функция ф (х) 
имеет бесконечное количество критических точек, поэтому отметить их 
все на области определения функции (как это предлагается в схеме ис­
следования функции) мы не в состоянии. В таком случае можно попы­
таться непосредственно использовать достаточные признаки возрастания 
и убывания функции (то есть решить неравенства ф' (х) >  0 и ф' (х) <  0) 
или в случае, когда функция ф' (х) является периодической, провести 
исследование поведения ф' (х) на одном периоде, а затем результат по-

* Фактически мы будем сравнивать значения так называемых односторонних 
производных функции /(х )  в точке (-1). Эти производные определяются анало­
гично односторонним пределам функции (см. с. 102).
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вторить через период. В случае, когда ср' (х) определена на всем периоде 
и мы знаем промежутки, где выполняется неравенство ср' (х) > 0, и точ­
ки, где выполняется равенство ср' (х) = 0, для всех остальных точек пе­
риода обязательно будет выполняться неравенство ср' (х) <  0.

Решение
1) ► Область определения: D ( /  ) = R. Запишем заданную функцию так:

Тогда

/(х ) =

fix)

х 3- 1 2 х - 1 2  п р и х > - 1 ,  

х 3+12х + 12 п р и х < - 1 .  
|Зх2-1 2  п р и х > - 1 ,  

[Зх2+12 п р и х < - 1 .
(1)

(2)
Производная / ' ( х ) не существует в точке х = - 1 ,  поскольку значения 

/ '  ( -1 ) , вычисленные по формулам (1) и (2), разные ( -9  Ф 15), следова­
тельно, х = -1  — критическая точка функции /  (х). Значение / '  (х), вы­
численное по формуле (2), не может равняться нулю (Зх2 +  12 Ф 0). Для 
формулы (1) имеем Зх2 -  12 = 0, то есть х = 2 и х=  - 2 ,  но, учитывая усло­
вие х >  - 1 ,  получаем, что только х = 2 является критической точкой. Это 
означает, что функция / ( х )  имеет две критические точки: 2 и (-1 ) .

Отмечаем критические точки на об­
ласти определения функции /  (х) и нахо­
дим знак / '  (х) на каждом из промежутков 
(рис. 5.13). Получаем, что функция /(х )  
возрастает на промежутках (-оо; -1 ]  и 
[2; +оо) и убывает на промежутке [-1 ; 2].

В точке (-1 )  производная меняет знак 
с «+» на « - » ,  следовательно, это точка 
максимума. В точке 2 производная меня­
ет знак с « -»  на «+»,  а значит, это точка минимума. Тогда х ^  = -1 ,  
Ушах = /  (“ І) = “ К *ппп = 2, ушin = /  (2) = -2 8 . <1
2) ► Область определения: D (ср) = R. Производная ср' (х) = (4 cos х -  cos 2х)' = 
= - 4  sin х +  2 sin 2х = - 4  sin х +  4 sin х cos х = 4 sin х (cos х -  1).

Критические точки: поскольку производная ср' (х) существует на всей 
области определения функции ср (х), критическими точками будут все 
значения х, для которых ср' (х) = 0.

4 sin x(cos х -  1) = 0. Тогда sin х = 0 или cos х = 1. Следователь­
но, х = тш, п є Z, или х = 2nk, k є Z. (Значение 2nk дает и формула тш 
при n = 2k, поэтому все критические точки можно задать формулой тш, 
п є Z.)

Функция ср (х) возрастает в тех точках ее области определения, где 
ср' (х) >  0.

fsinx>0, fsinx<0,
Имеем: 4 sin x(cos х -  1) >  0, тогда 1 или 1

[cosx>l  [cosx<l .

Знак / '  (х) '

Поведение “ 1
fix)

Рис. 5.13

min'
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Первая система не имеет решений (cos х не может быть больше 1), 
а вторая система имеет решение (рис. 5.14): и +  2nh <  х  <  2п + 2nk, 
h e  Z.

Производная ер' (х) = 4 sin х  (cos х  -  1) является пери­
одической функцией (относительно переменной х) 
с периодом 2тг (это общий период для функций sin X 
и cos х). На периоде [0; 2тг] неравенство ср' (х) >  0 вы­
полняется на промежутке (тг; 2тг), а равенство ср' (х) = 0 
в точках тш, то есть в точках 0, и и 2п. Тогда неравен­
ство ср' (х) <  0 выполняется на промежутке (0; и), 
а учитывая период, и на всех промежутках 
2nh < х  < п + 2nh, k е Z. Принимая во внимание усло­
вия возрастания и убывания функции и то, что функ­

ция ср (х) непрерывна на всей числовой прямой (она дифференцируема во 
всех точках), получаем, что функция ср (х) возрастает на каждом из про­
межутков [тг +  2nk-, 2п + 2nk\, k е Z, и убывает на каждом из промежут­
ков [2тг/е; и + 2nh], k є Z.

Поскольку производная ср' (х) яв­
ляется периодической функцией 
С периодом 2тг, ТО через промежу- -л  0 71 271 371 X

ток длиной 2тг знаки производной ^
ср'(х) повторяются (рис. 5.15). В точ­
ке 0 производная ср' (х) меняет знак
с «+» на « - » ,  следовательно, х = 0  — точка максимума, а учитывая, 
что поведение ср' (х) повторяется через 2тг, имеем х^х = 2nk, k е  Z. Тогда 
Ушах = Ф {2nk) = 4 cos (2nk) -  cos (Ank) = 3.

В точке и производная ср' (х) меняет знак с «—» на «+» ,  следовательно, 
х  = и — точка минимума, а учитывая, что поведение ср' (х) повторяется 
через 2п, имеем x Mn = и + 2nh, h є Z. Тогда уЫп = ср (и + 2nh) = 4 cos (и + 
+ 2nk) -  cos (2п + 4nk) = -5 .  <1

■  Вопросы для контроля

1. Дайте определение возрастающей и убывающей на множестве функ­
ции. Приведите примеры таких функций и их графиков.

2. а) Сформулируйте достаточные условия возрастания и убывания 
функции. Приведите примеры их применения.
б*) Обоснуйте достаточные условия возрастания и убывания функции. 

3*. Сформулируйте и обоснуйте условие постоянства функции на интервале.
4. Изобразите график функции, имеющей экстремумы. Дайте определе­

ние точек экстремума функции и ее экстремумов.
5. Какие точки называются критическими?
6. а) Сформулируйте необходимое условие экстремума функции, 

б*) Обоснуйте необходимое условие экстремума функции.
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7. а) Сформулируйте достаточное условие существования экстремума 
в точке.
б*) Обоснуйте достаточное условие существования экстремума 
в точке.

8. По какой схеме можно исследовать функцию на монотонность и экс­
тремум? Приведите пример такого исследования.

■  Упражнения
1°. На рис. 5.16 изображен график функции у = f (х) (на рис. 5.16, а функ­

ция задана на промежутке [ -6 ; 6], а на рис. 5.16, б — на промежутке 
[ -7 ; 7]). Укажите промежутки возрастания и убывания функции /  (х).

а б
Рис. 5.16

2°. Известно, что производная функции у = f (х), заданной на множестве 
всех действительных чисел, имеет знаки, как на рис. 5.17. Укажите 
промежутки возрастания и убывания функции /(х ) .

Рис. 5.17 Рис. 5.18

3. Функция у = f (х) определена на промежутке ( -6 ; 3). На рис. 5.18  
изображен график ее производной. Укажите промежутки возраста­
ния и убывания функции /  (х).
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4. Докажите, что заданная функция возрастает на всей области опре­
деления:
1°) /  (х) = Xs +  5х; 2) /  (х) = Xs -  х2 +  х -  7;
3) /  (х) = 2х +  cos х; 4) /  (х) = sin х +  Зх +  2.

5. Докажите, что заданная функция убывает на всей области определения:
1°) у = - X s -  Зх; 2) /  (х) = - х 7 +  х4 -  х +  2;
3) /  (х) = cos х -  6х; 4) /  (х) = sin х -  2х +  1.
Найдите промежутки возрастания и убывания функции (6, 7).

6. 1°) /  (х) = х2 -  2х; 2) /  (х) = Xs -  24х +  2; 3) /  (х) = х4 -  2х2;

4) / ( х )  = х + —;
х

7. 1) у = Xs -  27х +  1; 
3*) у = х + 2 cos х;

5) f(x) = y[xF; 6*) f  (x) = y[xF.

2) у = X -  Xs;
4*) у = х -  sin 2х.

8 ". Найдите все значения параметра а, при которых функция возрастает 
на всей числовой прямой:
1) /  (х) = Xs -  Зах; 2) /  (х) = ах +  cos х; 3) /  (х) = х3 +  ах2 +  Зах -  5.

9я. Докажите, что уравнение имеет единственный корень, и найдите 
этот корень:
1) 2 Xs +  Зх -  5 = 0; 2 ) х 3- х 2+ х  = 6;
3) 5х -  cos З х -5 т г = 1 ;  4 ) х 3- х 5- х = 1 .

10°. По графику функции у = f (х), изображенному на рис. 5.16, найдите 
точки максимума и минимума функции /  (х). Существует ли производ­
ная в каждой из этих точек? Если существует, то каково ее значение?

11°. Известно, что производная некоторой функции у = f (х), заданной 
на множестве всех действительных чисел, имеет такие знаки, как 
на рис. 5.17, и / '  ( -5 )  = / '  (5) = 0. Укажите критические точки функ­
ции, а также ее точку максимума и точку минимума.

12°. Пользуясь данными о производной / '( х ) ,  приведенными в таблице

X (-оо; -2 ) -2 ( -2 ; 1) 1 (1, 5) 5 (5; +оо)

f  (х) + 0 - 0 + 0 +

(если D ( /) =  R), укажите:
1) промежутки возрастания и убывания функции /  (х);
2) точки максимума и точки минимума функции /  (х).

13. Функция у = f (х) определена на промежутке ( -6 ; 3). На рис. 5.18 
изображен график ее производной. Найдите критические точки 
функции. Определите, какие из них — точки максимума, какие — 
точки минимума, а какие не являются точками экстремума.

Исследуйте заданную функцию на экстремумы (14, 15). 
14°. 1) /  (х) = 1 +  12х -  Xs; 2) /  (х) = х4 -  2х2 -  5;

3) /  (х) = х4 -  8 Xs; 4) /  (х) = 5х -  х5.
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I «Г I— 1 X  +  215. 1) г/ = V 1 - х  ; 2) у = х-\1х; 3) у = х + ~ ;  4) у = —= .
х sjx

Определите промежутки монотонности, точки экстремума функции 
и значения функции в точках экстремума (16, 17).
16. 1°) /  (х) = х2 -  6х + 5; 2°) /  (х) = х4 -  2х2;

3) /(х ) = х + —; 4) f(x) = s lx -l+ s /3 -x .X

17ft. 1) у X
х  +  4 ’

3) у = 6х3 -  2| х -  1

2) у = х2 -  | х | -  1;

4) j/ = sinx + ^sin2x.

5.2. ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИИ 
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ЕЕ ГРАФИКА

Т абл и ц а  6

Схема исследования функции Пример

1. Найти область определения 
функции.

Постройте график функции

/(х )  = х + 4 --

► 1. Область определения: х Ф 0 
(D(f) = (-со; 0) U (0; +оо)).

2. Выяснить, является ли функ­
ция четной или нечетной (или 
периодической").

2. Функция /  (х) ни четная, ни нечет­
ная, поскольку / ( —х) Ф /(х )

и / ( - х )  Ф ~f(x).

3. Найти точки пересечения гра­
фика с осями координат
(если это возможно).

3. График не пересекает ось Оу (хФ 0).

На оси Ох у = 0: х + -^- = 0, х3 = - 4 ,

х = -л/7 (= —1,6) — абсцисса точки пе­
ресечения графика с осью Ох.

4. Найти производную и крити­
ческие точки функции.

4. 1 - А  П р и в о д н а ,
\х 1 X

существует на всей области определе­
ния функции /(х )  (значит, функция 
/  (х) непрерывна в каждой точке своей 
области определения).

f  (х) = 0; 1 -  = 0. При х Ф 0 имеем:
X

х3 = 8, х = 2 — критическая точка.

Периодичность чаще всего устанавливают для тригонометрических функций.
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Пр одол ж ен и е табл. 6

5. Найти промежутки возрас­
тания и убывания функции 
и точки экстремума (и значе­
ние функции в этих точках).

5. Отметим критические точки на об­
ласти определения, определим знак 
производной и характер поведения 
функции на каждом из промежутков, 
на которые разбивается область опре­
деления.

Знак f  (ж) + 

Поведение х

№ > /

Итак, функция возрастает на проме­
жутках (-о о ; 0) и [2; +оо) и убывает на 
промежутке (0; 2]. Поскольку в кри­
тической точке 2 производная меняет 
знак с « -»  на «+ » , то х = 2 — точка ми­
нимума: х ^  = 2. Тогда уЫп = f (2) = 3.

6 . +  оо
----- >

Исследовать поведение функ­
ции на концах промежутков 
области определения (этот 
этап не входит в минимальную 
схему исследования функ­
ции).

0 х

При х —> 0 справа (и при х —> 0 слева)

/  (х) = X + ->■ (— ) ->■ + оо .*
х \+0/

При х —> -оо  (и при х —> +оо) зна­

чение —> 0, тогда" /  (х )  —> х (то есть

при х —> -оо  /  (х )  —> -оо  и при х  —> +оо 
/ (х )  — > +оо).

X
1
2

1
2 4 -4

У 16-
2

1 5 -
2 4

СО | те
со1

7. Если необходимо, найти ко­
ординаты дополнительных 
точек, чтобы уточнить поведе­
ние графика функции.

В этом случае говорят, что прямая х = 0 — вертикальная асимптота графи­
ка функции / (х ) (см. с. 117).

"  В этом случае говорят, что прямая у = х — наклонная асимптота графика 
функции /  (х).
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О к он ч ан и е  табл. 6

■  Объяснение и обоснование
Для построения графика функции (особенно в тех случаях, когда речь 
идет о незнакомой функции) целесообразно исследовать ее свойства, ко­
торые помогают составить определенное представление о виде ее графика. 
Когда такое представление составлено, можно построить график функ­
ции по найденным характерным точкам. Фактически при исследовании 
функции мы будем придерживаться схемы, приведенной в учебнике для 
10 класса, только для исследования функции на возрастание, убывание 
и экстремумы используем производную. Таким образом, для построения 
графика функции ее можно исследовать по схеме:
1) найти область определения функции;
2) исследовать функцию на четность/ нечетность и периодичность;
3) найти точки пересечения графика с осями координат;
4) найти производную и критические точки функции;
5) найти промежутки возрастания, убывания и точки экстремума 

(и значения функции в этих точках);
6) исследовать поведение функции на концах промежутков области 

определения;
7) если необходимо, найти координаты дополнительных точек;
8) на основании проведенного исследования построить график функции. 

Эта схема — ориентировочная, и не всегда нужно выполнять все этапы
исследования. Например, иногда нельзя точно найти точки пересечения 
графика с осью Ох, даже если мы знаем, что такие точки существуют. 
Также бывает сложно исследовать поведение функции на концах про­
межутков области определения. В таком случае уточнить ее поведение 
можно за счет нахождения координат точек графика функции, абсциссы 
которых приближаются к концам промежутков области определения.
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Охарактеризуем особенности выполнения каждого из указанных эта­
пов исследования функции и особенности учета полученных результатов 
при построении графика функции.
1. В первую очередь, необходимо выяснить и записать область опре­

деления. Если нет специальных ограничений, то функцию считают 
заданной при всех значениях аргумента, при которых существуют 
все выражения, входящие в запись функции. Ограничения, которые 
следует учесть при нахождении области определения функции, при­
ведены в табл. 7.

Т абл и ца 7

Вид функции Ограничения , которые учитываются при нахождении 
области определения функции*

1 /( * )  
У g(x) g (х) Ф 0 Знаменатель дроби не равен нулю

2 й"
 

II
(Ті о

Под знаком корня четной степени мо- 
f (х) > 0 жет стоять только неотрицательное 

выражение

3 У = tg ( / (*))

, .  . я , Под знаком тангенса может стоять f (х) /  -  + жк
2 только выражение, не равное -  + nk 

'  є ' (h — любое целое число)

4 у = ctg ( / (х))
„, . , Под знаком котангенса может сто- Т ( х ) Ф nk ,' „  ять только выражение, не равное ш
*■ (k — любое целое число)

5 у  = arcsin ( /  (х)) | /  (х) | < 1, Под знаками арксинуса и арккосинуса 
то есть может стоять только выражение, мо- 

—1 < f(x) < 1 дуль которого меньше или равен единице6 у  = arccos ( /  (х))

7

у  = Xа

а) а — натуральное х —  любое число

б) а — целое отри­
цательное или нуль х Ф 0

в) а —нецелое по­
ложительное число X > 0

г) а — нецелое о т­
рицательное число х >  0

* При записи этих ограничений предполагаем, что функции /  (х) и g (х) опре­
делены на рассматриваемом множестве.
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После нахождения области определения функции полезно отметить 
ее на оси абсцисс. Если область определения — вся числовая прямая, то 
никаких отметок можно не выполнять. Если эта область — промежуток 
числовой прямой, то через его концы полезно провести вертикальные 
прямые, между которыми будет находиться график функции. Если от­
дельные точки числовой прямой не входят в область определения функ­
ции, то целесообразно отметить их на оси абсцисс и провести через них 
вертикальные прямые, не пересекающие график функции.
2. Если выяснится, что заданная функция четная (или нечетная), то 

можно исследовать свойства и построить ее график только при х > О, 
а затем отобразить его симметрично относительно оси Оу (для четной) 
или относительно начала координат (для нечетной). Если же функция 
периодическая, то достаточно построить ее график на отрезке длиной Т, 
а затем повторить его на каждом из промежутков длиной Т (то есть 
перенести график параллельно вдоль оси Ох на Tk, где k — целое 
число).
Для обоснования четности функции достаточно проверить, что для 

всех X из ее области определения /  ( -х )  = /  (х), для нечетности — вы­
полнение равенства /  ( -х ) = - /  (х), а для периодичности — равенства 
/  (х +  Т) = f (х) при условии, что если х входит в область определения 
функции /  (х), т о х + Г и х - Г  (где Т Ф 0) также входят в нее.
3. Чтобы найти точки пересечения графика с осями координат, учи­

тываем, что на оси Оу значение х = 0. Тогда у = f (0) (если это зна­
чение существует). На оси Ох значение у = 0, поэтому для нахожде­
ния соответствующих значений х приравниваем заданную функцию 
к нулю и находим корни полученного уравнения (если его удается 
решить).

4. Далее полезно найти производную и критические точки функции — 
внутренние точки ее области определения, в которых производная 
равна нулю или не существует. На всех промежутках, где существует 
производная данной функции, эта функция непрерывна и ее график 
на каждом из промежутков — неразрывная линия.

5. Используя производную и критические точки функции, находим 
промежутки возрастания и убывания и точки экстремума функ­
ции (и значения функции в этих точках). Целесообразно отметить 
критические точки функции на ее области определения и найти 
знаки производной в каждом из промежутков, на которые разби­
вается область определения. Вывод о возрастании или убывании 
функции на промежутке между критическими точками часто мож­
но сделать, сравнив значения функции на концах этого промежутка 
(вместо определения знака производной).
Результаты этого этапа исследования можно оформить в виде специ­

альной таблицы:
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Значение х 

Знак и значение f'(x )

Поведение и значение /  (х)

После нахождения значения функции в каждой критической точке 
х0 строим соответствующие точки на координатной плоскости, учитывая 
поведение графика функции в окрестности точки х0 (табл. 9).

Т абл и ца 8

Критическая 
точка х0 Поведение / '  (х)

Ориентировочный вид гра­
фика функции /  (х) 

в окрестности точки х0

л;0—  точка 
максимума

Г  (*о) = 0,
/ ' (х) меняет знак 

в точке х0 с «+» на «-» X \
f  (х0) не существует,

/ ' (х) меняет знак 
в точке х0 с «+» на «-» Л

л;0—  точка 
минимума

Г  (*о) = 0,
/ ' (х) меняет знак 

в точке х0 с «-» на «+» V У
f  (х0) не существует,

/ ' (х) меняет знак 
в точке х0 с «-» на «+» V

х0 —  крити­
ческая точка, 
в которой про­
изводная рав- 

на нулю, но 
которая не яв­
ляется точкой 

экстремума

Г  (*о) = 0,
f' (х) слева и справа от 

точки х0 положительная

Г  (*о) = 0,
f' (х) слева и справа от 

точки х0 отрицательная

При изображении графика функции в окрестности точки х 0 учитыва­
ют геометрический смысл производной: если / '  (х0) = 0, то в точке с аб­
сциссой х0 к графику функции у = f (х) можно провести касательную, 
параллельную оси Ох. Если же значение / '  (х0) не существует, то в точке
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с абсциссой х0 график будет иметь излом (или касательную к графику 
функции в этой точке провести нельзя, или касательная перпендикуляр­
на к оси Ох).
6. Для более полного представления о виде графика функции, целесооб­

разно исследовать поведение функции на концах области определе­
ния. При этом возможны несколько случаев.
а) Около точки х = а, ограничивающей промежуток области определе­

ния, значение функции стремится к бесконечности. Например, у функ­

ции у = — область определения — х Ф 0, то есть D (у) = (—оо; 0)

U (0; +оо), и если значение х стремится к нулю, то значение у — к беско­
нечности (рис. 5.19).

Как отмечалось на этапе 1, через точку х = а уже проведена вертикаль­
ная прямая. Около точки х = а график функции будет стремиться вверх 
или вниз, приближаясь к этой прямой. Ее называют вертикальной асим­
птотой* графика функции. Чтобы выяснить, вверх или вниз стремится 
график функции, достаточно определить знаки функции слева и спра­
ва от точки а. Характерные случаи изображены на рис. 5.20, 5.21.

б) Если предельная точка х = а входит в область определения функции, 
то надо определить значение функции в точке а и построить полученную 
точку. Типичный пример — точка х = 0 для функции у = л[х (рис. 5.22).

Рис. 5.22

в) В область определения функции входит бесконечный промежуток 
(либо вся числовая прямая, либо промежутки (-о о ; а) или (а; +оо)). 
В этом случае полезно представить себе поведение графика функции при

х —> -оо  или при х —> +оо. Например, для функции у = — имеем: при х —> +оо

значение у —> 0, оставаясь положительным (записываем: у —> +0). А  при 
X —> -оо  значение у —> 0, оставаясь отрицательным (записываем: у —> -0 ) .  
В этом случае говорят, что прямая у = 0 — горизонтальная асимптота 
графика функции (см. рис. 5.19).

Иногда при X —> +оо или при х —> -оо  можно выделить наклонную 
прямую, к которой неограниченно приближается график функции, —

Прямую, к которой неограниченно приближается кривая при удалении ее 
в бесконечность, называют а си м п т от ой  этой к р и вой  (подробнее см. на с. 115).
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так называемую наклонную асимптоту, позволяющую лучше предста­
вить поведение графика функции (см. пример в табл. 6).
7. Если нужно уточнить поведение графика функции (например, ког­

да на каком-нибудь бесконечном промежутке области определения 
функция возрастает от — оо до + о о ), следует найти координаты допол­
нительных точек графика, взяв произвольные значения аргумента 
из необходимого промежутка.

Примеры решения задач

Задача 1 Постройте график функции /  (х) = Xs — Зх — 3.

Решение
► 1. Область определения: D(f) = R.
2. Функция не является ни чет­
ной, ни нечетной, поскольку /  (-х ) = 
= -X s +  Зх -  3 ф f (х) (и /  (-х ) Ф - /  (х)).

3. Точка пересечения графика с осью Оу:
х = 0, у = f (0) = -3 .

4. Производная и критические точки.
Г  (х) = Зх2 -  3.

Производная существует на всей об­
ласти определения функции /(х ) .  
/ '  (х) = 0. Тогда Зх2 - 3  = 0, следова­
тельно, х2= 1, то есть х = 1 и х = - 1  — 
критические точки.
5. Отмечаем критические точки на об­
ласти определения функции /  (х) и на­
ходим знак / ' ( х ) на каждом из полу­
ченных промежутков (рис. 5.23).

- 1 1  X
Рис. 5.23

Составляем таблицу, в которой отмеча­
ем промежутки возрастания, убывания 
и экстремумы функции:

X (-о о ; - 1 ) -1 ( - і ;  і) і (1; +оо)

Г  (х) + 0 - 0 +

/  (*) S ' -1 \ -5

max min

Комментарий
Используем общую схему ис­

следования функции (с. 69). При 
нахождении области определения 
учитываем, что никаких ограниче­
ний, зафиксированных в табл. 8, 
функция не имеет, значит, обла­
стью определения является мно­
жество всех действительных чисел 
(можно использовать известное 
утверждение, что областью опре­
деления многочлена являются все 
действительные числа).

Чтобы найти точку пересече­
ния графика с осью Ох, нужно 
приравнять функцию к нулю и ре­
шить уравнение Xs -  Зх -  3 = 0. 
Но мы не можем найти корни 
этого уравнения, поэтому в ре­
шение включено лишь нахожде­
ние точки пересечения графика 
с осью Оу.

Когда уже известны производ­
ная данной функции, ее крити­
ческие точки и знаки произво­
дной в каждом из промежутков, 
на которые критические точки 
разбивают область определения 
функции, удобно находить про­
межутки возрастания и убывания 
и экстремумы функции, заполняя 
специальную таблицу.
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6. Найдем значения функции в не­
скольких точках:

X -2 2 3

/  (*) - 5 -1 15

7. Используя результаты иссле­
дования, строим график функции 
у = Xs -  Зх -  3 (рис. 5.24).

Рис. 5.24

Обратим внимание: функция 
непрерывна на всей числовой пря­
мой, поскольку дифференцируема 
в каждой точке области определе­
ния, а значит, ее график — нераз­
рывная линия.

Для уточнения вида графика це­
лесообразно найти координаты не­
скольких дополнительных точек.

После построения графика 
функции можно сделать вывод, 
что он имеет единственную точку 
пересечения с осью Ох. Она нахо­
дится между точками х = 2 и х = 3, 
поскольку функция /  (х) непре­
рывна, на промежутке [1; +оо) воз­
растает, в точке х = 2 принимает 
отрицательное значение, а в точке 
х = 3 — положительное. Других то­
чек пересечения с осью Ох быть не 
может, потому что на промежутке 
( - о о ;  -  1] функция /  (х) возрастает 
от - о о  до -1 ,  а на промежутке [—1; 
1] — убывает от -1  до -5 ,  то есть 
значения функции на этих проме­
жутках отрицательны.

З а м е ч а н и е . При построении графика функции мы не исследовали 
поведение функции на концах промежутков ее области определения. По­
кажем, как это можно сделать. Область определения данной функции — 
промежуток ( - о о ;  + оо ). Чтобы исследовать поведение функции на кон­
цах промежутков области определения, необходимо выяснить, к какому 
значению будет стремиться функция при х —> оо. Для этого в многочлене 
достаточно вынести за скобки наивысшую степень переменной (это всег­
да можно сделать, так как х Ф 0, когда значение х велико по модулю).

Тогда при х Ф 0 имеем f  (х) = х3 - З х - 3  = х 3[ 1 --^ ---^ -1 . Поскольку при
V Xі х А I

х —> оо значения Дг—>0 и Д -—>0, то >1. Следовательно, /  (х)
X X X X

будет стремиться к тому же значению, что и Xs. Но при х —> - о о  значение 
Xs —> - о о ,  тогда и f (х) —> - о о ,  а при х —> + оо  значение х3 —> + о о , тогда 
и /  (х) —> + оо . Учитывая непрерывность функции /(х ) ,  получаем, что она
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принимает все значения из промежутка ( - о о ;  + оо ). Приведенные сообра­
жения можно повторить для любой функции — многочлена нечетной сте­
пени. Тогда, строя графики таких функций, полезно помнить, что мно­
гочлен нечетной степени принимает все значения из промежутка 
( - о о ;  + о о ) и при больших по модулю значениях аргумента поведение 
многочлена будет аналогично поведению степенной функцией — его 
старшего члена.

Задача 2 1) Постройте график функции /  (х) = Xі  -  8х2 -  9.
2*) Сколько корней имеет уравнение Xі  -  8х2 -  9 -  а = О 

в зависимости от значения параметра а?

Комментарий
Для выполнения задания 1 исследуем функцию /  (х) по общей схеме 

и по результатам исследования построим ее график. Для нахождения 
точки пересечения графика с осью Ох приравниваем функцию к нулю 
и решаем полученное биквадратное уравнение. При построении графика 
также учитываем, что при х —> со значение

/(х) = х4 -  8х2- 9  = х4(1--^---^ : )—>+оо.
\ X X I

Как видим, и для многочлена четной степени при больших по модулю 
значениях аргумента поведение многочлена будет аналогично поведе­
нию степенной функции — его старшего члена.

При выполнении задания 2 можно пользоваться таким ориентиром: 
если в задании с параметром идет речь о количестве решений урав­
нения (неравенства или системы.), то для анализа данной ситуации 
часто удобно использовать графическую иллюстрацию решения.

Особенно простым является исследование в том случае, когда задан­
ное уравнение можно представить в виде /  (х) = а, поскольку график 
функции у = а — это прямая, параллельная оси Ох (которая пересекает 
ось Оу в точке а), а график функции у = f (х) легко построить, иссле­
довав функцию /  (х) с помощью производной. (Заменяя заданное урав­
нение на уравнение /  (х) = а, необходимо следить за равносильностью 
выполненных преобразований, чтобы полученное уравнение имело те же 
корни, что и заданное. Следовательно, и количество корней у них бу­
дет одинаковым.) Чтобы определить, сколько корней имеет уравнение 
/  (х) = а, достаточно узнать, сколько точек пересечения имеет график 
функции у = f (х) с прямой у = а при разных значениях параметра а. 
(Для этого на рисунке целесообразно изобразить все характерные поло­
жения прямой.)

Решение
► 1) Исследуем функцию /  (х) = х4 -  8х2 -  9.
1. Область определения: D (/) = R.
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2. Функция четная, поскольку для всех значений х из ее области опре­
деления

/  (-х ) = (~х)4 -  8 ( -х )2 -  9 = х4 -  8х2 -  9 = /  (х). 
Следовательно, график функции симметричен относительно оси Оу.

3. Точка пересечения графика с осью Оу: х = 0, у = f (0) = -9 .
Точки пересечения графика с осью Ох: Xі-  8 Х 2 - 9  = 0. Замена х2 = t дает: 
t2 -  8t -  9 = 0; t1= - 1, t2 = 9. Тогда x2 = -1  (корней нет) или х2 = 9. 
Отсюда х  = 3 и х  = - 3  — абсциссы точек пересечения графика с осью Ох.

4. Производная и критические точки. / '  (х) = 4х3 -  16х.
Производная существует на всей области определения функции /  (х) 
(следовательно, функция непрерывна на всей числовой прямой).
/ '  (х) = 0. Тогда 4 X s -  16х = 0, 4х (х2 -  4) = 0, 4х (х -  2)(х +  2) = 0, 
значит, х=  0, х = 2 и х = - 2  — критические точки.

5. Отмечаем критические точки на области 
определения функции /(х ) и находим знак 
f'(x) на каждом из полученных промежут­
ков (рис. 5.25). Составляем таблицу, в ко­
торой отмечаем промежутки возрастания, 
убывания и экстремумы функции:

X (-оо; -2 ) -2 ( -2 ; 0) 0 (0; 2) 2 (2; +оо)
Г  (*) - 0 + 0 - 0 +

__ fix)__ ""Ж -2 5 -9 ""Ж -2 5
min max min

6. Используя результаты исследования, строим график* функции 
у = Xі -  8х2 -  9 (рис. 5.26). <1

► 2) Заданное уравнение х4 -  8х2 -  9 -  а = 0 равносильно уравнению 
х4 -  8х2 - 9  = а. Решим последнее уравнение графически: построим 
графики функций у = х4 -  8х2 -  9 (см. задание 1) и у = а (рис. 5.27). 
Как видим, при а < -2 5  уравнение не имеет корней (нет точек пере­
сечения графиков); при а = -2 5  и а > - 9  уравнение имеет два корня 
(графики имеют только две общие точки); при а = — 9 уравнение имеет 
три корня (графики имеют три общие точки) и при -2 5  < а < — 9 урав­
нение имеет четыре корня (графики имеют четыре общие точки). <1

■  Вопросы для контроля
1. По какой схеме можно исследовать свойства функции для построения 

ее графика?
2*. Охарактеризуйте особенности выполнения основных этапов исследо­

вания функции и отображения результатов исследования на графике 
функции. Приведите примеры.

Масштаб по осям Ох и Оу разный.
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Рис. 5.26 Рис. 5.27

Упражнения
1°. Постройте схематический график функции, определенной и непре­

рывной на множестве всех действительных чисел, пользуясь ее свой­
ствами, указанными в таблице:

X (-° ° ; -2 ) -2 ( -2 ; 0) 0 (0; + с о )

/ '  (*) + 0 - 0 +

/  (*) / 5 \ 2 /
шах min

X ( - о ° ;  -1 ) -1 ( -1 ; 0) 0 (0; 1) 1 (1; + с о )

/ '  (*) - 0 + 0 - 0 +

/  (*) \ -3 / 1 \ -3 /
min max min

Исследуйте функцию и постройте ее график (2, 3). 
2°. 1) /  (х) = х3 -  Зх2; 2) /  (х) = Зх -  х3 +  1;

3) /  (х) = х4 -  2х2; 4) /  (х) = 5х4 -  4х5.
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3.

4.

5.

1) /  (х) = (х2 -  2)2; 2) f  (х) = х + —;

3) /( х )  = — - х ;  4) f  (х) = 2 \/х -  х.X
а) Исследуйте функцию /  (х) и постройте ее график.
б) Найдите область значений функции /  (х).
в*) Сколько корней имеет уравнение /  (х) = а в зависимости от значе­
ния параметра а?

1) /( х )  = х + —; 2) f  (х) = (х -3 )\ /х ;

3) f  (x) = x - V x ; 4) /  (х) = -
yfx

Сколько корней имеет уравнение:
1) х4 -  4х3 +  1 = 0; 2) 8Xs -  Зх4 +  2 = 0;

3) х 2 - - Х 3 - 3  = 0; 4) Xs -  Зх2 -  9х -  7 = 0?
3

6я. Исследуйте функцию и постройте ее график:

1) У = ~ г — ; 2) у = 2х -  5 л/х3";х -1
3) у = 2 sin х -  cos 2х; 4) у = cos2 х -  cos х.

5.3. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ

Т абл и ц а  9

1. Наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной на отрезке 
 Свойство_________________________________
Если функция /  (х) непрерывна на отрезке и имеет на нем конечное число 
критических точек, то она принимает наибольшее и наименьшее значе­
ния на этом отрезке, или в критических точках, принадлежащих этому 
отрезку, или на концах отрезка._________________________________________________

Примеры

у'
f (X max)

fib)
fia)

/(*»in)

У
fix  mJ

fia)
fib)

У
fia)
fib)

fix  min)

v>
fia) 

fix  mJ
fiXrrJ

fib)

r \

: J \
I V  \і і i і і і і і і

1 I ■1 1 1 1 1 1 ^ 1 І I I
0 c i x . x b xmin шах 0 a x^„v b x 0 a x ■ b xmin 0 a x . x m bxmin max

т а х /( х )  = /( х 1Л„ ) т а х /( х )  = /(х ,„„) max /(x ) = f(a) max f(x) = f(a)
[a; b] [a; b] [a; b] [a; b]

m in /(x ) = /(x min f{x) = f(b) min f{x) = f  (x . ) min /(x ) = f(b)
La; bJ [a; bJ [а; bJ [a;b\
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Пр одол ж ен и е  табл. 9
2. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции, 

непрерывной на отрезке

Схема

Пример
Найдите наибольшее и наимень­
шее значения функции /  (х) = 
= Xs -  12х +  12 на отрезке [1; 3].

1. Убедиться, что заданный отре­
зок входит в область определе­
ния функции /  (я).

► Область определения заданной 
функции — все действительные 
числа (D (/) = R). Следовательно, 
заданный отрезок входит в область 
определения функции /  (х).

2. Найти производную / '  (я). / '( х )  = Зх2 -  12.

3. Найти критические точки:
/ '  (х) = 0 или не существует.

/ '  (х) существует на всей области 
определения функции /  (х) (значит, 
функция /  (х) непрерывна на задан­
ном отрезке).

/ '  (х) = 0; Зх2 - 1 2  = 0 при 
х = 2 или х = -2 .

4. Выбрать критические точки, при­
надлежащие заданному отрезку.

Заданному отрезку [1; 3] принадле­
жит только критическая точка х = 2.

5. Вычислить значения функции 
в критических точках и на кон­
цах отрезка.

/  (1) = 1; /  (2) = - 4 ;  /  (3) = 3.

6. Сравнить полученные значения 
функции и выбрать из них наи­
большее и наименьшее.

ш ах/ (х) = /  (3) = 3,
[Г 3]

m in /(х) = /  (2) = -4 .  <1
[Т 3]

3. Нахождение наибольшего и наименьшего значений функции, 
непрерывной на интервале

Свойство Иллюстрация

Если непрерывная функция f(x) име­
ет на заданном интервале только 
одну точку экстремума х0 и это 
точка минимума, то на заданном 
интервале функция принимает свое 
наименьшее значение в точке х0.

У

і і і
о 1 о ^

0 а х0 Ь х
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Пр о д ол ж ен и е  табл. 9

Если непрерывная функция f(x) име­
ет на заданном интервале только 
одну точку экстремума х0 и это 
точка максимума, то на заданном 
интервале функция принимает свое 
наибольшее значение в точке х0.

4. Задачи на нахождение наибольшего и наименьшего значений функции

Схема

Пример
Имеется кусок проволоки длиной 
100м. Необходимо огородить им 
прямоугольный участок наибольшей 
площади. Найдите размеры участка.

1. Одну из искомых величин (или 
величину, с помощью которой 
можно дать ответ на вопрос за­
дачи), обозначить через х 
(и по смыслу задачи наложить 
ограничения на х).

► Пусть участок имеет форму пря­
моугольника ABCD (см. рисунок) со 
стороной АВ = х (м).

А В
X

D С
Так как проволока будет натянута 
по периметру прямоугольника, по­
лучаем: 2АВ + 2ВС = 100, т. е. 2х + 
+ 2ВС = 100. Отсюда ВС = 50 -  х (м). 
Поскольку длина каждой стороны 
прямоугольника — положительное 
число, то 0 <  х < 50.

2. Величину, о которой говорится, 
что она наибольшая или наи­
меньшая, выразить как функ­
цию от X.

Площадь прямоугольника:
S (х) = АВ • ВС = X (50 -  х) = 50х -  х2.

3. Исследовать полученную функ­
цию на наибольшее или наи­
меньшее значение (чаще всего 
с помощью производной).

Исследуем функцию S (х) с помо­
щью производной. Производная 
S' (х) = 50 -  2х существует при всех 
действительных значениях х (зна­
чит, S (х) — непрерывная функция 
на заданном промежутке). S' (х) = 0, 
50 -  2х = 0,

х = 25 — критическая точка.
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О к он ч ан и е  табл. 9

Знак S'
0 25 50 х

В точке х = 25 производная S' (х) = 
= 50 -  2х меняет знак с «+» на 
« -»  (см. рисунок), следовательно, 
х = 25 — точка максимума. По­
скольку непрерывная функция S (х) 
имеет на заданном интервале (0; 50) 
только одну точку экстремума х = 25 
и это точка максимума, делаем вы­
вод: на заданном интервале функ­
ция принимает свое наибольшее 
значение в точке х = 25*.

4. Убедиться, что полученный ре­
зультат имеет смысл для исход­
ной задачи.

Итак, площадь огороженного 
участка будет наибольшей, если 
стороны прямоугольника равны: 
АВ = х = 25 (м), ВС = 50 -  х = 25 (м), 
то есть если участок будет иметь фор­
му квадрата со стороной 25 м. <1

■  Объяснение и обоснование
Наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной на отрезке.
Человеку в ж и з н и  часто приходится искать лучшее, или, как говорят, 
оптимальное решение поставленной задачи. Часть таких задач удается 
решить с помощью методов математического анализа — это задачи, ко­
торые можно свести к нахождению наибольшего или наименьшего зна­
чения функции.

В курсах математического анализа доказывается т е о р е м а  В е й е р -  
ш т р а с с а :

непрерывная на отрезке [а; Ь] функция f (х) имеет на этом отрезке 
наибольшее и наименьшее значения, то есть существуют точки от­
резка [а; 6], в которых /  (х) принимает наибольшее и наименьшее на 
[а; Ъ\ значения.

* В этой задаче можно было исследовать функцию S (х) и без применения про­
изводной. S (х) = 50 х -  х* 2 — квадратичная функция, ее график — парабола 
с ветвями, направленными вниз. Тогда наибольшее значение эта функция при­

нимает в вершине параболы, то есть при х0 = — = —— = 25. Это значение находит-
2 а -2

ся в заданном интервале (0; 50), следовательно, на этом интервале функция при­
нимает наибольшее значение при х = 25.
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Рассмотрим случай, когда непрерывная на отрезке [а; Ъ\ функция 
/  (х) имеет на этом отрезке только конечное число критических точек. 
Тогда имеет место свойство:
если функция / (х) непрерывна на отрезке и имеет на нем конечное 
число критических точек, то она принимает наибольшее и наименьшее 
значения на этом отрезке, или в критических точках, принадлежащих 
этому отрезку, или на концах отрезка.

Геометрическая иллюстрация этого свойства приведена в п. 1 табл. 9. 
•  1) Сначала рассмотрим случай, когда непрерывная на отрезке [а; Ъ\ 

функция /  (х) не имеет на нем критических точек. Тогда на отрезке 
[а; Ъ\ производная / '  (х) сохраняет постоянный знак (см. с. 53), следо­
вательно, функция /(х )  на отрезке [а; Ъ\ возрастает (рис. 5.28, а) или 
убывает (рис. 5.28, б). Поэтому наибольшее и наименьшее значения 
функции /  (х) на отрезке [а; Ь\ — это значения на концах отрезка в точ­
ках а и Ъ.

2) Пусть теперь функция /  (х) имеет на отрезке [а; Ъ\ конечное число 
критических точек. Они разбивают отрезок [а; Ъ\ на конечное чис­
ло отрезков, внутри которых критических точек нет. Тогда согласно 
п. 1 наибольшее и наименьшее значения функция /  (х) принимает на 
концах таких отрезков, то есть в критических точках функции, или 
в точках а и Ъ. О
Таким образом, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения 

непрерывной на отрезке функции, имеющей на этом отрезке конечное 
число критических точек, достаточно вычислить значения функции 
во всех критических точках и на концах отрезка и из полученных чи­
сел выбрать наибольшее и наименьшее.

Для использования этого ориентира нужно убедиться, что заданный 
отрезок входит в область определения данной функции и что функция 
непрерывна на этом отрезке (последнее следует, например, из того, что 
функция дифференцируема на заданном отрезке). Для нахождения кри­
тических точек функции необходимо найти ее производную и выяснить, 
где она равна нулю или не существует. Уточненная схема нахождения 
наибольшего и наименьшего значений функции, непрерывной на отрезке, 
приведена в табл. 9 (п. 2, с. 80). Там же дан пример использования этой 
схемы. Другие примеры нахождения наибольшего и наименьшего зна­
чений функции, непрерывной на отрезке, приведены далее на с. 8 5 -8 9 .

Утверждение, что наибольшее значение функции /  (х) на отрезке 
[а; ЪЛ достигается в точке х0, можно обозначать так: ш ах /(х ) = /  (х„),

[ж 6]

а утверждение, что наименьшее значение функции /  (х) на отрезке [а; Ь\ 
достигается в точке х0, можно обозначать так: m in / (х) = /  (х0).

[о: 6]

При решении некоторых задач приходится находить наибольшее 
и наименьшее значения непрерывной функции не на отрезке, а на ин-
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тервале. Чаще всего в таких задачах функция имеет на заданном интер­
вале только одну критическую точку: или точку максимума, или точку 
минимума. В этих случаях в точке максимума функция /  (х) принимает 
наибольшее значение на данном интервале (рис. 5.29), а в точке миниму­
ма — наименьшее значение на данном интервале (рис. 5.30) (см. полное 
формулирование соответствующих свойств в п. 3 табл. 9 на с. 80, 81).

Рис. 5.28 Рис. 5.29 Рис. 5.30

•  Действительно, если, например, непрерывная функция /  (х) имеет 
на заданном интервале (а; Ъ) только одну точку экстремума х0 и это 
точка минимума, то в этой точке производная / '  (х) меняет знак с «—» 
на «+ » . Таким образом, если х <  х0, то / '  (х) <  0. Поскольку функция 
/  (х) непрерывна в точке х0, то она убывает при х <  х0, и тогда при х <  х0 
имеем /  (х) >  /  (х0). Если же х > х0, то / '  (х) >  0. Поскольку функция 
/  (х) непрерывна в точке х0, то она возрастает при х > х0, и тогда при 
х >  х0 имеем /  (х) >  /  (х0). Это и означает, что значение /  (х0) — наи­
меньшее значение функции на интервале (а; Ъ). О
Аналогично обосновывается и случай, когда х0 — точка максимума 

(проведите обоснование самостоятельно).
Рассмотренные способы нахождения наибольших и наименьших зна­

чений функции используются для решения разнообразных прикладных 
задач. Решение практических задач математическими методами, как 
правило, содержит три основных этапа: 1) формализацию, то есть соз­
дание математической модели задачи (перевод условия задачи на язык 
математики); 2) решение составленной математической задачи; 3) интер­
претацию найденного решения (анализ полученного результата, то есть 
перевод его с языка математики в термины исходной задачи)*.

Эти этапы для задач на нахождение наибольшего и наименьшего зна­
чений можно реализовать по схеме:

С общим методом решения практических задач методами математики (его 
называют методом математического моделирования) вы уже фактически озна­
комились: по описанной схеме решали текстовые задачи в курсе алгебры.
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1) одну из величин, которую необходимо найти (или величину, с по­
мощью которой можно дать ответ на вопрос задачи), обозначить 
через х (и по смыслу задачи наложить ограничения на х);

2) величину, о которой говорится, что она наибольшая или наимень­
шая, выразить как функцию от х;

3) исследовать полученную функцию на наибольшее или наименьшее 
значения-,

4) убедиться, что результат имеет смысл для исходной задачи. 
Примеры использования этой схемы приведены в п. 4 табл. 9 (с. 81,

82) и в примерах на с. 8 6 -8 9 .
При решении некоторых задач на нахождение наибольшего и наи­

меньшего значений функции целесообразно использовать следующее 
утверждение:

если значения функции / (х) неотрицательны на некотором промежут­
ке, то эта функция и функция (/ (х))", где п — натуральное число, при­
нимают наибольшее (наименьшее) значение в одной и той же точке.

•  Действительно, при и > 0 функция у = и” , где п — натуральное 
число, является возрастающей (у' = пи” 0 при и > 0 и у' = О 
только при и = 0*). Тогда сложная функция у = ( /  (х))" (то есть функ­
ция у = и”, где и = f (х)) будет возрастать там, где возрастает функция 
/  (х), и убывать там, где убывает функция /  (х), а значит, принимать 
наибольшее (или наименьшее) значение в той же точке, что и функ­
ция /  (х). О
Примеры решения задач

Задача 1 Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 
/  (х) = 2 sin х +  cos 2х на отрезке [0; тг].

Решение
► 1) D (/) = R, следовательно, отре­

зок [0; тг] входит в область опреде­
ления функции /  (х).

2) / '  (х) = 2 cos х -  2 sin 2х.
3) / '  (х) существует на всей области 

определения функции /  (х) (следо­
вательно, функция /  (х) является 
непрерывной на заданном отрезке); 
/ '  (х) = 0, 2 cos х -  2 sin 2х = 0,

cos х -  2 sin х cos x = 0, 
cos x (1 -  2 sin x) = 0, cos x = 0

или sinx = - ;  x = —+ 7ik,keZ,2 2

Комментарий
Используем схему нахождения 

наибольшего и наименьшего значе­
ний непрерывной на отрезке функ­
ции /  (х):
1) убедиться, что заданный отрезок 
входит в область определения функ­
ции; 2) найти производную; 3) найти 
критические точки (/ '(х ) = 0 или не 
существует); 4) выбрать критиче­
ские точки, принадлежащие заданно­
му отрезку; 5) вычислить значения 
функции в критических точках и на 
концах отрезка; 6) сравнить полу­
ченные значения и выбрать из них 
наибольшее и наименьшее.

* Конечно, при п > 2, а при п = 1 значение у' = (и)' = 1 > 0.
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И Л И  х = (-1)" — +  т ш ,  n e Z , —
6

критические точки.
4) В заданный отрезок попадают толь-

тс тс 5тско критические точки: —, —, — .

С \ J2 I ̂  \ О * ТС ТС л 1 1 35) / — = 2 sin — + cos — = 2 * -  + -  = - ,
\б/ б 3 2 2 2

f  =  2 sin ^  +  COS 71 =  1 ,

5я 5я 5я 1 , 1/  —  =2 sin —  + cos —  = 2 • -  + -  = -
\ 6 / 6 3 2 2 2

/  (0) = 1, /  (тг) = 1.

6 )  т і п / ( х )  =  / ( 0 )  =  / ( т г )  =  / ( | )  =  1,
[0: л] \ 2 /

пш х/(х) = / ( - )  = / ( — ) = -  = 1 - .  <
[07 77] \ б /  \ 6  /  2 2

Чтобы убедиться в непрерывно­
сти данной функции, достаточно по­
сле нахождения ее производной по­
казать, что производная существует 
в каждой точке области определения 
функции, или отметить, что задан­
ная функция непрерывна как сумма 
двух непрерывных функций sin X 
и cos 2х.

Выяснить, какие критические 
точки принадлежат заданному от­
резку, можно на соответствующем 
рисунке, отмечая критические точ­
ки на числовой прямой (рис. 5.31):

— I----------------- 1 1------------- 1------------ 1 1------------------ 1 5-
_ Ж. о JL Л  Sic л  Зл  х

2 6 2 6 2

Рис. 5.31

Задача 2 Из круглого бревна вырезают брус прямоугольного сече­
ния наибольшей площади. Найдите размеры сечения бру­
са, если радиус сечения бревна равен 25 см.

Решение Комментарий
► 1) Пусть из круга вырезают прямо­
угольник ABCD (рис. 5.32) со сторо­
ной АВ = х (см). Учитывая, что АС — 
диаметр круга, имеем АС = 50 (см). 
Поскольку х — длина отрезка, то 
х > 0. Кроме того, АВ < АС (катет 
прямоугольного треугольника АВС 
меньше его гипотенузы), следова­
тельно, 0 <  х <  50.

2) Из прямоугольного А АВС
вс = Va c 2 -  а в 2 = V2 5 0 0  -  х 2 (см).

Используем общую схему ре­
шения задач на наибольшее и наи­
меньшее значения: 1) одну из ве­
личин, которую необходимо найти 
(или с помощью которой можно 
дать ответ на вопрос задачи) обо­
значить через х (и по смыслу за­
дачи наложить ограничения на х);
2) величину, о которой говорится, 
что она наибольшая или наимень­
шая, выразить как функцию от х;
3) исследовать полученную функ­
цию на наибольшее или наименьшее 
значение-, 4) убедиться, что полу­
ченный результат имеет смысл 
для исходной задачи.

Полученную функцию
S (x) = x V 2 5 0 0 -х 2
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Тогда площадь сечения прямоуголь­
ника ABCD равна:

S (х) = АВ-ВС = х -\ /2500-х2. 
Поскольку при 0 <  х < 50 значе­
ние <S (х) >  0, то рассмотрим функ­
цию /( х )  = (S (х))2 = х2(2500 -  х2) = 
= 2500х2 -  X і , принимающую наи­
большее значение на промежутке 
0 <  х < 50 в той же точке, что и S (х).
3) Производная / '  (х) = 5000х -  4х3 
существует во всех точках заданного 
промежутка (следовательно, функ­
ция /  (х) непрерывна на заданном 
промежутке).

/ '  (х) = 0, 5000х -  4Xs = 0,
4х (1250 -  х2) = 0, х = 0 или 

x = ±25V2.
В промежуток (0; 50) попадает 

только критическая точка х = 25л/2, 
которая является точкой максиму­
ма: в этой точке производная меняет 
знак с «+» на « -»  (рис. 5.33).

Знак f'(x)

Поведение 0
f(x)

25\/2 50 
max ^  

ч

Рис. 5.33

Поскольку функция /  (х) непрерыв­
на на заданном интервале и имеет 
там только одну точку экстремума 
и это точка максимума, то на этом 
интервале функция принимает наи­
большее значение в точке х = 25>/2.
4) Тогда АВ = х = 25 V2,

ВС = •>/2500 -  х 2 =25  л/2. Следователь­
но, наибольшая площадь сечения 
бруса будет в том случае, когда ис­
комый прямоугольник будет квадра­
том со стороной 25 V2 (=35 см). <1

на промежутке 0 <  х <  50 можно ис­
следовать непосредственно. Но луч­
ше учесть, что на этом промежутке 
S (х) >  0, и исследовать функцию 
/  (х) = (S (х))2, в записи которой не 
содержится знака корня и которая 
принимает наибольшее значение 
в той же точке, что и S (х).

Вывод о том, что в найденной 
точке функция /  (х) принимает наи­
большее значение, можно обосно­
вать одним из трех способов:
1) использовать свойство непрерыв­
ной на интервале функции, имею­
щей на этом интервале только одну 
точку экстремума (см. например, 
п. 3 табл. 9); 2) опираясь на поведе­
ние непрерывной функции /(х ) ,  ис­
следованной с помощью производ­
ной (см. рис. 5.33), обосновать, что 
на промежутках (0; х0) и (х0; 50) 
(где х0 =25л/2) /( х )  ■n  ̂(Xq), а зна­
чит, в точке х0 функция /( х )  при­
нимает наибольшее значение; 3) для 
нахождения наибольшего значения 
функции /  (х) на интервале (0; 50) 
можно использовать то, что функ­
ция /  (х) непрерывна на всей число­
вой прямой, поэтому можно найти 
ее наибольшее значение на отрезке 
[0; 50], а затем сделать вывод для 
данной задачи:

/  (0) = /  (50) = 0, /  (25 лІ2) = 1250.
Следовательно, наибольшее зна­

чение на отрезке [0; 50] функция 
/  (х) принимает в точке х0 (которая 
лежит внутри этого отрезка). Тогда 
и на интервале (0; 50) эта функция 
принимает наибольшее значение 
в точке х0.
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Задача 3" Найдите наибольшее значение площади треугольника 
ОАВ, если точка О — начало координат, точка А  лежит на 
графике функции у = f (х), точка В — на оси Ох, и ее абс­
цисса в четыре раза больше ординаты точки А  (где

f  (х) = у/7 + 3 sin x- (Зх + 1 )cosx и ^ < х < ^ ) .

Комментарий
Для функции /(х )  непросто найти область определения, но можно 

убедиться, что заданный промежуток полностью входит в область опре­
деления этой функции, оценив значения подкоренного выражения на 
заданном промежутке. Для этого учитываем, что на единичной окруж­
ности заданный промежуток находится во второй и третьей четвертях 
(рис. 5.34), где cos х <  0 и 7 +  3 sin х >  0 при всех значениях х.

Также следует учесть, что согласно определению графика функции точ­
ка А  имеет координаты (х; у) = (х; /  (х)). Чтобы утверждать, что высота 
треугольника ОАВ равна ординате точки А  (рис. 5.35), необходимо обо­
сновать, что на заданном промежутке график функции у = f (х) лежит 
в первой четверти.

После записи площади треугольника ОАВ как функции S (х) для на­
хождения ее наибольшего значения обращаем внимание на то, что до­

статочно сложно найти Поэтому удобно выполнить исследование

этой функции с помощью производной и обосновать, что в точке экстре­
мума из заданного промежутка функция принимает наибольшее значе­
ние на заданном промежутке (а не пользоваться схемой нахождения 
наибольшего значения непрерывной функции на отрезке).

Решение
► При —  < х < —  Зх +  1 > 0 и  cos х <  0. Тогда -(З х  +  1) cos х >  0 на

4 8
заданном промежутке. При всех значениях х имеем -1  < sin х < 1. Тог­
да -3  < 3 sin х < 3, значит, 7 +  3 sin х >  0. Таким образом, на заданном 
промежутке

7 +  3 sin х -  (Зх +  1) cos х >  0,
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следовательно, заданный промежуток полностью входит в область опре­
деления функции /(х ) .  Отметим также, что в этом случае значения 
функции /( х )  будут положительными, то есть на заданном промежутке 
график функции у = f (х) лежит в первой четверти.

Поскольку заданная точка А  лежит на графике функции у = f (х), то 
в случае, когда абсцисса точки А  равна х, ордината равна /  (х) (рис. 5.35). 
По условию хв = 4уА = 4 /(х ) . Точка А  лежит в первой четверти, следова­
тельно, уА> 0, а значит, и хв > 0. Тогда ОВ = хв = 4 /(х ) , а высота треу­
гольника ОАВ равна ординате точки A: h = уА= f (х). Поэтому площадь 
треугольника ОАВ равна:

SAOAB = “ О-В • h = і  • 4 /  (х) • f  (х) = 2/ 2 (х) = 2 • (7 + 3 sinx -  (Зх +1) cosx).

Следовательно, необходимо найти наибольшее значение функции 

В (х) = 1 4  +  6 sin х -  (6х +  2) cos х при ^  < х <

Тогда S' (х) = 6 cos х -  (6cos х -  (6х +  2) sin х) = (6х +  2) sin х.
Производная S' (х) существует во всех точках заданного отрезка, а зна­

чит, функция В (х) непрерывна на этом отрезке. Найдем, где S' (х) = 0:

(6х +  2) sin х = 0; х = - і  или х = nk, k є Z.

Из найденных точек в заданный отрезок входит только критическая 
точка х = к.

Обозначим критические точки на области определения и найдем знак 
производной и характер поведения функции на каждом из интервалов, 
на которые разбивается область определения (рис. 5.36).

Учитывая непрерывность функ­
ции В (х) на заданном промежутке, 
получаем, что функция возрастает

на промежутке 371,т;7Г.
Знак S' (х)

(тогда при

Зя ^
---- < Х < 7 Г
4

значение В (х )<  В (тг))

Зтс
Поведение 4

S (x)

и убывает на промежутке 9я п; —  
8 .

Рис. 5.36

9я(при к < х < —  значение В (х) <  В (тг)). Следовательно, на отрезке Зя _ 9я 
. 4 ’ 8

функция В (х) принимает наибольшее значение при х = п. Тогда 
В (тг) = 14 +  6 sin п -  (6п +  2) cos п = 16 +  6п (квадратных единиц).

Ответ: наибольшее значение искомой площади треугольника равно 
16 +  бтг кв. ед. <1
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■  Вопросы для контроля
1. а) Объясните, в каких точках непрерывная на отрезке функция мо­

жет принимать наибольшее и наименьшее значения на этом отрезке. 
Проиллюстрируйте соответствующее свойство на графиках функций, 
б*) Обоснуйте соответствующее свойство для случая, когда непрерыв­
ная на отрезке функция имеет на этом отрезке только конечное число 
критических точек.

2. Опишите схему нахождения наибольшего и наименьшего значений 
функции, непрерывной на отрезке. Приведите пример.

3. а) Сформулируйте свойства непрерывной на интервале функции, ко­
торая имеет на этом интервале только одну точку экстремума.
б*) Обоснуйте соответствующие свойства.

4. Опишите схему решения задач на наибольшее и наименьшее значе­
ния с помощью исследования соответствующих функций. Приведите 
пример.
Упражнения
Найдите наибольшее и наименьшее значения функции на заданном 
отрезке (1—4).

1°. 1) /  (ж) = -X s +  Зх2 +  5, [0; 3];
3) / ( х )  = л-4”  4х3+  1, [ -1 ; 1];

2. 1) /  (х) = 3 cos х +  cos Зх, [0; тг];

3) /  (х) = tg х -  х, 0 ; -
з

2) f(x) = 3 х2-  2х3, [ -1 ; 2]; 
4) /  (х) = х3-  6х2+  1, [ -2 ; 1]. 
2 ) / (х) = 5sinx +  cos2 x ,[0 ;tt];

4) /  (х) = ctg х +  х, —
|_4 4 _

3. 1) / ( * )  = -  + - ,  [1; 6];
8 X

3) /  (х) = х -  4х 2 , [ -3 ; -1 ] ;

4\ 1) /  (х) = - х 3 +  Зх | х -  3 |, [0; 4];

2) / ( х )  = 2 -\ /х -х , [0; 9];

4) /( х )  = | х -1  \-Jx,  [0; 4]. 

2) f (х) = 2\[х -\ х-3\,  [1; 4];

3) /( х )  = —+ | х - 2  |, [1; 4]; 4 ) / (х) = | х2 -  х -  6 | -  х3, [-4; 4].
X

5°. Число 10 представьте в виде суммы двух неотрицательных слагае­
мых так, чтобы сумма квадратов этих чисел была наименьшей.

6°. Число 4 разбейте на два слагаемых так, чтобы сумма первого слагае­
мого с квадратом второго была наименьшей.

7. Разность двух чисел равна 8. Какими должны быть эти числа, чтобы 
произведение куба большего числа на второе число было наименьшим?

8. Из всех прямоугольников, площадь которых равна 25 см2, найдите 
прямоугольник с наименьшим периметром.

9. Из квадратного листа картона со стороной а необходимо изготовить 
открытую сверху коробку, вырезав в углах квадратики (рис. 5.37) 
и загнув полученные края. При какой высоте коробки ее объем бу­
дет наибольшим?
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Рис. 5.37

10. Докажите, что из всех равнобедренных треугольников, вписанных 
в окружность радиуса R, наибольшую площадь имеет равносторон­
ний треугольник.

11. На странице текст занимает 384 см2. Верхнее и нижнее поля должны 
быть по 2 см, правое и левое — по 3 см. Какими должны быть раз­
меры страницы с точки зрения экономии бумаги?

12я. В прямоугольный треугольник с гипотенузой 8 см и углом 60° впи­
сан прямоугольник наибольшей площади так, что одна из его сто­
рон лежит на гипотенузе, а две вершины — на катетах. Определите 
большую из сторон прямоугольника.

13я. Из треугольников, которые имеют данный угол а, находящийся 
между сторонами, сумма длин которых постоянна и равна а, найди­
те такой, который имеет наименьший периметр.

14я. В шар радиуса R вписан цилиндр, который имеет наибольшую боко­
вую поверхность. Найдите объем этого цилиндра.

15я. Найдите наименьшее значение площади треугольника ОАВ, если 
точка О — начало координат, точка А  лежит на графике функции

у = f (х) (где f  (х) = ,y 4 x -2 s in 2 x -9 c o s x  + 12 и —  < х < точка
3 5

В — на оси Ох и ее абсцисса равна ординате точки А.
16я. Найдите наибольшее значение площади треугольника ОАВ, если 

точка О — начало координат, точка А  лежит на графике функции

у = f (х) (где f  (х) = yj7 +2 sin х -  (2х + 7) cos х и Щ < х < ^ ) ,  точка В —

на оси Ох и ее абсцисса в два раза больше ординаты точки А.
17. Лодка находится на расстоянии 3 км от ближайшей точки А  берега. 

Пассажир лодки хочет добраться до села В, которое расположено на 
берегу на расстоянии 5 км от точки А  (участок АВ берега считаем пря­
молинейным). Лодка движется со скоростью 4 км /ч ; пассажир, выйдя 
из лодки, может пройти за час 5 км. К какому пункту на берегу должна 
пристать лодка, чтобы пассажир прибыл в село В за кратчайшее время?
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ПОНЯТИЯ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ 
И ПРЕДЕЛА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

6.1. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ О ПРЕДЕЛАХ

§ 6

Т абл и ца 10

Определение предела функции в точке

Число В называют пределом функции /  (я) в точке а (при 
х, стремящемся к а), если для любого положительного 

^  числа є найдется такое положительное число 8*, что при 
всех х Ф а, удовлетворяющих неравенству | х — а \ < 8, вы­
полняется неравенство | /  (я) — В | <  є.

2. Основные теоремы о пределах функции

lime = с
х—» а

Предел постоянной функции равен са­
мой постоянной.

lim (f (х )+g(x)) = lim f (х )+ lim g(x)
х-> а х-> а х-> а

Предел суммы (разности) двух функций 
равен сумме (разности) их пределов, 
если пределы слагаемых существуют.

lim (/ (x )g (x ))  = lim / (x )lim g (x )
х-> а х-> а х-> а

Предел произведения двух функций ра­
вен произведению их пределов, если пре­
делы множителей существуют.

lim  (c f ( x )) = c lim / (x )
х—> а х—> а

Постоянный множитель можно выно­
сить за знак предела.

f(x\ lim /  (х)
lirn ' } = х̂ а
Х̂ а g(x) lim g(x)

х—> а
(где limg'(x)^O)х—» а

Предел частного двух функций равен 
частішому их пределов, если пределы 
числителя и знаменателя существуют 
и предел знаменателя не равен нулю.

3. Понятие бесконечно малой функции при х —> а

Функцию f(x), которая определена в некоторой окрестности точки а, на­
зывают бесконечно малой функцией при х, стремящемся к а, если

lim/(x) = 0.

4. Свойства бесконечно малых функций

1. Если функции а (х) и (Ї (х) являются бесконечно малыми при х —> а, то 
их сумма а (х) +  (3 (х), произведение а (х) • (3 (х) и с • а(х) (где с = const) 
также являются бесконечно малыми функциями при х —> а.

Заметим, что 5 зависит от є и поэтому его часто обозначают 5 (є).
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О к он ч ан и е  табл. 10

2. Если функция Р (х) — бесконечно малая при х —> а и для всех х, удов­
летворяющих условию | X -  а | <  8 (кроме, возможно, х = а), выполня­
ется неравенство \ а (х) | < | Р (х) |, то функция а (х) также бесконечно 
малая при х —> а.

5. Связь определения предела функции в точке с бесконечно малыми функциями 

l im /(x )  = А о  f(x) = A Ч-а(х), где а(х) — бесконечно малая функция при х —> а
х—>а

Ш  Объяснение и обоснование
1. Определение предела функции в точке. Сформулируем определение 
предела функции в точке (оно уже рассматривалось на с. 5), используя 
понятие 8-окрестности точки. Обычно 8-окрестностью точки а называют 
промежуток (а -  8; а +  8), то есть все значения х, удовлетворяющие не­
равенству | х -  а | <  8.

Пусть задана функция /( х )  = 2х +  3, х є ( - о о ;  + о о ), значения которой 
найдены при некоторых х из так называемой 8-окрестности точки х = 2 
(из интервала (2 -  8, 2 +  8), где 8 >  0).

X 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1

f (х) 6,8 6,98 6,998 7,002 7,02 7,2

Из приведенной таблицы видно, что чем ближе значение х к 2, тем 
ближе к числу 7 соответствующее значение /(х ) . Причем, выбирая все 
меньшую 8-окрестность точки 2, можно неограниченно приближать зна­
чение /  (х) к числу 7. Иными словами, можно выбрать такую 8-окрестность 
точки 2, чтобы расстояние от /( х )  до точки 7 на числовой прямой, то 
есть | /  (х) -  7\, было меньше любого положительного числа є. Как уже 
отмечалось, в этом случае говорят, что число 7 является пределом функ­
ции /( х )  в точке х = 2 (или при х, стремящемся к 2), и записывают: 
lim (2х + 3) = 7.
Х—>2

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция / (х) определена в некоторой окрест­
ности точки а, кроме, возможно, самой точки а. Число В называется 
пределом функции / (х) в точке а (или при х, стремящемся к а), если 
для любого числа є >  0 найдется такое число 8 >  0, что для всех х  Ф а 
из 8-окрестности точки а (то есть при х # я и | х -  а | < 8) выполняется 
неравенство | / (х) — В \ <  є.

Проиллюстрируем применение определения к обоснованию того, что 
предел функции /(х )  при х, стремящемся к а, равен В. В простейших 
случаях такое обоснование проводится по схеме:
1) для любого положительного числа є расматривают неравенство

| /  (х) -  В | <  є;
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2) при всех значениях х Ф а из некоторой окрестности точки а из это­
го неравенства получают неравенство \ х -  а \ < 8;

3) объясняют (опираясь на равносильность выполненных преобразова­
ний неравенства или на свойства неравенств), что при полученном зна­
чении 8 (которое записывают через є) из неравенства \ х -  а \ < 8 (при 
X Ф а) следует неравенство \f(x) -  В \ < г;

4) используя определение предела функции в точке а, делают вывод, 
что И т /(х )  = Б.

Задача 1 Используя определение предела, проверьте, что

Решение

lim (2х + 3) = 7.Х̂ 2

► Пусть / ( х )  =  2х +  3 и є — некоторое положительное число (є >  0). 
Рассмотрим неравенство

| /  (х) -  7 | <  є (1)
и найдем такое число 8 >  0, чтобы при | х — 2 | <  8 выполнялось неравен­
ство (1).

Поскольку | /  (х) -  7 1 = | (2х +  3) — 7 1 = | 2х — 4 | = | 2 (х — 2) | = 2| х — 2 |, 
неравенство | /  (х) — 7 | <  є равносильно неравенству 2 1 х — 2 | <  є, кото­

рое, в свою очередь, равносильно неравенству |х-2|<-|. Поэтому если

выбрать 8 = -|, то при | х — 2 | <  8 будет выполняться неравенство 

I  (2х +  3) -  7 І <  є, а это значит, что lim (2х + 3) = 7. <1Х̂ 2
З а м е ч а н и е .  Как видим, выбор 8 зависит от заданного значения є. 

Чтобы подчеркнуть этот факт, иногда записывают 8 = 8 (є).
Напомним, что точка а, в которой рассматривается предел, может 

принадлежать области определения функции /  (х) (как в рассмотренной 
задаче 1), а может и не принадлежать ей.

Задача 2 X 2 - 9Докажите, что l i m- ------= 6.
х —>3 X  3

Решение

► Пусть /  (х) = —— 1
X  - 3

/  (х) (при X Ф 3) имеем

и є >  0. Тогда на области определения функции

I /  (х) — 6 I  =
2 пх  -  9

X -  3
- 6 =  I  (х + 3) — б| = |х — ЗІ.

Если выбрать 8 = є, то получим, что | /  (х) — б| = |х — 3 | < є ,  как толь-

ко | х -  3 | <  8. Поэтому согласно определению предела lim
X—>3 X  — 3

■ =6.<
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Задача 3 Докажите, что предел постоянной функции равен самой 
постоянной.

Решение
► Пусть / ( х )  = с для всех X из некоторой окрестности точки а. Тогда 
для любого є >  0 | /  (х) -  с \ = \ с -  с \ = 0 <  є при всех X из выбранной 
окрестности точки а. Поэтому lim /(x ) = lime = с. <|

х —>а х—>а

Задача 4 Докажите, что limx = а.
х —>а

Решение
► Пусть /  (х) =  х и выбрано некоторое положительное число є. Если 
взять 8 =  є >  0, то получим, что | / ( х )  — а | =  | х — а | <  є, как только 
| х -  а | < 8 .  Поэтому согласно определению предела lim x = a. <1

я —>а

Задача 5 Докажите, что lim x2 = 0 .

Решение
► Пусть / ( х )  =  х2 и выбрано некоторое положительное число є. Если 
взять 8 = Ve >0, получим, что | /  (х) -  0 1 =  | х2 1 <  є, как только
| х -  0 | =  | х | <  8. Поэтому согласно определению предела lim х 2 = 0. <1

2. Основные теоремы о пределах функции. Понятие бесконечно малой 
функции при х —> а. С помощью определения предела функции можно 
доказать также т е о р е м у  о п р е д е л е  с у м м ы  д в у х  ф у н к ц и й .

Предел суммы двух функций равен сумме их пределов, если пределы 
слагаемых существуют:

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g (x).

•  Зададим є >  0. Если lim /(x ) = A , то найдется такое число 8Х >  0, что
х —>а

при | х — а | <  8Х (кроме, возможно, х = а) выполняется неравенство

| /(х)-А |<-| . (1)

Аналогично, если lim g(x) = В, то найдется такое число 82 >  0, что при
х —>а

| х -  а | <  S2 (кроме, возможно, х = а) выполняется неравенство

\g(x)~B |<|. (2)

Если выбрать как число 8 наименьшее из чисел 8Х и S2 (это можно 
обозначить так: 8 = min {8Х; S2}), то это будет общая часть двух окрест­
ностей точки а, и при | х -  а | < 8  (кроме, возможно, х = а) будут вы­
полняться оба неравенства (1) и (2). Тогда

|(/(x) + ^ (x ))-(A  + B)| = | (/(x )-A ) + fe (x )-B )| < | /(x )-A |  + |^(x)-B |<| + | = e.
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Из этого следует, что lim (f(x) + g(x)) = А + В, то есть
х —>а

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x). О
x —>(i x —>a x —>a

Для доказательства свойств пределов произведения и частного функ­
ций удобно ввести понятие бесконечно малой функции.

Функция /(х), которая определена в некоторой окрестности точки а, 
называется бесконечно малой функцией при х , стремящемся к а, 
если

lim/(x) = 0.
х—

С учетом определения предела функции в точке это определение мож­
но сформулировать так.

Функция f(x), которая определена в некоторой окрестности точ­
ки а, называется бесконечно малой функцией при х, стремящемся к а 
(х —> а), если для любого є >  0 найдется такое число 8 >  0, что для всех 
х, удовлетворяющих условию \ х — а \ < 8  (кроме, возможно, х = а), вы­
полняется неравенство | /  (х) | <  є.

Например,
1) lim х = 0 (см. задачу 4), следовательно, / ( х )  = х — бесконечно малая

Х ^>0
функция при х —> 0;

2) lim х 2 = 0  (см. задачу 5), следовательно, / ( х )  = х2 — бесконечно малая
Х ^>0
функция при х —> 0.

З а м е ч а н и е .  Если lim f(x) = А, то это эквивалентно тому, что
X—XI

f (х) = А +  а (х), где а (х) — бесконечно малая функция при х —> а.

•  Действительно, если рассмотреть функцию
а (х) = /  (х) -  А, (3)

то lim сс(х) = lim (/(х) -  А) = lim /(х ) -  lim А = А -  А = 0. Это означает, что
х —>а х—>а х —>а х —>а

функция а(х)  является бесконечно малой при х —> а. Но тогда равен­
ство (3) эквивалентно равенству /  (х) = А + а (х), где а (х) — бесконеч­
но малая функция при х —> а. О

Свойства бесконечно малых функций
1. Если функции а (х) и (3 (х) — бесконечно малые при х —> а, то их сумма 

а (х) +  Р (х) и произведения а (х) • (3 (х) и с • а(х) (где с = const) также 
являются бесконечно малыми функциями при х —> а.

2. Если функция Р(х) — бесконечно малая при х  ̂ > а и для всех х,
удовлетворяющих условию \ х -  а \ < 8 (кроме, возможно, х = а), вы­
полняется неравенство \ а (х) | < | Р (х) |, то функция а (х) также 
бесконечно малая при х —> а.
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Докажем эти свойства.
•  1. По условию функции а (х) и (3 (х) — бесконечно малые при х —> а. 

Это означает, что limcc(x) = 0 и lim(3(x) = 0. Тогда, используя форму-
х —>а х —>а

лу предела суммы, имеем
lim (а (х) + (З (х)) = lim а (х) + lim Р (х) = 0 + 0 = 0.
я —> а  я —> а х —>а

Из этого следует, что сумма а (х) +  Р (х) — бесконечно малая функция. 
В то же время, если функция а (х ) — бесконечно малая при х —> а, 
это означает, что для любого є >  0 можно указать такое 8Х >  0, что 
для всех х, удовлетворяющих условию | х — а | <  8Х (кроме, возможно, 
х = а), выполняется неравенство

| а (х) | <  є. (4)
Аналогично, если функция Р (х) — бесконечно малая при х —> а, это 
означает, что, например, для є = 1 можно указать такое 82 >  0, что 
для всех х, удовлетворяющих условию | х -  а | <  82 (кроме, возможно, 
х = а), выполняется неравенство

I Р (X) I < 1. (5)
Если выбирать как число 8 наименьшее из чисел 8Х и 82 (8 = min {8Х; S2}), 
то это будет общая часть двух окрестностей точки а, и при | х — а \ < 8 
(кроме, возможно, х = а) будут выполняться оба неравенства (4) и (5). 
Тогда | а (х) • Р (х) | = | ос (х) | • | Р (х) | <  є • 1 = є. Из этого следует, что 
а (х) • Р (х) — бесконечно малая функция при х —> а.
Для обоснования того, что функция с*сс(х) (где с = const) является 
бесконечно малой, достаточно заметить, что при с = 0 это утвержде­
ние выполняется (lim 0 *а (х) = lim 0 = 0), а при с Ф 0 для любого є >  0\Я— Я—>а /
можно указать такое 8 >  0, что для всех х, удовлетворяющих условию 
|х —а| <  8 (кроме, возможно, х = а), выполняется неравенство

а (х)|<Дт. Тогда | с -а (х) | = | с\ •] а (х) | <| с\ •■рт = є. Из этого следует,

что функция с • а (х) (где с = const) — бесконечно малая при х —> а.
2. По условию функция Р (х) — бесконечно малая при х —> а, тогда для 

любого є >  0 можно указать такое 8Х >  0, что для всех х, удовлетво­
ряющих условию | х -  а | <  8Х (кроме, возможно, х = а), выполняется 
неравенство

| Р (х) I <  Є. (6)
Кроме того, по условию при всех х, удовлетворяющих условию 
| х -  а | <  8 (кроме, возможно, х = а), выполняется неравенство

| ot (х) I < I р (х) |. (7)
Тогда, если выбирать как число S2 наименьшее из чисел 8Х и 8 
(S2 = min {8Х; 8}), то это будет общая часть двух окрестностей точки 
а, и при | х -  а \ < S2 (кроме, возможно, х = а) будут выполняться оба
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неравенства (6) и (7). Получаем | а (х) | | Р (х) | <  є. Из этого следует, 
что функция сс(х) также является бесконечно малой при х —> а. О
Докажем теорему о пределе произведения.

•  Если lim /(x ) = A , то это эквивалентно тому, что /(х )  = А  +  а (х ), где
я —>а

а (х) — бесконечно малая функция при х —> а.
Аналогично, если limg'(x) = B, то это эквивалентно тому, что g(x) =

х —>а

= В +  (З (х), где (З (х) — бесконечно малая функция при х —> а.
Тогда
/  (x)g (х) = (А + а (х)) • (В +  Р (х)) = АВ +  АР (х) +  Ва (х) +  а (х) Р (х). 
Учитывая свойства бесконечно малых функций, получаем, что функ­
ция ер (х) = АР (х) +  Ва (х) +  а (х) Р (х) — бесконечно малая. Следова­
тельно, f(x)'g (x) = АВ +  ф(х), где ф (х) — бесконечно малая функ­
ция. Из этого следует, что lim (f(x)-g(x)) = АВ, то есть

х —>а

lim ( f ( x ) g ( x ) )  = lim f  (x) ■ limg (x). О
x —> а х—ї a x —» a

Предел произведения двух функций равен произведению их пределов, 
если пределы множителей существуют.

Отметим, что, используя метод математической индукции, правила 
вычисления пределов суммы и произведения можно обобщить для любо­
го количества слагаемых или множителей.

Используя правило вычисления предела произведения, получаем:
lim (с/(х)) = lim с ■ lim /(х ) = с ■ lim /(х ). Следовательно,

х —>а х —>а

lim (c /(x )) = c lim f(x),
х —> а  х —> а

то есть постоянный множитель можно выносить за знак предела.
тт /(АДля доказательства т е о р е м ы  о п р е д е л е  ч а с т н о г о  ------ сначала

g(x)
рассмотрим случай, когда /  (х) = 1, то есть докажем утверждение:

если limg'(x) = B (где В Ф 0 ), то lim —— = —Х-̂ а Х-Н1 £■(#) В

•  По условию limg'(x) = B (где В Ф 0). Это эквивалентно тому, что
х —>а

g(x) = В +  Р(х), где Р (х) — бесконечно малая функция при х —> а.
I в  IТогда для є = > 0 можно найти такое 8 >  0, что для всех х, удо­

влетворяющих условию | х -  а | <  8 (кроме, возможно, х = а), выпол­
няется неравенство

(8 )
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Используя неравенство |а +  & |>|а|—|&|и неравенство (8), получаем

2 2
I  g{x) І  = І  В + ( З  (х) І  >  І В І  - 1 ( З  (х) I  > I В I  -  Следовательно, для вы­

бранных значений х

Рассмотрим для выбранных значений х выражение

неравенство (9):
|B-g(x)| |g(x)-B| |Р(х)|

_L___
g(x) В

(9)

и учтем

_L___
g(x) В I ё'(-х) 1-І -в I I g-(-x) 1-І -в I g(x) • В

|Р(х)| = -у -р ( х )

Поскольку функция Р (х) — бесконечно малая (при х —> а), то функ­

ция —г • Р (х) также бесконечно малая |-^- = const). Тогда по свой-
в с в

ству 2 бесконечно малых функций (с. 96) получаем, что функция

Т(х) = —гт — бесконечно малая при х —> а, а значит, lim - у - = у--g-(x) В Г- 7 7 х^ а В

Отсюда, если lim /(x ) = A  и limg'(x) = B (где В + 0), то, используя
х —> а х —>а

формулу предела произведения и полученную формулу, имеем:
f ( x ) 1lim -—-  = lim / ( x ) ------- ----  lim /(x ) • lim ------= A  • — = —. Следовательно,

lim

g ( x )

f ( x )

g(.x) В В

lim/(x)

>a g ( x )  limg ( x ) (где limg'(x)^O). О

Предел частного двух функций равен частному их пределов, если 
пределы числителя и знаменателя существуют и предел знаменателя 
не равен нулю.

Задача 6 Найдите lim (Зх2 -  5х + 6).Х̂>1
Решение

► Используя теоремы о пределах суммы, разности и произведения, 
получаем:

lim (Зх2 -  5х + 6) = lim (Зх2) -  lim (5х) + lim 6 = 3 lim х 2 -  5 lim х + 6 =
х —>1 х—>1 х —>1 х —>1 х —>1 х —>1

= 3(lim х) • (lim х ) -5 -1  + 6 = 3 - Ы - 5  + 6 = 4.
х —>1 х—>1

Ответ: 4. <1

Пример 7 Найдите limХ̂>3
X  -  5х + 6

X -  3
Решение

► Здесь предел знаменателя равен нулю, поэтому воспользоваться тео­
ремой о пределе частного нельзя.
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Разложим числитель на множители: х2 — 5х + 6 = (х — 3)(х -  2). 
Поскольку при нахождении предела в точке 3 рассматриваются толь­

ко значения х Ф 3, то дробь можно сократить на х -  З Ф 0:
ІІШ х 2 - 5 х  + 6 =lim  (х-3)(х-2) = lim (x _2) = 3 - 2  = l .
х̂ З X — 3 х̂ З X — 3 х̂ З

Ответ: 1. <1

Т е о р е м а  о е д и н с т в е н н о с т и  п р е д е л а .  Если функция f (х) 
в точке а имеет предел, то этот предел единственный.
Д о к а з а т е л ь с т в о  (методом от противного). Пусть в точке х = а 
функция /  (х) имеет два разных предела А п  В. По определению пре­
дела для любого є >  0 существуют 8Х (є) >  0 и 82(є) >  0 такие, что для 
всех х, удовлетворяющих условию | X — а | < §i (х Ф а), выполняется 
неравенство

| /  (х) -  А  | <  є, (10)
а для всех х, удовлетворяющих условию | х -  а \ < 82 (х Ф а), выпол­
няется неравенство

| / ( х ) - £ |  <  є. (11)
Из чисел 8хи 82 можно выбрать наименьшее. Обозначим его буквой 8 
(8 = min {8Х; S2}). Если взять некоторое х Ф а, удовлетворяющее неравен­
ству | х -  а | <  8, то для него выполняются оба неравенства (10) и (11). 
Вследствие того, что модуль суммы двух слагаемых не превышает 
суммы модулей этих слагаемых, имеем:

\А -В \ = | A - f ( x )  +  /( х )  -  В \ < \А ~ /  (х) | +  | /  (х) -  В | = 
= | /  (х) -  А  | +  | /  (х) -  В | <  є +  є = 2є.

Поскольку є — любое положительное число, то возьмем є = А-В

Тогда получим \ А -В \<  — \А-В\, то есть | А -  В \ < 0. Но это неравен­

ство не может выполняться. Следовательно, наше предположение 
о существовании двух пределов неверно, поэтому А = В. О
При изучении пределов иногда приходится выполнять предельный 

переход в неравенствах с помощью следующей теоремы.

Т е о р е м а .  Если И ш /(х ) = Л, limcp(x) = B, причем в некоторой
х —>а х —>а

окрестности точки а (кроме, возможно, самой точки а) справед­
ливо неравенство f (х) < ср (х), то А  < В.

•  Д о к а з а т е л ь с т в о  (методом от противного). Допустим противопо­
ложное, то есть что А >  В. Выберем две є-окрестности точек А к В, 
а именно: (А — є; А  +  є) и (В -  є; В +  є), которые не пересекаются,
то есть

А  -  є >  В + є. (12 )
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Поскольку lim f(x) = A, то найдется З^окрестность точки а, в которой
х —>а

I f i x ) - А  < £, Т О  Є С Т Ь

А -  £ < f (х) < А + £. (13)
Также существует 82-окрестность точки а, в которой | ср (х) -  В < £, 
то есть

В -  є <  ср (х) <  В + £. (14)
Из чисел 8Х и 82 выберем наименьшее и обозначим его через 8. Тогда, 
учитывая неравенства (12)— (14), в 8-окрестности точки а имеем: 

ср(х) < В + є < А - є <  fix),
поэтому f{x) > ф(х), но это противоречит условию. Значит, А  < В. О 

С л е д с т в и е  (предел промежуточной функции). Если limф(х) = В,
X—XI

lim g  (х) = В и некоторой окрестности точки а ( кроме, возможно,
х —>а

самой точки а) справедливо неравенство
Ф (х) < f  (х) < g (х) (15)

и существует lim f(x), то lim f(x) = В.
х —>а х —XL

•  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку все условия последней теоремы вы­
полняются, то выполним предельный переход в неравенствах (15). 
Получаем В < lim /(х ) < В. Но эти неравенства могут выполняться

х —>а

только в том случае, когда lim /(x ) = B, что и требовалось дока-
х —>а

зать. О

6.2. ОДНОСТОРОННИЕ ПРЕДЕЛЫ
В приведенном в п. 6.1 определении предела функции в точке аргу­

мент х принимает все значения из 8-окрестности точки а (кроме, воз­
можно, х = а) как слева, так и справа от точки а.

Если при нахождении предела рассматривать значения х только сле­
ва от точки а, то такой предел называют левым, или левосторонним, 
и обозначают lim /(х ) или / ( а  -  0); а если рассматривать значениях

х —>а-0

только справа от точки а, то такой предел называют правым , или право- 
сторонним, и обозначают lim /(х ) или /  (а +  0).

х ^ > а + 0

Левосторонние и правосторонние пределы называются односторон­
ними пределами. Для случая, когда рассматривают односторонние пре­
делы в точке х = 0 (то есть при х —> 0), запись упрощают и записывают 
для левостороннего предела lim /(x) или / ( - 0 ) ,  а для правостороннего —

х ^ - 0

lim /(х ) или /(+ 0 ) .
х^а+0

Сформулируем теперь определение односторонних пределов.
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О п р е д е л е н и е .  Число В+ называется правосторонним пределом 
функции /(х) в точке а, если для любого числа є > 0 найдется такое 
число 8 > 0, что для всех х  из области определения функции, удовлетво­
ряющих условию а <  х <  а + 8, выполняется неравенство

|/(х)-В+|<є. (1)
Аналогично определяется число B _=f(a -  0)= lim / ( х ) — левосторон-х—>а-0

ний предел функции f (х) в точке а. Здесь неравенство
| / ( х ) - Д | < є  (2)

должно выполняться для всех х из левой части 8-окрестности точки а, 
то есть при а — 8 <  х1 <  а.

Отметим связь между односторонними пределами и пределом функ­
ции в некоторой точке а.
•  Если число В является пределом функции f(x ) при х а, то неравен­

ство
| / (х) -  В| <  є (3)

справедливо для всех значений х из 8-окрестности точки а (х Ф а). 
Тогда это неравенство справедливо для всех значений х из левой по­
ловины указанной 8-окрестности и для всех х из ее правой половины, 
то есть существуют левосторонний и правосторонний пределы в точке 
а и эти пределы равны В. Поэтому, если lim /(x ) = Д  то

х —>а

lim /(х ) = lim /(х ) = lim /(х ), то есть В = В+ = В.
х —>а-0 х —>а+0 х —>а

Имеет место и обратное утверждение: если выполняется равенство 
В = В+ = В, то lim /(х ) = В.

х —>а

Действительно, если В = В+ = В, то неравенство (1), определяющее 
существование правостороннего предела функции, выполняется и сле­
ва от точки а (согласно неравенству (2)), но тогда неравенство (1) 
фактически обращается в неравенство (3), поэтому lim /(x ) = B.х—>а
В связи с этим можно сформулировать такой критерий.

К р и т е р и й  с у щ е с т в о в а н и я  п р е д е л а .  Для того чтобы в точке 
х = а существовал предел В функции / (х), необходимо и достаточно, 
чтобы в этой точке существовали левосторонний предел функции /(х), 
то есть В = f  (а -  0), и правосторонний предел функции / (х), то есть 
B+ = f ( a +  0), и чтобы они равнялись друг другу: В = В+ = В, при этом

lim f(x ) = В. О
X—>а

Выясните существование предела функции /  (х) = | х | в точке 0. 
Решение

► Функция / ( х )  =  | х | определена на всей числовой прямой (см. рис.

2.8). Поскольку f(x) = І х I _  |ХПРИ х > 0,  ̂ то ПрИ х < q f =  - х , поэтому
[-Х  при х < 0

Задача 1
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/ ( -0 )  = lim /(x) = lim (-x) = 0. Аналогично /(+0) = lim /(x) = lim x = 0.
Х->~0 Х->~0 Х->+0 Х->+0

Таким образом, / ( - 0 )  = /( + 0 )  = 0. Поскольку односторонние пределы 
в точке 0 совпадают, то предел функции f (х) существует и равен их об­
щему значению, то есть lim / (х ) = lim |х| = 0. <1

Задача 2 Выясните существование предела в 
[2х + 3 при х < 2,
І 4прих>2 .

f(x) =

Решение
► Заданная функция определена на всей чис­
ловой прямой. Найдем односторонние пределы 
этой функции в точке х = 2.

/ ( 2 - 0 ) =  lim (2х + 3) = 7 (см. задачу 1 изХ̂ 2-0
п. 6 .1, с. 94);

/(2  + 0) = lim 4 = 4 (см. задачу 3 из п. 6.1, с. 95).Х̂ >2+0
Значит, / ( 2 - 0 )  + /  (2 +  0), поэтому задан­

ная функция не имеет предела в точке х = 2 
и не является непрерывной в этой точке. (Гра­

фик этой функции изображен на рис. 6.1) <1

точке 2 для функции

6.3. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ
Напомним, что функция / ( х )  называется непрерывной в точке а, 

если
lim /(х ) = /(а ).
х —> а

Доказанные свойства предела функции позволяют обосновать свой­
ства непрерывных функций, приведенные в табл. 1 (с. 6):

если функции /  (х) и g (х) непрерывны в точке а, то сумма, произве­
дение и частное непрерывных в точке а функций непрерывны в точке а
(частное в случае, когда делитель g (а) + 0).
•  Действительно, если функции /  (х) и g (х) непрерывны в точке а, то

lim /(x) = /(a ) и limg'(x) = g(a).
х—>а х—>а

Тогда lim ( / (х) + g (х)) = lim /  (х) + lim g (х) = /  (a) + g (а), а это и означа-
х —> а х —> а х —> а

ет, что функция /(х )  +  g(x) непрерывна в точке а. Аналогично обо­
сновывается непрерывность произведения и частного двух непрерыв­
ных функций. О
Согласно определению, непрерывность функции / ( х )  в точке х0 озна­

чает выполнение следующих условий:
1) функция / ( х )  должна быть определена в точке х0;
2) у функции /  (х) должен существовать предел в точке х0;
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3) предел функции в точке х0 совпадает со значением функции в этой
точке.
Например, функция /  (х) = х2 определена на всей числовой прямой 

и lim x2 =1. Поскольку / ( 1 )  = 1, то значение / ( х )  = х2 в точке 1 совпадает

с пределом этой функции при х —> 1, поэтому по определению функция 
/  (х) = х2 непрерывна в точке х = 1.

Используя определения левостороннего и правостороннего пределов, 
можно дать определения левосторонней и правосторонней непрерывно­
сти функции, а именно: функцию называют непрерывной слева в точ­
ке а, если lim /(х ) = /(а ), и непрерывной справа в точке а, если

X —>а-0

lim /(х ) = /(а).х̂ а+0
Например, функция / ( х )  = {х}, где {х} — дробная часть числа х, не­

прерывна в любой точке, кроме целочисленных значений аргумента х, 
в которых она непрерывна справа (рис. 6.2).

Функцию называют непрерывной на интервале (а; Ъ), если она не­
прерывна в каждой его точке. Функцию называют непрерывной на от­
резке [а; 6], если она непрерывна на интервале (а; Ъ), непрерывна справа 
в точке а и непрерывна слева в точке Ъ.

Если равенство lim /(x) = f(a) в точке а не выполняется, функцию /  (х)
х —>а

называют разрывной в точке а (а сама точку — точкой разрыва функ­
ции /(х )) .

Например, функция из задачи 2 является разрывной в точке 2.
Если рассмотреть функцию у = [х] ([х] — целая часть х, то есть наи­

большее целое число, которое не превышает х), то эта функция является 
разрывной в каждой целочисленной точке (рис. 6.3).

Аналогично для функции у = {х} ({х} — дробная часть х, то есть раз­
ность х -  [х]) точками разрыва являются все целочисленные значения 
аргумента х (см. рис. 6.2).

Рис. 6.2 Рис. 6.3
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Понятие непрерывности функции можно связать с понятиями при­
ращения функции и аргумента.

Пусть задана функция / ( х )  с областью определения D(f) = (a; Ъ) 
и пусть х0 — некоторое значение аргумента из интервала (а; Ъ). Если 
X є (а; Ъ) — другое фиксированное значение аргумента, то разность 
х -  х0 называют приращением аргумента и обозначают Ах, то есть
Ах = X -  х0. Отсюда х = х0 + Ах.

Разность /  (х) -  /  (х0) = /  (х0 +  Ах) -  /  (х0) называют приращением 
функции f в точке х0 и обозначают Д /.

Очевидно, что в случае, когда х стремится к х0, приращение аргумен­
та стремится к нулю: Дх —> 0. Если функция /  (х) непрерывна в точке х0,
то по определению l i m /(х) = /(х 0), и поэтому lim ( / ( х ) - / ( х 0)) = 0, а это

х—>х0 х—>х0
означает, что Н т Д / = 0.Ах̂ О

Из последнего соотношения получаем, что в случае, когда функция /(х )  
непрерывна в точке х0, малому приращению аргумента соответствует малое 
приращение функции. Учитывая это свойство, мы строим график непрерыв­
ной функции в виде сплошной линии.

Представление о непрерывной функции как о функции, график которой 
можно нарисовать, не отрывая карандаш от бумаги, хорошо подтвержда­
ется свойствами непрерывных функций, которые доказываются в курсах 
математического анализа. Приведем примеры таких свойств (табл. 11).

Та бл и ца  11
Свойства непрерывных функций

1. Если непрерывная на отрезке 
[а; Ь\ функция принимает на 
концах отрезка значения раз­
ных знаков, то в некоторой точ­
ке этого отрезка она принимает 
значение, равное нулю.

2. Функция /(х ) ,  непрерывная на 
отрезке [а; 6], принимает все 
промежуточные значения меж­
ду ее значениями /  (а) и /  (Ъ) на 
концах отрезка.

3. Если на интервале (а; Ъ) функ­
ция /  (х) непрерывна и не об­
ращается в нуль, то на этом 
интервале функция сохраняет 
постоянный знак.

Иллюстрация
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Отметим, что известные вам элементарные функции непрерывны 
в любой точке своей области определения. Графики таких функций изо­
бражаются сплошными кривыми на любом интервале, который полно­
стью входит в область определения (именно на этом свойстве и основыва­
ется способ построения графика функции «по точкам»). Например,

функция /(х ) = — непрерывна на любом интервале, который не содержит
X

точку 0 (см. рис. 5.19).
Свойства непрерывных функций позволяют корректно обосновать 

метод интервалов решения неравенств, приведенный в учебнике для 
10 класса. Поэтому метод интервалов можно использовать при решении 
любых неравенств вида /  (х) 3® 0, где /  (х) — непрерывная в любой точке 
своей области определения функция (см. также с. 7 -10).

6.4. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ.
БЕСКОНЕЧНЫЙ ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ.
ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Часто при изучении функций возникает необходимость найти пре­
дел функции на бесконечности, то есть найти такое число В (если оно 
существует), к которому стремится функция / ( х )  при неограниченном 
возрастании аргумента х или когда х, увеличиваясь по абсолютной ве­
личине, остается отрицательным.

Рассмотрим функцию /(х ) = 2 + —̂ — . Очевидно, что при увеличении
X  + 1

х знаменатель дроби увеличивается, поэтому значение дроби становится 
как угодно малым по абсолютной величине. Таким образом, значение 
функции /  (х) при очень больших значениях аргумента х мало отличает­
ся от числа 2. В этом случае говорят, что функция / ( х )  имеет своим 
пределом число 2 при х —> оо, и пишут: lim /(x) = 2.

X —>«>

О п р е д е л е н и е .  Пусть функция / (х) определена на всей числовой 
прямой. Число В называют пределом / (х) при х —> оо, если для любо­
го числа є >  0 найдется такое число" М  >  0, что для всех х, удовлет­
воряющих условию | х | > М ,  выполняется неравенство | / (х) — В\ <  є.
Это записывается так: lim /(x ) = B.

Х^>о=

Поведение функции /  (х) может быть разное при X —> - о о  и при 
х —> + о о , поэтому при исследовании свойств функции иногда отдельно 
рассматривают lim /(x ) и lim /(x ). Эти пределы определяются анало-

X —> -° о  X —>+°о

гично определению предела lim /(x), только условие | х | >  М  заменяется
X —>со

соответственно на х <  —М  и х >  М.
Заметим, что число М, вообще говоря, зависит от є, и поэтому его часто 

обозначают М (є).
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Кроме рассмотренных случаев конечных пределов функции /  (х) при 
х —> а (или при х —> оо), иногда используется также понятие бесконечно­

го предела. Например, функция /(х ) = Ду, которая определена для всех
X

х Ф 0 (рис. 6.4), принимает сколь угодно большие значения при х —> 0. 
В этом случае говорят, что функция в точке х = 0 имеет бесконечный

предел, и пишут: П т  — = оо.
*->0 х2

О п р е д е л е н и е .  Будем считать, что lim  f(x ) = оо, если для любогоX—>(1
числа М  > 0 существует такое число 8 >  0, что для всех х, удо­
влетворяющих условию  | х -  а\ < 8 (х Ф а), выполняется неравен­
ство | /  (х)| >  М.

Аналогично определяют обозначения lim /(x) = +оо и lim /(x) = -ооХ-їСІ Х-ЇСІ
(только в первом случае условие I  /(х ) I  > М  заменяют на /  (х) >  М, а во

втором — на /  (х) <  —М).
В математике также используется понятие 

бесконечного предела при х —> оо, то есть пре­
дела типа lim /(x ) = oo, который определяется

так: если для любого числа М  > 0 существует 
такое число М 0 > 0, что для всех х, удовлет­
воряющих условию | х | >  М 0, выполняется 
условие | /  (х) | >  М, то говорят, что функция 
/ ( х )  имеет бесконечный предел на бесконеч­
ности.

Рис. 6.4

Например, lim x2 = +oo. Это равенство выражает известное свойство

функции / ( х )  = х2, которая неограниченно возрастает при увеличении 
значений |х|.

Задача 1 Найдите предел lim 2х -  Зх + 1
5 + X -  X 

Решение
► Вынесем в числителе и знаменателе наивысшую степень переменной 
за скобки и сократим числитель и знаменатель на х3. Тогда

lim 2х -  Зх + 1 = lim
> Н * л )

5 1
= lim - X

5 1

3̂  J_
2 +  3 о

^— = —  = -2 .  
- l-l

Ответ: - 2 .  <1
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Найдите предел lim (-у/х2 +5 - х ) .Ж—>+со
Решение

► Умножим и разделим разность, которая стоит под знаком предела, на 
сумму -у/х2 + 5 + х. Получим

Задача 2

lim (-у/х2 + 5 -  х) = lim (Vх 2 + 5 -  х)(-у/х2 + 5 + х )  х 2 + 5 - х 2= ---------------= lim
х + 5 + х X + 5 + х

Ответ: 0. <1

= lim . 5 —  = 0.
V x 2 + 5 + x

Напомним, что в случае, когда lim /(x ) = 0, функция называется бес-X—
конечно малой при х —> а. Если же lim /(x ) = оо, то функция называется

х —>а

бесконечно большой при х —> а. Аналогично определяют бесконечно ма­
лые и бесконечно большие функции при X —> ОО, х —> -ОО, х —> + о о .

Отметим, что в случае, когда функция / ( х )  является бесконечно ма­
лой при х —> а и / ( х )  Ф 0 для х Ф а из некоторой окрестности точки а,

функция —— будет бесконечно большой при х —> а. И наоборот, если
fix)

функция / ( х )  — бесконечно большая при х —> а, то функция — бес­

конечно малая при х —> а (это свойство было использовано на последнем 
этапе вычисления предела в задаче 2).

Например, функция / ( х )  = х — бесконечно малая при х —> 0 и бес­
конечно большая при х —> со (а также при х —» - о о  и при х —» + о о ) .  Тог­

да функция /  (х) = — является бесконечно малой при х —> со (при
X

х —» - о о  и при х —> + о о )  и бесконечно большой при х —> 0 (аналогично при 
х —> - 0  и при х —> +0).

Предел последовательности
В математике достаточно распространены бесконечные последователь­

ности, то есть функции у = /  (га), заданные на множестве натуральных 
чисел N. Чтобы подчеркнуть, что аргумент такой функции принимает 
значения только из множества натуральных чисел, его обозначают не 
х, ага. Для последовательности /(га) довольно часто возникает необхо­
димость найти ее предел при неограниченном возрастании аргумента га 
(при га —» + о о ) .  Определение этого предела в основном аналогично опреде­
лению предела функции на бесконечности.
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О п р е д е л е н и е .  Число В называют пределом, последовательности 
f(n), если для любого числа є >  0 существует такое число М  > 0, что 
для всех п > М  выполняется неравенство | /  (п) — В | <  є.

Обозначают это так: l im/ (n)  = В (имея в виду lim f (п) = В).
ft—>со Я —>+со

Для пределов последовательностей выполняются все известные вам 
теоремы о пределах (только в их формулировках слово «функция» сле­
дует заменить на слово «последовательность»).

Задача 3 Найдите предел последовательности f(n) = Л9п +1 
Зп-2

Решение
► Как и в задаче 1, вынесем в числителе и знаменателе за скобки наи­
высшую степень переменной, сократим числитель и знаменатель на п, 
а затем используем теоремы о пределах. Тогда

lim
f t— о

\І9п2 +1 
Зп-2

= lim
f t—>Со

= lim
f t—>Со

1.

Ответ: 1. <1

6.5. ПРЕДЕЛ ОТНОШЕНИЯ ПРИ х  - »  0х
Этот предел обычно называют замечательным пределом (точнее пер­

вым замечательным), поскольку его часто используют при нахождении 
пределов тригонометрических функций.

Т е о р е м а ,  lim sin* =1.а-̂ 0 х
•  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно считать, что х принимает только поло­

жительные значения. Это следует из того, что функция /(х ) = 

является четной, так как

/( -х ) s i n ( - x )

-X
- s i n #

-X
s i n #

# f{x).

Поскольку x —> 0, то, начиная с некоторого 
значения, X попадает в первую четверть. По­

этому можно считать, что 0 < х < я
2' На рис. 6.5

изображена единичная окружность, на кото­
рой отложен угол в х радиан и проведена ли­
ния тангенсов CD. Учитывая определения си­
нуса и тангенса через единичную окружность, 
получаем АВ = sin х, a CD = tg х. Сравним пло­
щади треугольников ОВС, ODC и сектора ОВС. 
Они удовлетворяют неравенству

S & O B C  ^  S сект. ОВС ^  S & O D C -
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( 1 )
Поскольку

о  1  г\гI л т~> 1 - І  ■ s i n x
& а о в с  ~  2  ~  2 " s l n x  “  2  ’

s ,oDC = \o c -d c  = \- l - t g x  = ^ ,

а площадь кругового сектора ОВС равна: SceKTOBC=^, то, подставив

эти значения в неравенство (1), получим
sin X <  х <  tgx .  (2)

Так как 0 < х  < —, имеем sin х >  0 (и cos х >  0). Поэтому, разделив не-

• ос 1  sin  осравенство (2) на sin х, получим: —. Отсюда cosx ^  ^  1
s i n #  c o s #  #

/ ,  « s i n #(учитывая четность функции cos х и ------ , получаем, что это неравен­

ство выполняется и при < x < 0 j .

Так как lim 1 = 1, lim cos х = cos 0 = 1, то по теореме о пределе проме-Х̂>0 Х̂>0
жуточной функции имеем lim sm х = 1. О

Х̂>0 #

Кроме предела lim sin х = 1, часто используют некоторые его вариации.Х̂>0 #

Задача 4 Докажите, что lim^-^- = l .
Х^О #

► Д о к а з а т е л ь с т в о .  lim^®-^- = lim —  = lim х = 1 = 1. <
X х^О  (COS X )  X х^ О  COS X 1

Задача 5 гг ,.  a r c s m  #  ^Докажите, что lim -----------= 1.х̂ О #

► Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что lim а =1. Действительно,
а—>0 s i n a

lim ——  = lim — -—
а—>о s i n a  а —>0 s i n a

=  1.

l i m
s m a

a  a —>o a

Поскольку a —> 0, то, начиная с некоторого значения, а попадает в ин-
К Ктервал
2 2 .

(а ф 0). Обозначим sin а = х, тогда а = arcsin х. Если а —> 0,

то х = sin а —> 0. В этих обозначениях предел lim ------ = 1 обращается
а —>0 s i n a

в предел lim -х̂ >0 =1. <#
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Задача 6 Докажите, что lim arctg х = \.X
► Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим предел

lim
а—>о t g a  а —>0 s i n a  а—>0 s i n a

= lim = lim
l i m  c o s  aâ O і

l i m
s i n a  1

=  -  =  l .

c o s a  a  a —>o a

Поскольку a —> 0, то, начиная с некоторого значения, а попадает 

в интервал (а ^ 0)- Обозначим tg а = х, тогда а = arctg х. Если

а —> 0, то х = tg а —> 0. В этих обозначениях из предела lim — = 1 по-
сх—>0 t g  а

лучаем
lim arctg£  = i _  <

x̂ >0 X

6.6. ПРАКТИЧЕСКОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ
При вычислении предела функции обычно применяют не определе­

ние предела, а теоремы о пределах и приемы, которые мы использовали 
при нахождении пределов в приведенных выше задачах. Обобщим эти 
приемы, оформив результат в виде таблицы.

Т а б л и ца  12

Вычисление предела функции lim /(x)
я —>а

Основные этапы Пример

1 .  Пользуясь непрерывностью 
функции f ( х ) ,  пробуем подста­
вить значение X  =  а в /  (х).

9 - х 2 9  -  2 2 сl im -----------= ------------=  5
* - > 2  х  — 1 2-1

2. Если вычисляется предел при 
х —>со ,  то пробуем в числителе 
и знаменателе вынести за скоб­
ки наивысшую степень пере­
менной.

/  ̂ х 2 [ ~ - л/9  +  ~т )
+2х = lim 4  V V  =

х  - З х  +  1 *-> “  2 L  3  1 \

х  I 1 - *  V )

1  “ Л 9 +  2з /--------
=  lim х ’  х 3 = о-л/9 + 0 = _3

3  1 1-0 + 0
1 - - + - 2  X X
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О к о н ч а н и е  табл.  12

3. Если в результате подстановки х = а получаем выражение вида 1 — 1, то:

а) пробуем разложить на множи­
тели числитель и знаменатель

lim —
х '̂я Xі -  5х + 6

= lim

= -  =lim©
X + З

(х -  3)(х + 3)
х^я (х -  3)(х -  2) 

3 + 3
х^я х - 2  3 - 2

=  6

1-й способ

К т ф » ц д ) =
X ^ slx -2 х̂ 4 (Vx - 2ДVjc +2)

б) если в числитель и знаменатель 
входят выражения с квадрат­
ным или кубическим корнями, 
то умножаем числитель и зна­
менатель на соответствующие 
выражения, чтобы избавиться 
от корней (иногда вводят за­
мену: выражение с корнем обо­
значают новой переменной)

= lim
( х  - 4 ) ( х  + 4)^-J~x + 2^

X - 4

= lim (х + 4)(-\/х + 2) = (4 + 4)(>/4 + 2 ) = 32
х —>4

2-й способ. Обозначим л/х = t. 
Отсюда х = t2. При х —> 4 значение 
t —> 2. Тогда

Um £ ^  = Um* ^  = цт  + 4)-
4~Х — 2 t і - 2

= limt->2
(t -  2)(t + 2)(t + 4) 

t - 2
= lim (t + 2 )(t2 + 4) = (2 + 2)(22 + 4) = 32

t—>2

в) если под знаком предела стоят 
тригонометрические или обрат­
ные тригонометрические функ­
ции, то такие пределы приво­
дят к первому замечательному 
пределу или к его вариациям:

lim ------ = 1; lim — -  = 1;
X->0 X  X ^ O  X

l im  arcsmx _  arctg* = ^

lim sin 5x - cos 2x -arctg 3x
ї —>0 tg 4 x -arcsinlx

= lim

/  sin 5x \ 
i™ \ 5x__/

r . г. . I arctg 3x) _ 0bx * cos 2x * ------------  * Sx___________ \ 3*

(1 ?) I arcsin 4x \
7x • --------------  • 4x

\ 4x
Сокращаем числитель и знаменатель 
на переменные, стоящие за скобками. 
Учитывая, что lim cos 2х = 1, и восполь-

зовавшись первым замечательным 
пределом и его вариациями, получа­
ем, что искомый предел равен:

1- 5- 1- 1- 3 _  15 
1- 7 - 1- 4 _  28 '
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Вопросы для контроля

1. Дайте определение предела функции в точке. Сформулируйте и до­
кажите основные теоремы о пределе.

2. Дайте определение бесконечно малой функции при х —> а. Сфор­
мулируйте и докажите свойства бесконечно малых функций.

3. Сформулируйте и докажите теорему о единственности предела функции.
4. Сформулируйте и докажите свойство предела промежуточной функ­

ции.
5. Дайте определения правостороннего и левостороннего пределов 

функции /  (х) в точке а.
6. Сформулируйте и обоснуйте критерий существования предела.
7. Сформулируйте определение непрерывной функции.

Сформулируйте и обоснуйте свойства суммы, произведения и част­
ного непрерывных в точке а функций.

8. Сформулируйте и проиллюстрируйте на примерах другие свойства 
непрерывных функций.

9. В каком случае точка а называется точкой разрыва функции /  (х)? 
Проиллюстрируйте это понятие на графиках функций.

10. Дайте определение предела функции на бесконечности и бесконечно­
го предела функции. Приведите примеры.

11. Дайте определение предела последовательности. Приведите примеры.

12. Докажите, что lim- =  1.х̂ >0 X
13. Пользуясь табл. 12, предложите план вычисления следующих пре­

делов:
. 12х3 + Xa) lim

*-»1 х" + 2

г) lim х ~1 ; 
>/х -  1

б) lim 2х3 + X в) ІІН1 -Я-
*->1 х3 ■1

д) lim sin Зх
->о tg 5х

Вычислите эти пределы.

Упражнения

1. Пользуясь определением предела функции, докажите справедливость 
равенства:
1) lim (4х -1 )  = 3; 2) lim (8 -2 x ) = 0;

х —>1 х —>4 оч

о ч  х 2 - 5 х  +  6  -.3) lim --------------= -1 .
х—>2 X — 2

2. Пользуясь определением предела последовательности, докажите спра­
ведливость равенства:
-«ч і • 8 п + 7 а1) lim — —  = 4;

о  Zn 2) lim ——-  = 3.тг—>«>2 п 3 п
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3. Пользуясь теоремами о пределах, докажите, что:
1) многочлен Р (х) является непрерывной функцией при всех значениях х;
2) рациональная функция непрерывна при всех значениях х, для ко­
торых ее знаменатель не равен нулю.

4. В каких точках имеет разрыв функция (ответ обоснуйте):

х + 3
1) / ( х )  =

3) ср(х) =
х - 2

5. Вычислите предел:

х  - 5 х  + 6

1) l i m ( x 2 - 5 х  +  3); 2) l i m :X -»3 x -» 4
ЛЧ ,. Зх2 + 7 х  — 1
3) lim — -------- -------------- ; 4) lim

х-*-1 х 3 + 4 х 2 - 2 х  + 1 x^-2

. , х 2 -  X -  6
5) lim  ; 6) lim

х - 3 X —> — 1

7) l i m 2 ” ^ ; 8) lim  -
4 - х

0 ч X2 - V x
9) l i m — j=------ ; 10) lim

x~>1 V x - 1 X-»l

11) l i m ^ 1 + x2 _ 1 ; 12) limX X -> 1

1 _. .. sin ax 
13) l i m ---------- ; 14) lim

sin bx x-»0
_ sin 5x cos x 
15) l i m ------------------- ; 16) lim

x °̂ arctg4x x-»0

17) lim
5х -З х  + 4 х - 6

2) g (х) = —  - ;
X і  -  4

4) 2Х* 2 ?
X і  + 2х -  3

х + 2х +1
х - 3

2х3 - 7 х 2 + 5 х -2 _  
4х2 + 6 х - 8  

х2 -  х - 2
х + 1 

х - 2

Гх — л/2 
> / 5 - х - 2

'Jz- х -1
х -  Зх + 2

2у[х -л1х +7 ’

. X . .sm—sm4x 
2
о  2  ’2х

tg 7х arcsin 2х _ 
sin Зх cos 5х

і 7х -З х  -5 х  + 1
6. Решите неравенство методом интервалов:

! )  - — 2)
х3 +2х2 -  Зх

< 0 ;
( 2 - х ) х  ( х - 1 ) ( х - 2 )

4) yjx2 - 5 х  + 4 > х - 3 ;  5) Jx + 2 - -J x -1 > 1 ;

3)
X  -  X  -  6

\/Й
> 0 ;

L2 + х - х

6) л/х +  2 - л / З - х  < 3 .
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§ 7 АСИМПТОТЫ ГРАФИКА ФУНКЦИИ

Та бл и ца  13
1. Понятие асимптоты

У1
Асимптота кривой — это прямая, 
к которой неограниченно приближа- /  
ется кривая при ее удалении в бес- /  
конечность.

0 х

2. Вертикальные асимптоты (х = а) графика функции y = f(x)
Вертикальная асимптота х = а 
может быть в точке а, если точ­
ка а ограничивает открытые (или х = а — вертикальная асимптота, ч 2„, , полуоткрытые) промежутки облас- если при х  —> a t W  —> оо j г / г  ^
ти определения данной функции
и вблизи точки а значения функ­
ции стремятся к бесконечности.

Примеры вертикальных асимптот графиков функций
1

у = -X У = tg х

D (у) = (-со; 0) U (0; +оо).
При X —> +0  у —> +оо; 
при X —> - 0  у —> -со. 
х = 0 —  вертикальная асимптота 
(у = 0 — также асимптота, но 
горизонтальная)

D(y): х ф ^  + nk, keZ.

При х — —0 у —> +оо; 

при х —>~ + 0 у —̂  —со.

К
х ~ 2  —  вертикальная асимптота
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Ок о нч а н и е  табл.  13

3. Наклонные и горизонтальные асимптоты (у = kx + Ъ)

I. Если f (х) — дробно-рациональная функция, у которой степень чис­
лителя на единицу больше степени знаменателя (или равна ей), то 
выделяем целую часть дроби и используем определение асимптоты.

Примеры

fix) х2 + Зх
X +1

= х + 2 — — .X +1
fix) 2х + 1 _  2  1

X X

2
При х —> о о --------> 0, тогда /  (х) —> х + 2.

Следовательно, у = х + 2 — наклон­
ная асимптота (также х = —1 — вер­
тикальная асимптота)

При х —> оо ——>0, тогда /  (х) —» 2.X
Следовательно, у = 2 — горизон­
тальная асимптота (также х = 0 — 
вертикальная асимптота)

II. В общем случае уравнения наклонных и горизонтальных асимптот 
у = kx +  Ъ можно получить с использованием формул

k = lim
X —> со

fix)
»X

b = lim (f(x)-kx).
X  —> со

■  Объяснение и обоснование

1. Понятие асимптоты. Если кривая у = f (х) имеет бесконечную ветвь, 
то асимптотой такой кривой называют прямую, к которой эта ветвь не­
ограниченно приближается.

Другими словами, асимптота кривой —  это прямая, к которой не­
ограниченно приближается кривая при ее удалении в бесконечность

Асимптоты могут быть вертикальными, горизонтальными или на­
клонными.
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1Например, для графика функции у = — (рис. 7.1) асимптотами будут

оси координат, поскольку при х —> — оо и при х —> + о о  график функции 
приближается к прямой у = 0: ось Ох — горизон­
тальная асимптота.

Когда функция стремится к + о о  (или к - о о ) ,  то 
кривая приближается к прямой х = 0: ось Оу — вер­
тикальная асимптота.

іЕсли рассмотреть функцию у = х + —, то при
X

х —> со выражение ——>0. Вследствие этого график 

функции у = х + — при х —> оо приближается к пря-
X

мой у = х, поэтому эта прямая будет наклонной

асимптотой графика функции г/ = х + — (рис. 7.2) (график этой функ-
X

ции имеет также и вертикальную асимптоту х = 0). Следует отметить, 
что не любая кривая имеет асимптоту, поэтому не у каждого графика 
функции будет асимптота. Но исследование функции на наличие у ее 
графика асимптот позволяет уточнить свойства функции и поведение ее 
графика.
2. Вертикальные асимптоты. Если прямая х = а — вертикальная асимп­
тота, то по определению около точки а кривая должна иметь бесконечную 
ветвь, то есть предел данной функции при X —> а (слева или справа) дол­
жен равняться бесконечности (о о ) . Исходя из непрерывности элементар­
ных функций, которые рассматривались в школьном курсе математики, 
такими точками могут быть только точки, ограничивающие открытые 
(или полуоткрытые) промежутки области определения данной функции.

2
Например, у функции /(х ) = ——

х -1
область определения (х Ф 1) имеет раз­
рыв в точке х = 1 (область определения: 
( - о о ;  1) U (1; + о о )  и точка 1 ограничивает 
открытые промежутки области определе­
ния). Можно предположить, что прямая 

х х = 1 будет вертикальной асимптотой. Для 
того чтобы убедиться в этом, необходимо 
проверить, будет ли функция стремиться 
к бесконечности около точки 1 (слева или 
справа). Для этого рассмотрим

lim / ( х ) =  ІІІН —— = (— ) = + 0 0 . 
Рис. 7.2 х  —>1+0 х^>1+0 Х  — 1 \+0/
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Аналогично lim f(x) = (—  І = -оо .
* - > і - о  \ —о /

Таким образом, прямая х = 1 является вертикальной асимптотой, по­
скольку при стремлении функции к бесконечности ее график неограни­
ченно приближается к прямой х = 1 (рис. 7.3).

Отметим, что не всегда в точке разрыва области определения функ-
2

ция будет иметь вертикальную асимптоту. Например, функция f(x) = —
имеет область определения х Ф 0, поэтому прямая х = 0 «подозрительна»

2
на вертикальную асимптоту. Но lim /(х ) = lim —  = lim x = 0. Аналогичнох^-0 Х̂ >-0 X х̂ -0
l im/ (x)  = 0. Следовательно, около прямой х = 0 функция / ( х )  не стре-

мится к бесконечности, и поэтому прямая х = 0 не является асимптотой 
графика данной функции (рис. 7.4).
3. Наклонные и горизонтальные асимптоты довольно просто находятся 
для графиков дробно-рациональных функций, у которых степень числи­
теля на единицу больше степени знаменателя (или равна степени зна­
менателя). Для этого достаточно выделить целую часть заданной дроби 
и использовать определение асимптоты.

Например, еще раз рассмотрим функцию f(x) = —— .
х -1

„  ,,  . (х2-1)  + 1 1 1
Выделим целую часть: / (х)  = ---------------= х + 1н---------.

 ̂ х - 1  х-1
При х —> со выражение-------- » 0, то есть график нашей функции будет

х -1
неограниченно приближаться к прямой у = х + 1 при х —> со. Из этого 
следует, что наклонной асимптотой графика данной функции* будет пря­
мая у = х + 1 (рис. 7.3).

Построение графиков таких функций рассмотрено в § 5.
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Рассмотрим, как находятся наклонные и горизонтальные асимптоты 
в общем случае.
•  Пусть наклонной (или горизонтальной) асимптотой графика функции 

у = /  (х) является прямая у = kx +  ft. По определению асимптоты при 
х  —> оо график функции /  (х) неограниченно приближается к прямой 
у = kx +  Ъ. Другими словами, при х —> оо с любой точностью будет вы­
полняться равенство

/  (х) ~ kx + Ъ. (1)
Эта равенство не нарушится, если обе его части разделить на х Ф 0.

Получим: +
X X

При х —> оо отношение — —>0,
X

X —> оо, то есть
поэтому отношение f (x) — при

ft = l i m ^ A  (2)X
Возвращаясь к формуле (1), получаем, что при х —» оо Ъ ~ f (х) -  kx, 
то есть

b = lim (f(x) -  kx). ОX— (3)

Формулы (2) и (3) дают возможность находить наклонные и горизон­
тальные асимптоты для графика любой функции у = / ( х )  (при условии, 
что они существуют).

Отметим, что если у графика функции /  (х) есть горизонтальная асим­
птота, то ее уравнение будет у = Ь (в этом случае k = 0). Но при ft = 0 из 
формулы (3) получаем ft = lim /(x ). Следовательно, если существует чис-X—>со
ло ft = lim /(x ), то график функции у = f (х) имеет горизонтальную

асимптоту у = Ъ.

Задача 1 Пользуясь общими формулами, найдите наклонную асимп-
2

тоту графика функции f(x) = —— .

Решение
► Будем искать наклонную асимптоту в виде у = kx + Ъ, где ft и Ъ нахо­
дятся по формулам (2) и (3):

. f (x)  Xft = lim ----- = lim = limX (.V -  I ).V X 1 -
= lim

l-

l l
l l -o = 1 ;

\x -1
b = lim (/(x) -  kx) = lim (—----- x ) = lim = lim — — г = lim —1—  = —1— = 1.

X — 1 -r / X11 — 1 1 -0

Асимптотой графика данной функции будет прямая у = kx + Ь, то есть 
прямая у = х +  1. <1
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Задача 2 Найдите асимптоты графика функции /(х ) = \1х4 + 9 - х 2.
Решение

► Область определения функции: х — любое действительное число, то 
есть D (/) =  (—оо; +оо), или D (/) =  R. На всей области определения эта 
функция непрерывна, поэтому вертикальных асимптот график функции 
не имеет. Будем искать наклонные и горизонтальные асимптоты в виде 
у = kx + Ъ. Тогда

(уіXі + 9 - х2 Цл/х4 + 9 + х2 jг, і- /(х )  і- V x 4 + 9 - х 2 ,.k = lim ----- = lim ------------------= lim
x ( \ l x 4 + 9 + X 2 j

= lim - = lim
|л/х4 + 9 + X 2 j x |л/х4 + 9 + x2 j

= 0;

fe = lim (/(x) -  kx) = lim (Vx4 + 9 -  x 2) = lim
(yj X4 + 9 -x 2j|"\/x4 + 9 + x2j

4 , „  4,. x + 9 -  x ,.= lim , ------ = lim
\l Xі + 9 + x2 \l Xі + 9 + x2

Vx4 + 9 + x2

=  0 .

Таким образом, заданная функция 
имеет только горизонтальную асим­
птоту г/ = 0(г/  = 0 ' х  +  0) (рис. 7.5). <1 

Иногда график функции y = f (х) 
может иметь разные асимптоты при 
х —> —оо и при х —> + о о . В этом случае 
при использовании формул (2) и (3) при­
ходится отдельно находить значения k 
и Ъ при X —> - о о  и при х —> + о о .

Вопросы для контроля

1. Объясните смысл понятия «асимптота кривой».
2. Приведите примеры графиков функций, имеющих вертикальные, го­

ризонтальные и наклонные асимптоты. Объясните, почему соответ­
ствующие прямые являются асимптотами.

3. Обоснуйте формулы для нахождения коэффициентов горизонтальных 
и наклонных асимптот (у = kx + Ъ) графика функции у = / (х) :

ft = l i m— , fe = lim (/(x)-fex).X—>«> X X—>«>
Н  Упражнения

Найдите асимптоты графиков функций (если они существуют) (1—4).

1- 1) У = ~',X 2) у = 4 -
х -  3 3) у =

2 ох -  9 #
х -  з ’

Х +  1
4) У = ---- 7-X -  1



§ 8. Производные обратных тригонометрических функций. Доказательство тождеств с помощью производной 121

2. 1)

3. 1)

4. 1)

9-г 2 1
X

/ ( * ) = Л ;х

2) / ( х )
_ X

X -  3

2) / ( х )
1

~ 2 9X +1

2) г/ = М̂ х2 + Зх + 2;

3) / ( х )  

3) /(X)

х + 2 ’ 
Зх2 + 5.

3) у = -
• -Jx

4) /(х ) =_ Х + 1
X + 2

4) /(х ) =
2_ х - 4

X + 4

4)
У = . /

X 
2 ,

§8 ПРОИЗВОДНЫЕ ОБРАТНЫХ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТОЖДЕСТВ С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНОЙ

Т а б л и ца  14
1. Формулы производных обратных тригонометрических функций

(arcsinx)'= .------ 1 <  х < 1
VI -ж

(arccosx)'- — , 1 , -1  <  х <  1
Vl -  х2

(arctg х)'= 2
1 + X

(arcctg х)' = 2
1 + X

2. Доказательство тождеств с помощью производной

Условие постоянства функции

Функция /  (х) является постоянной ( /  (х) = С) на интервале (а; Ь) тогда 
и только тогда, когда f  (х) = 0 во всех точках этого интервала (а если 
функция /  (х) непрерывна на отрезке [а; 6], то /  (х) = С на [а; Ь]).

Схема доказательства 
тождеств вида ср (х) = g (х) 
с помощью производной

Пример
Доказать, что arccosх = —-a rcsin х

2
при -1  < X  < 1.

1. Рассмотреть вспомогатель­
ную функцию (х) = ср (х) — g (х) 
(на ее области определения 
или заданном интервале).

2. Проверить, что / '  (х) = 0 на 
этом интервале.

3. Исходя из условия постоян­
ства функции, сделать вы­
вод, что функция /  (х) = С на 
рассматриваемом интервале.

► Рассмотрим функцию

f  (х) = arccos х -  — + arcsin х.
2

Ее область определения
D (/) = [ -1 ; 1].

На интервале ( -1 ; 1)
Г Ю — г ^ - О + ' - О .

V 1-Х V1-Х
Тогда по условию постоянства функ­

ции получаем, что /  (х) = С при всех зна­
чениях х из интервала ( -1 ; 1), а с уче­
том того, что функция /  (х) непрерывна
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О к о н ч а н и е  табл.  14

4. Чтобы найти постоянную С, на своей области определения, и при
нужно подставить вместо х всех значениях х из отрезка [ -1 ; 1].
любое значение х0 из рассма- Чтобы найти значение С, подставим
триваемого интервала и до- в равенство /  (х) = С вместо х, напри-
казать, что С = /  (х0) = 0. мер, значение х = 0. Получаем:

5. Сделать следующий вывод: С = f  (0) = arccos 0 -  — + arcsin 0 =
поскольку

/  (х) = Ф (х) -  g (х) = 0, = ZE_ZE + 0 = 0. 
2 2то

Ф (х) = g (х). Значит, при всех значениях х из отрез-
ка [ -1 ; 1] f  (х) = arccos х -  ̂  + arcsin х = 0.

Отсюда arccos х = ^  -  arcsin х

при -1  < х < 1. <1

Объяснение и обоснование

1. Формулы производных обратных тригонометрических функций до­
кажем, используя определение этих функций (существование их произ­
водных примем без доказательства).

•  Например, если у = arcsin х, то согласно определению арксинуса 

и sin у = х. Продифференцируем обе части этого равен-У*
я  _ я  

2 ’  2 .

ства, рассматривая производную sin у как производную сложной 
функции. Получаем (sin у)' = х', то есть cos у • у' = 1. Отсюда у' = 1 .

я  _ я  

2 ’  2 .

cos у 

где cos у > О,Но cos у = +-y/l-sin2 у = +Vl — х 2. Учитывая, что у є 

получаем cos у = л/l  - х 2. Тогда при -1  <  х < 1 (в этом случае 1 -  х2 Ф О

и 1 -  х2 > 0) имеем у' =
■\11 — J

Поэтому при -1  <  X < 1

(arcsin х)' =
Г-1 2VI -  х

О

•  Аналогично, если у = arccos х, то согласно определению арккосинуса 
у є [0; тс] и cos у = х. Продифференцируем обе части этого равенства, 
рассматривая производную cos у как производную сложной функции.

Получаем (cos у)’ = х’, то есть (-s in  у)'У = 1. Отсюда у' = ---- — . Но
sin у

sin у = -  cos2 у =±sl 1 -х 2. Учитывая, что у є [0; тс], где sin у > 0,
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получаем sin у = VI - х 2. Тогда при -1  <  х <  1 (в этом случае 1 -  хгФ О

и 1 -  х2 >  0) имеем у' = — . 1 Поэтому при -1  <  х < 1
V I - * 2

(arccos х)' = — , 1 о
V I - * 2

•  Найдем производную функции у = arctg х. По определению арктан­

генса и tg у = х. После дифференцирования последнего ра­

венства получаем (tgy)' = х', то есть — • у' = 1. Отсюда у' = cos2 у.
cos2 у

Но І + tg2у = — . Тогда cos2у =  Ц г- = — — Следовательно, при
cos2 у І + tg у 1 + х 2

любых значениях х

(arctg х)' = —^ 2 - О
1 + X

•  Аналогично, если у = arcctg х, то согласно определению арккотангенса 
у є (0; тг) и ctg у = х. После дифференцирования последнего равенства

получаем (ctgy)’ = xr, то е с т ь ----- —z— у' = 1. Отсюда у’ = -sin 2 у. Но
sin у

l  + ctg2j/ = — . Тогда sin2j/ = --1 2 = — —j. Следовательно, при лю-
sin у 1 + ctg у 1 + *

бых значениях х

(arcctg х)' = ----- ^-2 . О
1 + X

2. Доказательства тождеств с помощью производной. В п. 5.1 (с. 47)
рассмотрено условие постоянства функции: если на некотором интервале 
(а; Ъ) f  (х) = 0 во всех точках этого интервала, то функция /  (х) постоян­
на на этом интервале. Если функция /  (х) также непрерывна на отрезке 
[а; 6], то она постоянна и на отрезке [а; 6].

Это условие можно использовать для доказательства некоторых тож­
деств.

Задача Докажите тождество 2 arccos х arccos (2х2
Решение

► Рассмотрим вспомогательную функцию
/  (х) =  2arccos х -  arccos (2х2 -  1) 

и найдем ее производную при 0 <  х <  1:

1), г д е 0 < х <  1.

Г (*) = -
■\11 -  J

4х

^ 1 - ( 2 х г - I ) 2

4х

V 1 -  х 2 2x\ll -  X 2 V 1 -  X 2 \ 11 -  х ‘
= о.
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По условию постоянства функции получаем, что /  (х) = С при всех 
значениях х из интервала (0; 1), а учитывая, что функция /  (х) непре­
рывна на своей области определения, — и при всех х из отрезка [0; 1]. 
Чтобы найти С, отметим, что равенство /  (х) = С выполняется тожде­
ственно, то есть при любом значении х. Подставляя в это равенство 
х = 0, получаем:

С = f  (0) = 2 arccos 0 -  arccos (-1) = 2 -  п = 0.

Поэтому С = 0 и, значит, / (х)  = 0, то есть 2 arccos х -  arccos (2х2 -  1) = 0 
или 2 arccos х = arccos (2х2 -  1). <1

Приведенное решение позволяет предложить следующую схему дока­
зательства тождеств вида ср (х) = g (х) с помощью производной.

1. Рассмотреть вспомогательную функцию f (х) = ср (х) -  g (х) (на ее 
области определения или на заданном интервале).

2. Проверить, что f  (х) = 0 на этом интервале.
3. Пользуясь признаком постоянства функции, сделать вывод, что

f (х) = С на рассмотренном интервале (если функция f (х) также 
непрерывна на отрезке, содержащем концы рассмотренного ин­
тервала, то f (х) = С на этом отрезке).

4. Чтобы найти С, подставить вместо х любое значение х0 из рас­
смотренного промежутка и доказать, что С = / ( х 0) = 0.

5. Сделать вывод: поскольку f (х) = ср (х) -  g(x)  = 0, т о  ср (х) = g (х). 
Пример использования этой схемы приведен в п. 2 табл. 14 на

с. 121.

■  Вопросы для контроля

1. Запишите формулы нахождения производных обратных тригономе­
трических функций: arcsin х, arccos х, arctg х, arcctg х.

2. Обоснуйте формулы нахождения производных обратных тригономе­
трических функций.

3. Объясните на примере схему использования производной для доказа­
тельства тождеств.

Упражнения

1. Найдите производную функции:
1) /  (х) = arcsin х • arctg х; 2) /  (х) = arcctg2 х;
3) /  (х) = х4 arcsin 2х; 4) /  (х) = arcsin Зх +  arccos 4х;
5) /  (х) = arcsin (sin х); 6) f  (х) = д/arctg х3.

2. Запишите уравнение касательной к графику функции у = f (х) в точ­
ке с абсциссой х0, если:

1) /  (х) = arctg х, х0 = 1;
4 '

2) /  (х) = arcsin 2х, х0
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3. Докажите тождество, используя производную:

1) arctg х + arcctg х = ^ ;

2) arcsin х = arctg f— , - 1 <  х < 1;
V l - x 2
J l -X2

3) arccos х = arctg---------- , 0 <  х < 1;
X
■ J l -  X 24) arccosx = 71 + arctg----------  при -1  < x <  0;

X

5) 2 arctg x = arctg 2x „ , - 1 <  x < 1;
1 - х 2

6) 2 arctgx + arcsin 2x =n, x > l ;
1 + x 2

7) (x + a)4 = x4 + 4x3a + 6x2a2 + 4xa3 + a4.

§ 9
ВТОРАЯ ПРОИЗВОДНАЯ. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 
ПОНЯТИЕ ВЫПУКЛОСТИ ФУНКЦИИ

Та бл и ца  15
1. Понятие ВТО эой производной

Понятие Запись Пример

Пусть функция у = f (х) имеет про­
изводную / '  (х) во всех точках не­
которого промежутка. Эта произ­
водная, в свою очередь, является 
функцией аргумента х. Если функ­
ция / '  (х) дифференцируема, то ее 
производную называют второй 
производной функции /  (х) и обо­
значают f" (х) (или у")

У = f (*),
у' = Г  (х),

У" = ( / '  (х))' = (y j .

У = Xі , 
у' = 5х4,

у"  = (5х4 У = 20х3.

2. Понятие выпуклости и точек перегиба дифференцируемой 
на интервале (а; Ъ) функции

У

/(* „ )

V

і

Функцию /  (х) называют выпуклой вниз на ин­
тервале (а; Ъ), если для любой точки х0 из этого ин­
тервала при всех х є  (а; Ъ) и х + х0 график функции 
лежит выше касательной к этому графику в точке 
(х0; /  (х0)).0 х0 X
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У

/ ( * о)

\
Функцию /  (х) называют выпуклой вверх на ин­

тервале (а; Ъ), если для любой точки х0 из этого ин­
тервала при всех х є (а; Ъ) и х Ф х0 график функции 
лежит ниже касательной к этому графику в точке
(х0; /  (ль)).

/г1
0 х0 X

У

/(*„)
м/

Точку М  графика непрерывной функции /  (х), 
в которой существует касательная и при переходе 
через которую кривая меняет направление выпу­
клости, называют точкой перегиба графика функ­
ции. В точке перегиба график функции переходит 
с одной стороны касательной на другую.

Абсциссу х0 точки М  перегиба графика функции 
/  (х) называют точкой перегиба функции f  (х). Точ­
ка х0 разделяет интервалы выпуклости функции.

У \  .
0 t  *

3. Свойство графиков выпуклых функций

У і

01 1 1 1 1 1

m J \

і і і і і і і і і і і і і і і і і і

Если функция /  (х) выпуклая вниз на интервале 
(а; Ъ) и точки и М 2 являются точками ее графи­
ка на этом интервале, то на интервале (хх; х2) гра­
фик функции у = f  (х) лежит ниже отрезка М ХМ 2, 
то есть график лежит ниже хорды.

0 а Xj х2 Ь х

У\
I

іііі

М ,

І І 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Если функция /  (х) выпуклая вверх на интервале 
(а; Ъ), а точки М 1 и М 2 — точки ее графика на этом 
интервале, то на интервале (хх; х2) график функции 
у = f  (х) лежит выше отрезка М гМ 2, то есть график 
лежит выше хорды.

0 а х1 х2 Ь х

4. Достаточные условия выпуклости функции, 
имеющей вторую производную на заданном интервале (а; Ъ)

Условие выпуклости вниз Условие выпуклости вверх

Если на интервале (а; Ъ) дважды 
дифференцируемая функция /  (х) 
имеет положительную вторую про­
изводную (то есть f '  (х) >  0 при всех 
х є (а; Ь)), то ее график на интервале 
(а; Ъ) направлен выпуклостью вниз.

Если на интервале (а; Ъ) дважды 
дифференцируемая функция /  (х) 
имеет отрицательную вторую про­
изводную (то есть f '  (х) <  0 при всех 
х є (а; &)), то ее график на интервале 
(а; Ь) направлен выпуклостью вверх.
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Пр о д ол ж е н и е  табл.  15

5. Нахождение точек перегиба функции, 
имеющей вторую производную на заданном интервале

Необходимое условие Достаточное условие

В точках перегиба функции / (х) 
ее вторая производная равна нулю 
или не существует.

Пусть функция / (х) имеет на ин­
тервале (а; Ъ) вторую производную. 
Тогда, если f '  (х) меняет знак при 
переходе через х0, где х0 є (а; Ь), то 
х0 —  точка перегиба функции / (х).

х(1 —  точка 
перегиба 
функции 

f(x )

=>

Г (*о) = 0 
или f '  (х0) 

не существует

В точке х0 знак 
f  (х) меняется 

с «+ »  на « —» или 
с « —» на «+ »

=>

х0 —  точка 
перегиба 
функции 

/ (X)

6. Исследование функции у = f  (х) на выпуклость и точки перегиба
Схема Пример

1. Найти область определе­
ния функции.

Исследовать функцию / (х) = Xі  -  4х3 -  
-  18х2 + 1 на выпуклость и точки перегиба.

► 1. Область определения: D  (/) = R.
Функция / (х) непрерывна в каждой 
точке своей области определения (как 
многочлен).

2. Найти вторую производ­
ную.

2. f  (х) = 4Xs -  12х2 -  36х. 
Г ( х )  = 12х2 -  24х -  36 = 
= 12 (х2 -  2 х -  3).

3. Найти внутренние точ­
ки области определения, 
в которых вторая произ­
водная равна нулю или не 
существует.

3. f" (х) существует и непрерывна на всей 
области определения функции / (х).

Г  (х) = 0; 12 (х2 -  2 х -  3) = 0; 
х± — 1, Х2 — 3.

4. Отметить полученные точ­
ки на области определения 
функции, найти знак вто­
рой производной и харак­
тер поведения функции на 
каждом из интервалов, на 
которые разбивается об­
ласть определения.

4.
Знак f i x )

Поведение -1  г\  3 \у х
f(x)  * *t ' \ '_ч точка точка(выпуклость) пере- пере­

гиба гиба
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5. Записать нужный резуль­
тат исследования (интер­
валы и характер выпук­
лости и точки перегиба).

5. На интервалах ( - о о ;  - 1 ) и ( 3 ;  + о о )  график 
функции направлен выпуклостью вниз 
( / "  (х) >  0), а на интервале ( - 1 ;  3) — вы­
пуклостью вверх ( / "  (х) <  0).
Точки перегиба: х = -1  и х = 3 (в этих 
точках f" (х) меняет знак). <1

7. Расширенная схема исследования функции для построения ее графика
Схема Пример

1. Найти область определе­
ния функции.

Постройте график функции

/ ( x ) = * 2- f .

► 1. Область определения: х +  - 4  
(D (/) = (-оо; -4 )  U ( -4 ; +оо)).

2. Выяснить, является ли 
функция четной или не­
четной (или периодиче­
ской).

2. Функция /  (х) ни четная, ни нечетная, 
поскольку /  ( -х )  Ф  f (х) и /  ( -х ) Ф  - /  (х), 
и не периодическая.

3. Точки пересечения гра­
фика с осями координат
(если их можно найти).

3. На оси Оу значение х =  0 ,  тогда у =  0.
х 2 — 5 хНа оси Ох значение у =  0: --------- = 0,

X  +  4
х2 -  5х = 0, х (х -  5) = 0. Тогда х = 0, 
х = 5 — абсциссы точек пересечения гра­
фика с осью Ох.

4. Производная и критиче­
ские точки функции.

, .. . . ( 2 х - 5 ) ( х  +  4 ) - ( х 2 - 5 х )  х 2 +  8 х - 2 0
4. f  (х)= = .

( х  +  4) ( х  +  4) 
Производная существует на всей обла­
сти определения функции /  (х). Поэтому 
функция /  (х) непрерывна в каждой 
точке своей области определения. 
/ '  (х) = 0. При х Ф  - 4  имеем 
х2 +  8х -  20 = 0, хх = 2, х2 = - 1 0  — кри­
тические точки.

5. Промежутки возрастания 
и убывания, точки экстре­
мума (и значения функ­
ции в этих точках).

5. Отметим критические точки на обла­
сти определения и найдем знак произ­
водной и характер поведения функции 
на каждом из интервалов, на которые 
разбивается область определения (см. 
рисунок).
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Пр одол ж ен и е табл. 15

Знак f  (х)

Поведение “ 10 —4 2 х

Следовательно, функция возрастает на 
каждом из промежутков ( - о о ;  -1 0 ] и [2; + оо) 
и убывает на промежутках [-10 ; -4 )  и ( -4 ; 2]. 
Так как в критической точке (-10) произво­
дная меняет знак с « + »  на « - » ,  то х = -1 0  — 
точка максимума. В критической точке 2 
производная меняет знак с « —» на « + » ,  по­
этому х =  2  —  точка минимума. Итак,

Л'пшх = -1 0 , тогда утах = /  (-1 0 ) = -2 5 ;

Л’ппп = 2, тогда уЫп =  f  (2) = —1.

6. Поведение функции на 
концах промежутков об­
ласти определения и асим­
птоты графика функции 
(вертикальные, горизон­
тальные и наклонные).

—оо +оо
б. --------------- О------------------ >

- 4  х

При х —> - 4  слева f  ( х )  —> j —> -о о ,

а при X  —> - 4  справа f  ( х )  —> —> + оо 

(то есть lim / ( х )  = -оо , lim / ( х )  = +оо).
х—>-4-0 X—>-4+0 /

Следовательно, прямая х =  - 4  —  вер­
тикальная асимптота.

j. , , х 2 — 5х х (х + 4) — 9 (х + 4) + 36
f  ( х )  = ----------= — :------- ------ ------- ------- =

X + 4 х  + 4

п  , 36=  х -9  + ------ .
х  + 4

При х —> со — > 0, тогда /  (х) —> х +  9, то
х + 4

есть прямая у =  х +  9 —  наклонная асимп­
тота.
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7. Ґ  (х) = ( /' (х))' =

(2х + 8)(х + 4)2 -2 (х  + 4 )(х2 + 8 х -2 0 )  72
(х + 4)4 (х + 4)3

7. Вторая производная и ис­
следование функции на 
выпуклость и точки пере­
гиба (и значения функции 
в этих точках).

Поскольку / "  (х) Ф 0, то знак второй 
производной может меняться только в точ­
ке х = -4 .  Получаем такие знаки второй 
производной и соответствующий характер 
выпуклости (см. рисунок).

Знак /*(*)'

„  . . .  выпуклость
Поведение /( х )  вверх

-4 х
выпуклость 

вниз

8. Найти координаты допол­
нительных точек графика 
функции
(если нужно уточнить его 
поведение).

X - 7 -2

У -2 8 7

9. На основании проведенно­
го исследования постро­
ить график функции.

<
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Объяснение и обоснование

1. Вторая производная и производные высших порядков. Если функция 
у = /  (х) имеет производную / '  (х) во всех точках некоторого промежутка, 
то эту производную можно рассматривать как функцию от аргумента х. 
Если функция / ' ( х ) является дифференцируемой, то ее производную на­
зывают второй производной от /  (х) и обозначают f" (х) (или у").

Например, если /  (х) = 2х -  sin х, то / '  (х) = (2х -  sin х)' = 2 -  cos х, 
тогда / "  (х) = (2 -  cos х)' = sin х.

По аналогии со второй производной определяют и производные выс­
ших порядков. Производную от второй производной функции /  (х) на­
зывают третьей производной, или производной третьего порядка этой 
функции, и т. д. Таким образом, производной п-го порядка функции f (х) 
называют производную от производной (п -  1 )-го порядка этой функ­
ции. Производную тг-го порядка функции /  (х) обозначают / (л) (х).

Например, если /  (х) = х5, то / '  (х) = (х5)' = 5х4; / "  (х) = (5х4)' = 20х3; 
(х) = (20х3)' = 60х2; /*«(*) = (60х2)' = 120х; / (5)(х) = (120х)' = 120;

f 6)(x) = (120У = 0*.

2. Выпуклость функции. Пусть функция /  (х) опре­
делена на интервале (а; Ъ), а в точке х0 є (а; Ъ) име­
ет конечную производную. Тогда к графику этой 
функции в точке М  (х0; /  (х0)) можно провести каса­
тельную. В зависимости от расположения графика 
функции относительно касательной функцию назы­
вают выпуклой вниз, если график расположен выше 
касательной (рис. 9.1), или выпуклой вверх, если 
график расположен ниже касательной (рис. 9.2). Со­
ответственно и сам график в первом случае называ­
ют выпуклым вниз, а во втором — выпуклым вверх. 
Приведем соответствующие определения и свойства 
для функции /  (х), определенной и дифференцируе­
мой дважды на интервале (а; Ъ).

Функция /  (х) называется выпуклой вниз на ин­
тервале (а; Ь), если для любой точки х0 из этого 
интервала при всех х є (а; Ь) и х Ф х0 график 
функции лежит выше касательной к этому гра­
фику в точке (х0; /  (х0)). Рис. 9.2

Функция /  (х) называется выпуклой вверх на интервале (а; Ъ), если 
для любой точки х0 из этого интервала при всех х є (а; Ь) и х Ф х0 
график функции лежит ниже касательной к этому графику в точке 
(х0; /  (х0)).

Четвертую, пятую и шестую производные функции /  (х) часто обозначают 
соответственно / IV(x), / v (x), / VI(x).
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Отметим, что на интервале, где функция /  (х) является выпуклой 
вниз, ее производная / ' (х) возрастает. Действительно, как видно 
из рис. 9 .1, при возрастании аргумента х величина угла ср, который ка­
сательная к графику функции /  (х) образует с положительным направле­

нием оси Ох, возрастает, принимая значения между и —. Тогда
2 2

tg ф = f' (л-) также возрастает.
На интервале, где функция /  (х) является выпуклой вверх, ее произ­

водная / '  (х) убывает. Действительно, как видно из рис. 9.2, при возрас­
тании аргумента х величина угла ср, который касательная к графику 
функции /  (х) образует с положительным направлением оси Ох, убывает,

принимая значения между ^  и Тогда tg ср = / '  (х) также убывает.

Можно доказать, что имеют место и обратные утверждения.
1. Если производная f  (х) функции f (х) возрастает на интервале (а;Ь), 

то функция f (х) является выпуклой вниз на этом интервале.
2. Если производная f  (х) функции f (х) убывает на интервале (а; Ъ), 

то функция f (х) является выпуклой вверх на этом интервале.
Эти свойства позволяют сформулировать достаточные условия вы­

пуклости функции (и графика функции).
1. Если на интервале (а; Ь) дважды дифференцируемая функция /  (х) 

имеет положительную вторую производную (то есть f' (х) >  0 при всех 
х є (а; Ь)), то ее график на интервале (а; Ь) направлен выпуклостью вниз.

2. Если на интервале (а; Ь) дважды дифференцируемая функция /  (х) име­
ет отрицательную вторую производную (т. е. f  (х) <  0 при всех х є (а; Ь)), 
то ее график на интервале (а; Ь) направлен выпуклостью вверх. 
Действительно, пусть, например, f" (х) >  0 при всех х є (а; Ъ). Если

рассматривать / '  (х) как функцию от х, то /"(х )  является производной 
этой функции (/"(х ) = (/'(х ))')- Тогда, имея положительную произво­
дную, функция /(х )  возрастает на интервале (а; Ъ). Следовательно, по 
свойству 1 функция /  (х) является выпуклой вниз на этом интервале, 
а значит, и ее график будет выпуклым вниз на интервале (а; Ъ). Анало­
гично обосновывается и второе достаточное условие.

Отметим, что эти условия являются только до­
статочными, но не являются необходимыми. Напри­
мер, функция у = Xі  выпуклая вниз на всей число­
вой прямой (рис. 9.3), хотя в точке х = 0 ее вторая 
производная у" = 12х2 равна нулю.

Обратим внимание, что в случае, когда функ­
ция /  (х) выпуклая вниз на интервале (а; Ъ) и точ­
ки и М 2 являются точками ее графика на этом 
интервале (рис. 9.4), то на интервале (хх; х2), где 
а < х1 < х2 <  Ъ, график функции у = /(х ) лежитРис. 9.3
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ниже отрезка М 1М 2. Этот отрезок по аналогии с отрезком, соединяющим 
две точки дуги окружности, часто называют хордой кривой. Следова­
тельно, в этом случае на интервале (хр, х2) график лежит ниже хорды.

Если функция /  (х) выпуклая вверх на интервале (а; Ъ) и точки М 1 
и М 2 являются точками ее графика на этом интервале (рис. 9.5), то на 
интервале (хр, х2), где а < х1 < х2 < Ъ, график функции у = /(х )  лежит 
выше отрезка М гМ 2, то есть график лежит выше хорды.

3. Точки перегиба
Точку М  графика непрерывной функции /  (х), в которой существует 
касательная и при переходе через которую кривая изменяет направ­
ление выпуклости, называют точкой перегиба графика функции. 
Учитывая определения выпуклости функции вверх и выпуклости 

функции вниз (с. 131), получаем, что касательная к графику функции 
по одну сторону от точки касания расположена выше графика, а по 
другую сторону — ниже графика, то есть в точке перегиба касательная 
пересекает кривую (рис. 9.6), а сам график функции переходит с одной 
стороны касательной на другую.

Отметим, что абсциссу х0 точки перегиба графика функции /  (х) на­
зывают точкой перегиба функции. Тогда х0 является одновременно кон­
цом интервала выпуклости вверх и концом интервала выпуклости вниз 
функции /  (х).

Точки перегиба дважды дифференцируемой функции можно нахо­
дить с помощью ее второй производной. Приведем достаточное условие 
существования точки перегиба.

Пусть функция /  (х) имеет на интервале (а; Ь) вторую производную. 
Тогда, если f  (х) меняет знак при переходе через х0, где х0 є (а; Ь), 
то х0 —  точка перегиба функции /  (х).

•  Действительно, если функция /  (х) имеет на интервале (а; Ъ) вторую 
производную, то она имеет на этом интервале и первую производную. 
Следовательно, функция /  (х) непрерывна на заданном интервале 
и существует касательная к графику функции в точке с абсциссой х0. 
Пусть / "  (х) 0 при ос х0 и f (х) ^  0 при х  Xq (нэ заданном интерва­
ле). Тогда, используя достаточные условия выпуклости функции, по-
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лучаем, что при х <  х0 график функции /  (х) направлен выпуклостью 
вверх, а при х > х0 — выпуклостью вниз. Таким образом, точка х0 
является точкой перегиба функции /  (х). Аналогично рассматривает­
ся и случай, когда / "  (х) >  0 при х <  х0 и / "  (х) <  0 при х >  х0. И в этом 
случае х0 является точкой перегиба функции /  (х). О 
Для нахождения промежутков выпуклости функции и точек ее пере­

гиба следует учесть следующее.
•  Пусть функция /  (х) задана на интервале (а; Ъ) и в  каждой точке этого 

интервала имеет вторую производную f" (х), которая является непре­
рывной функцией на заданном интервале. Если для точки х0 из этого 
интервала f" (х0) >  0, то, учитывая непрерывность функции / "  (х), 
получаем, что в некоторой 8-окрестности этой точки вторая произво­
дная также будет положительной, то есть для всех х є (х0 -  8; х0 +  8) 
значения f" (х) >  0. Но тогда в интервале (х0 -  8; х0 +  8) функция /  (х) 
направлена выпуклостью вниз и точка х0 не может быть точкой пере­

гиба функции /(х ) . Аналогично, если / "  (х0) <  0, то 
в некоторой окрестности точки х0 функция /(х )  на­
правлена выпуклостью вверх и точка х0 не может 
быть точкой перегиба функции /  (х). Следовательно, 
в рассмотренном случае точкой перегиба может 
быть только такая точка х0, в которой вторая произ­
водная равна нулю. Получаем необходимое условие 
существования точек перегиба (для дважды диф­
ференцируемой функции):
если функция f (х) задана на интервале (а; Ъ), 
в каждой точке этого интервала имеет вторую 
производную f" (х), которая является непрерывной 
функцией на заданном интервале, и имеет точку 
перегиба х0, то f" (х0) = 0. О

Например, функция у = Xs (рис. 9.7) имеет точ­
ку перегиба х = 0, в которой ее вторая произво­
дная равна нулю. Действительно, у' = Зх2, у" = 6х, 
у" (0) = 0. При х >  0 значение у" (х) >  0: график 
направлен выпуклостью вниз; при х <  0 значение 
У" (х) < 0: график направлен выпуклостью вверх. 
Следовательно, 0 — точка перегиба функции.

Отметим, что точка перегиба функции f (х) мо­
жет быть и в той точке х0, в которой f" (х0) не 
существует (но / '  (х0) существует).

Например, функция у = х\[х^ (рис. 9.8) опреде­
лена на всей числовой прямой, имеет перегиб в точ­
ке 0, в которой существует ее первая производная

Рис. 9.7
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У = = (</(0) = 0), но не существует вторая производная

(у" (0) не существует).

При х >  0 значения у" (х) >  0 и график направлен выпуклостью вниз, 
а при х < 0 значения у" (х) <  0 и график направлен выпуклостью вверх. 
Следовательно, 0 — точка перегиба функции.

Для нахождения промежутков выпуклости функции /  (х) необходимо 
решить неравенства / "  (х) >  0 и / "  (х) <  0 на области определения функ­
ции /  (х). Поскольку / "  (х) также можно рассматривать как функцию 
переменной х, то в случае, когда функция / "  (х) является непрерыв­
ной в каждой точке своей области определения, для решения этих не­
равенств можно использовать метод интервалов, точнее, его обобщение, 
основанное на следующем свойстве: точки, в которых вторая произво­
дная равна нулю или не существует, разбивают область определения 
функции f (х) на промежутки, в каждом из которых f" (х) сохраняет 
постоянный знак.

Учитывая это свойство и рассмотренные условия выпуклости функ­
ции и существования ее точек перегиба, можно выделить такую схему 
исследования функции f (х) на выпуклость и точки перегиба.

1. Найти область определения функции.
2. Найти вторую производную.
3. Найти внутренние точки области определения, в которых вто­

рая производная равна нулю или не существует*.
4. Отметить полученные точки на области определения функции, 

найти знак второй производной и характер поведения функции на 
каждом из интервалов, на которые разбивается область опреде- 
лвния.

5. Записать необходимый результат исследования (интервалы 
и характер выпуклости, точки перегиба).

Применение этой схемы показано в табл. 15 (с. 128-130).
Использование второй производной позволяет более детально иссле­

довать свойства функции для построения ее графика. В табл. 15 приве­
дена расширенная схема (по сравнению со схемой в табл. 6 на с. 67, 68) 
исследования функции для построения ее графика и пример ее исполь­
зования. В эту схему дополнительно включено нахождение интервалов 
выпуклости функции, точек перегиба и асимптот графика функции (см. 
также § 7).

* По аналогии с критическими точками (см. с. 53) те внутренние точки обла­
сти определения, в которых вторая производная равна нулю или не существует, 
часто называют критическими точками второго рода, или критическими точка­
ми по второй производной.
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■  Вопросы для контроля

1. Используя график функции, объясните, какая функция называется 
выпуклой вверх, а какая — выпуклой вниз.

2. Используя график функции, объясните, какая точка называется точ­
кой перегиба графика функции. Что называют точкой перегиба функ­
ции?

3. Объясните, как располагаются на соответствующем интервале графи­
ки выпуклых вверх и выпуклых вниз функций относительно хорды, 
соединяющей две точки этого графика.

4. Сформулируйте достаточные условия выпуклости вверх и выпукло­
сти вниз функции, имеющей вторую производную на заданном интер­
вале. Приведите примеры.

5. Сформулируйте необходимое и достаточное условие существования 
точек перегиба функции, которая имеет вторую производную на за­
данном интервале. Приведите примеры.

6. Охарактеризуйте схему исследования функции на выпуклость и точ­
ки перегиба.

7. Охарактеризуйте расширенную схему исследования функции для по­
строения ее графика.

■  Упражнения

1. Найдите вторую производную данной функции:
1) /  (х) = Xs -  Зх2 +  5; 2) /  (х) = tg 2х;
3) /  (х) = х cos х; 4) /  (х) = х2 sin х.

2. Найдите интервалы выпуклости вверх и выпуклости вниз и точки 
перегиба для функции:
1) /  (х) = х4 -  6х2 +  1; 2) /  (х) = cos 2х при -п < х < п;
о \ -£ / \ X , \ х + 23) / ( х )  = ------ 4) у = —— .

1 - х  л/х
Исследуйте функцию по расширенной схеме и постройте ее график:

1) f  (х) = — Цр; 2)
1 -х X  +1

3) f (х) = - ^ - —; 4) Пх) = ̂ —
X і  - 4 X  -1

5) / ( * )  = ^ г 4 ----- 6) f w = 4 - -

7) у  =  -

3.
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ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЙ 
И НЕРАВЕНСТВ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ НЕРАВЕНСТВ

10.1. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ 
К РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ

В учебнике для 10 класса было рассмотрено использование свойств 
функций для решения некоторых уравнений. Иногда для выяснения не­
обходимых свойств функций целесообразно использовать производную. 
Это прежде всего нахождение промежутков возрастания и убывания 
функции и оценка области значений функции (приемы такого исследо­
вания приведены в табл. 16).

§ 1 0

Т абл и ц а  16
1. Оценка значений левой и правой частей уравнения 

Ориентир

Если нужно решить уравнение вида 
/ (х) = g(x) и выяснилось, что /  (х) > а, 
g (х) < а, то равенство между левой 
и правой частями возможно только 
в случае, если /  (х) и g (х) одновремен­
но равны а.

Пример

fix ) = g (х)
fix) > а 
gix) < а

<=>
fix) = a, 
gix) = a

Решите уравнение л /х -1  + л/з - х  = х2 -4 х  + 6.
► Оценим значения левой и правой частей уравнения:

g (х) = х2 -  4х +  6 = (х -  2)2 +  2 > 2, f  (х) = л /х -1  + -\/3-х. Исследуем 
функцию /  (х) на наибольшее и наименьшее значения с помощью производ-

Г х - 1  > 0, і і
ной. D if): і то есть 1 < х < 3. / ( х ) - — --------------. Производная

[ 3 - х  >  0, 2 \ х - 1  2 \ 3 - х

не существует в точках 1 и 3 из области определения функции /  (х), но эти 
точки не являются внутренними для D if), а следовательно, и критиче­
скими.

Г  (ж ) =  о ,
1

2
= 0,

V 3 - X  = у/х-1, 3 -  х  = х  -  1, 

х = 2 — критическая точка ( / '  (2) = 0).
Непрерывная функция* /  (х) задана на отрезке [1; 3], поэтому она при­
нимает наибольшее и наименьшее значения или на концах этого отрезка,

В точке х  = 1 функция /  (х) непрерывна справа, а в точке х = 3 — слева (см. с. 104).
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Пр одол ж ен и е табл. 16

или в его критической точке. Поскольку /  (1) =  /  (3) =  42, а /  (2) =  2, то
m a x /(х) =  /  (2) =  2, то есть /  (х) <  2*. Кроме того, g (х) >  2. Следовательно,

[1:3]

заданное уравнение равносильно системе
[л/х — 1 +  л /3 -х  =2,
1 <=>х = 2.
[ (х -2 )2 +  2 =  2

Ответ: 2. <1

2. Использование возрастания и убывания функций
Схема решения уравнения

1. Подобрать один или несколько корней уравнения.
2. Доказать, что других корней это уравнение не имеет (используя 

теоремы о корнях уравнения, или оценку значений левой и правой ча­
стей уравнения, или следующее свойство функций: возрастающая или 
убывающая функция принимает каждое свое значение только в одной 
точке ее области определения).
Теоремы о корнях уравнения Пример

1 .  Если в 
функци 
(убывав 
межутк( 
может
ОД И Н  КС
жутке.

У1

у =  а

уравнении /  (х) =  а 
я f (х) возрастает 
т) на некотором про- 
з, то это уравнение 
гметь не больше чем 
рень на этом проме-

а / |

1. ►  Уравнение 2х +  cos х = и имеет ко-
** --рень х =  —

2 ' — + COS — =  71, ТО ЄСТЬ 71 =  711.
1 2 2 )

Других корней это уравнение не 
имеет, поскольку функция /  (х) =  

=  2х +  cos х возрастающая (ее произ­
водная / '  (х) =  2 -  sin х >  0 при всех 
значениях х из области определения:
D ( / )  =  R).

Ответ: —.
2

/1  1 /  І 1 
/  1 1 N. /  1 1 | |

! 1 1 і і

1 0 а  х0 р  х

* Мы могли бы точнее оценить область значений непрерывной функции /  (х): 
поскольку min /  (х) = /  (1) = /  (3) = 4% , то \І2 < /  (х) < 2, но для приведенного ре-

[1:3]

шения достаточно оценки /(х )  < 2.
“  Корни в примерах 1 и 2 получены подбором. Как правило, подбор начина­

ют с целых значений: х = 0, +1, +2 ..., которые подставляют в заданное уравне­
ние, а для тригонометрических уравнений проверяют также «табличные» значе-і 71 і 71 , 71 і 71ния: х = О, ± —, ± —, ± —, ± —, ... .

6 4 3 2
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О к он ч ан и е  табл. 16

2. Если в уравнении /  (я) = g (я) 
функция /  (х) возрастает
на некотором промежутке, 
а функция g (х) убывает на 
этом промежутке (или наобо­
рот), то это уравнение может 
иметь не больше одного кор­
ня на этом промежутке.

2 1 4
2. ► Уравнение З х  = —j=  имеет

X Vx +1
4

корень х = 1 (3 - 1  = — ---- , то есть 2 = 2).
•ч/1+ l

Других корней это уравнение не имеет, 
поскольку его ОДЗ: х >  0 и на этой ОДЗ

функция /  (х) = Зх2 -  — возрастающая
X

( f' (х) = 6х -I—-= >  0 при х >  0), а функ-
X2

4
ция g (х) = —j=----  убывающая при х >  0

VX +1
4

{§' (х) = < 0 при х >  0).
(л/х +l)

Ответ: 1. <1

■  Объяснение и обоснование
В табл. 16 показано применение производной для реализации спо­

собов решения уравнений, которые связаны с использованием свойств 
функций и были рассмотрены и обоснованы в учебнике для 10 класса. 
Напомним, что эти способы чаще используются в тех случаях, когда мы 
не можем решить заданное уравнение с помощью равносильных пре­
образований или уравнений-следствий (или если такое решение очень 
громоздкое). Отметим, что использование производной также позволяет 
при решении некоторых уравнений реализовать следующую схему рас- 
суждений.

Допустим, мы смогли подобрать два корня заданного уравнения вида 
/ (х )  = а. Чтобы доказать, что уравнение не имеет других корней, доста­
точно убедиться, что функция /( х )  имеет только два промежутка воз­
растания или убывания (на каждом из которых уравнение /  (х) = а мо­
жет иметь только один корень). Если функция /( х )  дифференцируема на 
каком-либо промежутке, то характер возрастания или убывания функ­
ции /  (х) на этом промежутке может измениться только в ее критиче­
ских точках. Например, если в точке х0 возрастание дифференцируемой 
(а следовательно, и непрерывной) функции изменилось на убывание, то 
это означает, что в точке х0 функция имеет максимум, но тогда х0 — 
критическая точка. Таким образом, для того чтобы, дифференцируемая 
на интервале функция имела на этом интервале не больше двух про­
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межутков возрастания или убывания, достаточно, чтобы на этом ин­
тервале она имела только одну критическую точку.
Пример Решим с помощью указанной выше схемы уравнение

х8 -  255х +  254 = 0.
Решение

► Данное уравнение имеет корни х = 1 (I8 -  255*1 +  254 = 0, 0 = 0) 
и X = 2 (28 -  2 55*2 +  2 54 = 0, 0 = 0). Докажем, что других корней это 
уравнение не имеет. Для этого достаточно доказать, что функция 
/  (х) = х8 -  255х +  254 имеет не больше двух промежутков возрастания 
или убывания. Действительно, D (/) =  R, / '  (х) = 8х7 -  255 существует на 
всей области определения функции /  (х). Если / '  (х) =  0, то 8х7 -  255 = 0,

X = единственная критическая точка функции /(х ). Если от­

метить эту критическую точку на области определения функции /(х )  (на 
множестве R), то область определения разобьется на два промежутка, в каж­
дом из которых функция будет или возрастать, или убывать (на промежутке 
( - о о ;  х0] функция /(х )  убывает, а на промежутке [х0; + о о )  — возрастает). 
Тогда в каждом из этих промежутков уравнение /(х )  =  0 может иметь не 
больше одного корня, то есть всего заданное уравнение может иметь не боль­
ше двух корней. Два корня этого уравнения мы уже подобрали. Следова­
тельно, данное уравнение имеет только эти два корня: х =  1 и х =  2. 
Ответ: 1, 2. <1

Аналогичные рассуждения для случая, когда для уравнения вида 
/  (х) = а удается подобрать три корня, приведены в задаче 2 на с. 142, 143.

При решении неравенств вида /  (х) 3; 0 методом интервалов описан­
ные выше приемы решения уравнений с использованием производной 
часто приходится применять для нахождения нулей функции /  (х) (см. 
задачу 5, с. 144).

Примеры решения задач

Задача 1 Розв’яжіть рівняння

4 х  +-t= = 2(l +  c o s 2 7 i x ) .  (1)
■Ух

Комментарий
Поскольку у нас нет формул, которые позволяли бы преобразовывать 

одновременно и иррациональные, и тригонометрические выражения, 
то попробуем решить заданное уравнение, используя свойства соответ­
ствующих функций. В частности, оценим область значений функций, 
стоящих в левой и правой частях уравнения. Для функции, стоящей 
в правой части уравнения, это легко сделать и без производной, а для 
исследования функции, стоящей в левой части уравнения, можно ис­
пользовать производную (см. решение).



§ 10. Применение производной к решению уравнений и неравенств и доказательству неравенств 141

Решение
► ОДЗ заданного уравнения: х >  0. Оценим значения левой и правой 
частей уравнения. Поскольку cos 2лх принимает все значения от ( -1 )  до 
1, то выражение 1 +  cos 2лх принимает все значения от 0 до 2, а функ­
ция g (х) = 2  (1 +  cos 2ях) — все значения от 0 до 4. Значит, 
0 < g (х) < 4.

Функцию /  (х) = л/х + 

D (/) = (0; +  с о ) .
4

4

/ ' ( * )

исследуем

2 х - 4

с помощью производной.

Знак/'(х) ҐС7
Поведение 0

/( * )

-=э-
X

существует на всей области определения Рис. 10.1
функции /  (х).

ос — 4
/ '  (х) = 0, -------== = 0, х = 4 — критическая точка. Отмечаем ее на об-

2х у х
ласти определения функции /  (х) и находим знаки производной в каж­
дом из полученных промежутков (рис. 10.1).

Непрерывная функция /  (х) имеет на интервале (0; +  с о )  только одну 
критическую точку, и это точка минимума (в ней производная меняет 
знак с « -»  на «+»). Следовательно, в этой точке функция принимает свое 
наименьшее значение: /  (4) = 4. Таким образом, /  (х) > 4.

Учитывая, что g (х) < 4, заданное уравнение /  (х) = g (х) равносильно 
Г/(х) = 4системе J v ’ ’ Но значение 4 функция /  (х) принимает только при х = 4,
[g (х) = 4.

что удовлетворяет и второму уравнению системы (g (4) = 2 (1 +  cos 8л) = 4).
Итак, полученная система (а значит, и заданное уравнение) имеет 

единственный корень: х = 4.
Ответ: 4. <1

Отметим, что уравнение (1) можно решить еще одним способом, опи­
санным в учебнике для 10 класса под названием «Ищи квадратный 
трехчлен», в котором предлагается по пробовать рассмотреть заданное 
уравнение как квадратное относительно какой-либо переменной (или 
относительно какой-либо функции).
. і—
► Заданное уравнение можно записать так: ^х + —= - 2 ( 1  + c o s 2tcx) = 0.

Vx
4
t

при t > 0 равносильно уравнению
t2 -  2 ( 1 +  cos 2ях) t +  4 = 0.

Замена л/х =£, где t > 0, дает уравнение t + — - 2  (1 + cos 2лх) = 0, которое

(2)
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Если уравнение (2) рассмотреть как квадратное относительно пере­
менной t, то для существования корней его дискриминант должен быть 
неотрицательным. Следовательно, D = 4 ( 1  +  cos 2пх)2 -  16 > 0. Тогда 
(1 +  cos 2пх)2 > 4, а учитывая, что 1 +  cos 2их > 0 всегда, получаем 
1 +  cos 2их > 2, тобто cos 2их > 1. Но в последнем неравенстве знак 
«больше» не может выполняться (значения косинуса не бывают боль­
ше 1), следовательно,

cos 2их = 1. (3)
Тогда уравнение (2) преобразуется в уравнение t2 -  4t +  4 = 0, откуда 

(t -  2)2 = 0, t = 2. Обратная замена дает: -\/х = 2, следовательно, х = 4, что 
удовлетворяет уравнению (3).

Ответ: 4. <1

Задача 2 Решите уравнение
Xі -  42 х2 -  х  +  42 = 0. ( 1 )

Комментарий
Данное уравнение можно решить, используя методы приближенного 

вычисления корней, но сначала попробуем решить его, используя свой­
ства соответствующих функций. В частности, попробуем подобрать кор­
ни заданного уравнения f (х) = 0 и доказать, что других корней оно не 
имеет. Последовательно подставляя х = 0, х = ± 1 , х = ± 2 , х = ± 3 , выяс­
няем, что / ( - 1 )  = 0, /  (1) = 0, / ( 2 )  = 0, то есть уравнение /( х )  = 0 имеет 
три корня. Чтобы доказать, что других корней нет, достаточно доказать, 
что у функции /  (х) не больше трех промежутков возрастания или убы­
вания; если же учитывать непрерывность /(х )  на всей числовой прямой, 
то достаточно доказать, что у нее не больше двух критических точек, 
то есть уравнение / '  (х) = 0 имеет не больше двух корней. Рассматривая 
теперь уравнение / '  (х) = 0, мы после его преобразования можем про­
вести аналогичные рассуждения для двух корней (как это было сделано 
в примере на с. 139).

Решение
► Обозначим /  (х) = х7 -  42 х2 -  х +  42. Поскольку /  (-1) = 1 -  42 -  1 +  42 = 0, 
/  (1) = -1  - 4 2  + 1  +  42 = 0, /  (2) = 128 -  168 -  2 +  42 = 0, то уравнение 
/ (х) = 0 имеет три корня: 0, 1, 2. Докажем, что других корней уравне­
ние (1) не имеет. Для этого достаточно доказать, что у функции /  (х) есть 
не больше трех промежутков возрастания или убывания, если же учиты­
вать непрерывность функции /(х )  на всей числовой прямой, достаточно 
доказать, что функция имеет не больше двух критических точек.

Область определения: D (/) = R.
Производная / '  (х) = 7х6 -  84 х -  1 существует при всех значениях х. 

Следовательно, критическими точками могут быть только те значения х, 
при которых / '  (х) = 0. Получаем уравнение

7х6 -  84 х -  1 = 0. ( 2)
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Чтобы доказать, что уравнение (2) имеет не больше двух корней, до­
статочно доказать, что функция ср (х) = 7х6 — 84 х — 1, стоящая в левой 
части уравнения, имеет не больше двух промежутков возрастания или 
убывания. Учитывая непрерывность этой функции на всей числовой пря­
мой, достаточно доказать, что она имеет только одну критическую точку. 
Действительно, ср' (х) = 42х5 -  84 существует при всех значениях х. Следо­
вательно, критическими точками могут быть только те значения х, при ко­
торых ф' (х) = 0. Получаем уравнение 42х5 -  84 = 0. Откуда х5 = 2, х = \[2.
Значит, последнее уравнение имеет единственный корень. Тогда функ­
ция ф (х) имеет единственную критическую точку, и поэтому уравне­
ние (2) имеет не больше двух корней. Это означает, что функция /  (х) 
имеет не больше двух критических точек. Тогда уравнение (1) имеет не 
больше трех корней. Но три корня заданного уравнения мы уже знаем: 
—1, 1, 2. Следовательно, других корней заданное уравнение не имеет. 
Ответ: - 1 ,  1, 2. <1

Задача 3 Решите систему уравнений
ГЗх -  3у = sinx -  sin у, 
[2хя- у я=1.

Решение
► Заданная система равносильна

ГЗх -  sinx = Зц -  sin у, 
системе  ̂ (1)

{2хя- у я=1.
Рассмотрим функцию

/  (t) = 31 ~ sin t.
Поскольку f '(t)  = 3 -  cos t >  0 всег­
да, то на своей области определения 
(t є R) функция /  (t) является возрас­
тающей. Тогда первое уравнение си­
стемы (1), которое имеет вид f (х) = 
= f (у), равносильно уравнению х = у. 
Следовательно, система (1) равно- 

\х = у,
сильна системе і Под­

ія х 3 - г / 3 = 1 .
ставляя х = у во второе уравнение си­
стемы, имеем

2 у я ~ у я = 1 , у я = 1 , у = 1 .  
Тогда

х = у = 1.

Ответ: (1; 1 ).<

Комментарий
Решить заданную систему с по­

мощью равносильных преобразова­
ний не удается. Поэтому попробуем 
использовать свойства функций.

Если в первом уравнении систе­
мы члены с переменной х перенести 
в одну сторону, а с у — в другую, 
то получим в левой и правой частях 
уравнения значения одной и той же 
функции. С помощью производной 
легко проверить, что эта функция 
является возрастающей. Но равен­
ство f (х) = /  (у) для возрастающей 
функции возможно тогда и толь­
ко тогда, когда х = у, поскольку 
каждое свое значение возрастаю­
щая (или убывающая) функция мо­
жет принимать только при одном 
значении аргумента. Коротко этот 
результат можно сформулировать 
так: если функция /(х )  является 
возрастающей (или убывающей) 
на определенном множестве, то на 
этом множестве /  (ос) = /(Р) <=> СС = р.
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Решите неравенство х11 -  х6 +  2х <  -4 .Задача 4

Решение
► Заданное неравенство равносильно 
неравенству х11 -  Xе + 2х + 4 <  0. 
Функция /  (х) = х11 -  х6 +  2х +  4 не­
прерывна в каждой точке своей об­
ласти определения, поэтому для 
решения неравенства можно исполь­
зовать метод интервалов.
1. ОДЗ: х е й .
2. Нули функции: /  (х) = 0. Найдем 

производную функции /  (х):
/ '  (х) = И х 10 -  6х5 +  2. Если обо­
значить Xs = t, то / '  = l i t2 -  Ы +  2. 
Но квадратный трехчлен 
l i t2 - 6 1 + 2 имеет отрицательный 
дискриминант, тогда для всех t 
l i t2 - 6 t  + 2 >  0. Следовательно, 
для всех х значение / '  (х) >  0. 
Тогда функция /  (х) возрастает на 
всей числовой прямой и уравне­
ние /  (х) = 0 может иметь только 
один корень. Поскольку /  ( -1 )  = 0, 
то х = -1  — единственный нуль 
функции /  (х).

3. Отмечаем нули на ОДЗ и нахо­
дим знак в каждом из промежут­
ков, на которые разбивается ОДЗ 
(рис. 10.2).

- 1  х
Рис. 10.2

Ответ: ( - о о ;  - 1 ) .  <

Комментарий
Заданное неравенство не удается 

решить с помощью равносильных 
преобразований, поэтому исполь­
зуем метод интервалов. Для этого 
неравенство необходимо привести 
к виду /  (х) §  0, где /  (х) — непре­
рывная в каждой точке своей обла­
сти определения функция, посколь­
ку она является многочленом.

Напомним схему решения нера­
венств методом интервалов.
1. Найти ОДЗ неравенства.
2. Найти нули функции: f (х) = 0.
3. Отметить нули на ОДЗ и най­

ти знак функции f (х) в каждом 
из промежутков, на которые 
разбивается ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая 
знак данного неравенства.
Для нахождения нулей функции 

надо решить уравнение /  (х) = 0, ко­
торое не удается решить с помощью 
равносильных преобразований. По­
этому для его решения целесообраз­
но использовать свойства функции 
/(х ) ,  в частности ее монотонность, 
которую можно обосновать с помо­
щью производной.

Решите неравенство V x -З  + V5 - х  > 3 -
71

Комментарий
Попробуем решить заданное неравенство методом интервалов (см. 

схему решения в задаче 4). Для этого его необходимо привести к виду 
/  (х) > 0 (где функция /  (х) непрерывна в каждой точке своей области 
определения).

Задача 5
arccos|

1 4 /
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При нахождении нулей функции для решения уравнения /  (х) = 0 це­
лесообразно использовать свойства соответствующих функций, в частно­
сти оценку значений левой и правой частей уравнения вида g(x) = ср (х).

/ *\ 
arccos I -  I

Значение функции ф (х) = 3 ------------  ̂ 4 легко оценить и без примененияп
производной, а для исследования функции g (х) = л/х -  3 + л/б -  х исполь­
зуем производную. Отметим, что в данном случае внутри ОДЗ мы не 
найдем ни одного нуля функции /(х )  (см. решение: нулем является толь­
ко крайняя точка ОДЗ). Но метод интервалов применим и в этом слу­
чае — мы получаем единственный интервал, в котором функция сохра­
няет свой знак.

Решение
► Заданное неравенство равносильно неравенству

л/х-З + л/б-х -3 -

Функция f  (х) = -v/x-3 + yj5 - х  - 3  +

arccos |г т )
К

arccos |- ! )
71

>0. ( 1 )

непрерывна в каждой

точке* своей области определения, поэтому для решения неравенства (1) 
можно использовать метод интервалов.

х -  3 > 0, (х>3,
5 -  х > 0, - х < 5, 3 < х < 4.

- 1 < - * < 1 ,  1“ 4 < х < 4 >
4

1. ОДЗ:

2. Нули: /(х )  = 0. л /х -3  + л /б -х  - 3 -  

Это уравнение равносильно уравнению

л /х -3  + л /б -х  = 3 -

arccos |И)( 4/ =  0 .

arccos1
( 4/ =  0 . (2)

Оценим значения функций g (х) и ср (х), стоящих соответственно в ле­
вой и правой частях уравнения (2).

/  х\
( \ arccos I--- I

< 7 1 ,  Т О  0  < -------------^ < 1 .

4 / я

Тогда 2 < 3 -
arccos1

( 4/^ < 3 .

Конечно, если учесть, что в точке 3 функция / (х) непрерывна справа, 
а в точке 4 — слева (см. ее ОДЗ).
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Исследуем функцию g (х) = л/х -  3 + л/5 - х  на ОДЗ неравенства (1), 
то есть при х є [3; 4].

Функция g (х) непрерывна на отрезке [3; 4], поэтому она принимает 
наибольшее и наименьшее значения или на концах, или в критических 
точках этого отрезка.

g'(x) = — } ------ }  не существует в точке 3 отрезка [3; 4], но эта
2 \  х  - 3  2 \ 5 - ж

точка не является внутренней точкой этого отрезка, следовательно, она 
не является критической. Выясним, когда gr (х) = 0.

— г— ------г—  = 0, — 1—  = — І— , л /б -х  = л /х -3, 5 -  х = х -  3, х = 4.
2 \ х - 3  2 \ 5 - х  2 \ х - 3  2 \ 5 - х

Сравнивая значения g (3) = V2 и g (4) = 2, получаем: шіп^ (х) = g (3) = V2,
[3:4]

maxg' (х) = g (4) = 2. Следовательно, V2 < g (х) < 2. Тогда уравнение (2)

ф (*) = 2,
[3: 4]

Гф (х) = 2,
равносильно системе і Поскольку 2 — наибольшее значение

U (x )  = 2.
функции g (х), которое достигается только при х = 4, то уравнение 
g(x)= 2 имеет единственный корень х = 4, удовлетворяющий и уравне­

нию Ф (х) = 2 ( действительно, Ф (4) = 3 -  arccos (-1) = 3 - -  = 2 ]. Таким обра-

зом, функция /  (х) имеет только один нуль: х = 4. Отмечаем нуль на ОДЗ
и находим знак функции в полученном промежутке (рис. 10.3).

Как видим, функция /  (х) не принимает
------— положительных значений и в неравенстве (1)

— — > знак «больше» не может выполняться. Сле-
3 4 х„  „ довательно, может выполняться только знак

Рис. 10.3 л / \ п л«равно», но т (х) = 0 только при х = 4.
Ответ: 4. <1

З а м е ч а н и е . Используя введенные обозначения, заданное неравен­
ство можно записать так: g(x) > ф (х). После выполнения оценки значе­
ний функций g (х) и ф (х) имеем: V2 < g (х) < 2 , 2  < ф (х) < 3; и без метода 
интервалов можно сделать вывод, что неравенство g (х) >  ф (х) не может 
выполняться. Следовательно, заданное неравенство равносильно уравне-

. , , , Гф(х) = 2,нию g(x) = Ф ( х), которое равносильно системе ( имеющей един-
[g{x) = 2,

ственное решение х = 4. Но такие рассуждения можно провести только 
для этого неравенства, в то время как метод интервалов можно исполь­
зовать для решения любого неравенства вида /  (х) §  0 (где функция /  (х) 
непрерывна в каждой точке своей области определения). Поэтому основ­
ным способом решения таких неравенств мы выбрали метод интервалов.
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■  Вопросы для контроля

1. Объясните, в каких случаях удается решить уравнение с помощью 
оценки значений его левой и правой частей. Приведите пример.

2. Объясните, как можно использовать возрастание и убывание функ­
ций для решения уравнений. Приведите примеры.

Н  Упражнения
Решите уравнение (1—7).

1. 1) л /х -2 + л /4 -х = х 2 -6 х  + 11;

о -і ч 1 о . ЖХ2. 1) х + —= 2sin— ;
X  2

3) л[2х + —̂ =  = l  + 3 s in — .
V 2х 4

3. 1) Xs -  Xs +  2х -  28 = 0;
3) 2х3 -  Зх2 + л/х - 1 = 5 .

4. 1) sin 5х -  2 cos х -  8х = Xs -  2;

2) -\/х -1+-\/9-х = х 2 - 1 0 х  + 29.

2) л/х + 1 +- 1 о х____= 2  cos—;
л/х + 1 3

2) 5х +  3 cos х = 3;

2) 4 cos Зх + 5 sin —+ 15х = 4 - х 3. 
2

2) х6 -  364х +  363 = 0;

2) х 7 +  21 х2 -  64 х -  84 = 0;

5. 1) х6 -  63х +  62 = 0;
3) х6 +  63х +  62 = 0.

6. 1) х7 -  21 х2 -  64х +  84 = 0;
3) х9 -  170 х2 -  х +  170 = 0.

7. Решите систему уравнений:
4х -  sinx = 4 у -  sin у,
Зх2 - у  = 2;

Решите неравенство (8, 9).
8. 1) х7 -  х4 +  3 х >  -5 ; 2) 2х9 -  х5 +  х >  2; 3) л/х-1 + х 2 - 2 х  > 1 7 .

/ *\
S I --------

\ 11/

1) 2)
2х -  2у = sinx -  sin у, 
х + 2у = 9.

9. 1) л/х + 1 + л/7 - х  > —-
2

. Iarcsm |
і з / 2) л /х -2  +ЛІ20-Х >7 —

10.2. ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ К ДОКАЗАТЕЛЬСТВУ 
НЕРАВЕНСТВ

Производную иногда удается использовать при доказательстве нера­
венств с одной переменной. Приведем ориентировочную схему доказа­
тельства неравенств вида ср (х) >  g (x ) (или ср (х) <  я(х)) с помощью 
производной.
1. Рассмотреть вспомогательную функцию f (х) = ср (х) -  g (x ) (на ее 

области определения или на заданном промежутке).
2. Исследовать с помощью производной поведение функции f (х) (воз­

растание или убывание, ее наибольшее или наименьшее значение) на 
рассматриваемом промежутке.
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3. Обосновать (опираясь на поведение функции /  (х)), что f (х) >  0 (или 
f(x) < 0) на рассматриваемом промежутке, и сделать вывод, что 
ф (х) >  g (х) (или ф (х) <  g (х)) на этом промежутке.
Обратим внимание, что при доказательстве некоторых неравенств эту 

схему приходится использовать несколько раз (см. решение задачи 2).

Н  Примеры решения задач
Задача 1 Докажите неравенство х2 + 3 > 4 •Jx при х > 1.

Решение
► Для доказательства данного неравенства достаточно доказать нера­

венство х 2 + 3 -4 -\ /х > 0 при х > 1. Рассмотрим функцию 
f  (х) = х2 + 3 - 4  •Jx при х > 1 (ее область определения х > 0 содержит

4 2х -Jx -  2
заданный промежуток). Производная / '  (х) = 2х -

2 -Jx -Jx
! (-v/x2" - 1)

•Jx > 0  при х >  1. Следовательно, функция /  (х) возрастает

на интервале (1; +  о о ) ,  а учитывая непрерывность функции /  (х) в точ­
ке 1 (она непрерывна и на всей области определения), получаем, что 
функция /  (х) возрастает и на промежутке [1; +  сю ). Но /  (1) = 0. Тогда
при х > 1 значения /  (х) > /  (1) = 0. Таким образом, х 2 + 3 -4 -\ /х  ^ 0 ,  

то есть х 2 + 3 ^ 4 \ /х  при х > 1, что и требовалось доказать. (Отметим, 
что при х >  1 значения /  (х) >  /  (1) = 0, а при х = 1 заданное неравен­
ство превращается в равенство.) <1

Задача 2 2хДокажите неравенство s in x > x ----- — при х е  0; -  .

Решение
2х► Данное неравенство равносильно неравенству sinx-xH -------> 0 . Рас-

2хсмотрим функцию /  (х) = sinx -  хН------. Эта функция непрерывна на всей
я

ЧИ СЛ ОВОЙ  прямой И имеет производную / '  (х) = C O S X - 1  + — . Теперь рас-
71

смотрим функцию g (х) = cosx — 1 + —— и докажем, что g (х) >  0 на про­
те

межутке |о; Функция g (х) непрерывна на всей числовой прямой

и имеет производную g' (х) = -s in x  + —. Учитывая, что — > l> s in x , по­
те те

лучаем g' (х) = -s in x  + — > 0. Следовательно, функция g (х) возрастает на



§ 10. Применение производной к решению уравнений и неравенств и доказательству неравенств 149

всей числовой прямой, и в частности на промежутке 0; — I. Тогда соглас­

но определению возрастающей функции при х > 0 получаем, что 

g (х) > g (0). Но g (0) = cos 0 - 1  + - — -  = 0, то есть при х є |о; ^ j / '  (х) = g(x) >

>  0. Это означает, что функция /  (х) возрастает на интервале |о; —j , а так

как она непрерывна, то и на промежутке 0; —J. Тогда из неравенства

2 • О2х >  0 вытекает неравенство /  (х) > /  (0). Но /  (0) = sin 0 -  0 + -------= 0, сле-
71

довательно, Т(х) > 0 при всех Ц < > ;| ) . Таким образом, „а  этом инлорва-

2х 2
ле выполняется неравенство s i n x -x  + -----> 0, а значит, и неравенство71

2 х 2s in x > x ------- . <1к

Задача 3 Докажите, что при всех 0 < х < — выполняется неравенство

2s in x > —X.
я

Решение Комментарий
► Если /  (х) = sin х, то / '  (х) = cos х,

f  (х) = -sin х. При 0 < х < — / "  (х) <  0,
2

следовательно, на интервале |о; — j

функция /  (х) = sin х выпукла вверх. 
Тогда на этом интервале ее график 
лежит выше хорды ОА (рис. 10.4).

Рис. 10.4

Прямая ОА имеет уравнение y=kx  

и проходит через точку A  lj.

На тех интервалах, где функция 
/( х )  = sin х выпукла вверх, график 
функции /  (х) лежит выше соответ­
ствующей хорды (рис. 10.5, а), а на 
тех интервалах, где эта функция 
выпукла вниз, график лежит ниже 
хорды (рис. 10.5, б).

а б
Рис. 10.5

Используем это при доказатель­
стве данного неравенства: с помо­
щью второй производной исследуем
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Следовательно, 1 = /г ~ ,  то есть

2к - —. Отсюда уравнение прямой О А:
к
2

у = —х. Таким образом, при всех
я

0 < х <  —
2
2s in x > —X.

выполняется неравенство

<я

функцию /  (х) = sin хна выпуклость, 
рассмотрим уравнение соответству­
ющей хорды АВ и сравним уравне­
ние хорды с уравнением прямой

у = —х (где —х — функция, стоя-
я я

щая в правой части неравенства).

■  Вопросы для контроля
1. Объясните, как можно применить производную к доказательству не­

равенства с одной переменной. Приведите примеры.

■  Упражнения
Докажите неравенство (1—4).

1. 1) х5 -  2х3 +  2х >  20 при х >  2; 2) а3 +  4 >  а2 +  За при а > 0;

3) 2x  + -!j > 5 при 0 < х < - .
X  2

2. 1) 4х  + 2 L > 6  при х >  0;
>]х

3) 4 4х  + 2 - >  5 при х >  0.
х

3. 1) tg х >  х при х є |о;

4. 1) а3 +  4 >  а2 +  За при а > 0;

2) 2-\/х + —> 3
х

при х >  0;

2) cosx > 1 — при хє|о;^|.

2) а3 +  За2 +10 >  13а при а > 0.

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОИЗВОДНОЙ 
К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ С ПАРАМЕТРАМИ

При решении задач с параметрами производная может использовать­
ся для исследования функции на монотонность и экстремумы, для ис­
следования функции и построения ее графика, для записи уравнений 
касательных к графикам функций, для нахождения наибольшего и наи­
меньшего значений функции.

Следует также помнить те ориентиры, которые использовались при 
решении заданий с параметрами в 10 классе. В частности, если в зада­
нии с параметрами говорится о количестве решений уравнения (нера­
венства или системы), то для анализа заданной ситуации удобно ис­
пользовать графическую иллюстрацию решения (см. пример 2 на с. 76, 
пример 3 на с. 153 и пример в п. 1 табл. 45).

§ 1 1
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Задача 1 Найдите все значения параметра а, при которых функция 
у = (а +  2) Xs -  3ах2 + 9ах -  2 убывает для всех х є  R.

Решение Комментарий
► Область определения функции: 

D(y) = R.
Функция дифференцируема на всей 
числовой прямой: у' = 3 (а + 2)х2 -  
-  бах + 9а. Заданная функция бу­
дет убывать при всех х є R, если 
у' < 0 на всей числовой прямой, при­
чем уравнение у' = 0 имеет только 
конечное (или счетное) множество 
корней.
Если а = - 2 ,  то у' = \2х -  18 и не­
равенство г/ < 0 не выполняется на 
всей числовой прямой (12х — 18 < О 
только при х < 1,5).
Если а + - 2, то производная являет­
ся квадратичной функцией относи­
тельно переменной х, она принима­
ет значения у’ < 0 на всей числовой 
прямой тогда и только тогда (см. таб­
лицу в комментарии), когда выпол- 

} «  + 2<0,
Н Я Ю Т С Я  условия I <  Q

(при этом уравнение у' = 0 может 
иметь не более одного корня).
Из неравенства а + 2 < 0 получаем 

а < -2.
Из неравенства D < 0 имеем:

36а2 -  4 • 3 (а +  2) • 9а < О,
36а (а -  За -  6) < О,
36а (-2 а  -  6) < О,
-7 2 а  (а +  3) < 0. (2)

Учитывая полученное условие а < —2, 
получаем, что (-72а) >  0, тогда из не­
равенства (2) имеем а + 3 < 0, то есть 
а < -3 . Следовательно, система (1) 

| а < -2 ,
равносильна системе > Отсю-

|а < - 3 .
да получаем а < -3 .
Ответ: (-оо; -3 ] . <1

Используем уточненный вариант 
условия убывания функции (с. 59).

Если f  (ї ) <  0 6 каждой точке 
интервала (а; Ъ), причем уравнение 
f' (х) = 0 имеет только конечное 
(или счетное) множество корней, 
то функция f (х) убывает на этом 
интервале.

Отметим, что это условие являет­
ся не только достаточным, но и не­
обходимым для дифференцируемой 
на интервале функции (если на каком- 
либо интервале функция f (х) диффе­
ренцируема и убывает, то на этом 
интервале f'(x) < 0 — см. с. 50). 
Следовательно, условию задачи могут 
удовлетворять те и только те значе­
ния параметра, которые мы найдем 
по этому условию.

Анализируя производную данной 
функции, учитываем, что она явля­
ется квадратичной функцией толь­
ко в случае, когда а + 2 Ф 0 (то есть 
а + -2 ) . Поэтому случай а + 2 = 0 
(то есть а = -2 )  следует рассмотреть 
отдельно.

Для квадратичной функции вспо­
минаем все возможные варианты 
расположения параболы относитель­
но оси абсцисс (см. таблицу ниже) 
и выясняем, когда неравенство 
у' < 0 выполняется для всех х є R.

D >  0 D = 0 D <  0

cl + 2 > 0 V і* LLX
w

а + 2 < 0 -fV "A"4
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Обратим внимание, что неравенство D < 0 (при а Ф -2 ) , которое све­
лось к неравенству (2), можно было решать отдельно или методом интер­
валов, или с помощью графика квадратичной функции (исключая точку 
с абсциссой а = -2 ) , а уже затем находить общее решение системы (1).

Задача 2 Найдите наименьшее значение 1г, при котором график 
функции у = (k -  1) х2 + 2kx + 3k -  2 касается оси абс­
цисс.

Решение Комментарий
► По условию ось абсцисс (имею­
щая уравнение у = 0 и угловой 
коэффициент 0) должна быть ка­
сательной к графику функции 
у = f (х) = (k -  1) х2 + 2kx + 3h -  2. 
Если х0 — абсцисса точки касания, 
то, учитывая геометрический смысл 
производной, получаем / '  (х0) = 0. 
Чтобы касательной была именно ось 
абсцисс (а не параллельная ей пря­
мая, имеющая такой же угловой ко­
эффициент), достаточно проверить, 
что /  (х0) = 0.
Поскольку / '  (х) = 2 (k -  1) X + 2h, 
то / '  (х) = 0, если

2 (k -  1) х +  2k = 0. (1)
При k = 1 уравнение (1) не имеет реше­
ния (получаем уравнение Ох +  2 = 0). 
При k Ф 1 получаем (k — 1) х =  ~k,

_  к _  
к - 1 ~

Тогда

f (xo) = ( k - l ) ^ - f t  + 3 k - 2  =

_ 2кг -5к  + 2 
к - 1

Выясним, при каких значениях k 
f (х0) = 0. Учитывая, что k Ф 1, по­
лучаем

2k2 -  bh +  2 = 0, 
hх = 2, h2 = 0 ,5.

Для того чтобы график функции 
касался оси абсцисс, необходимо, 
чтобы ось абсцисс была касатель­
ной к этому графику. Зная урав­
нение оси абсцисс: у = 0 (то есть 
у = Ох +  0), заданную ситуацию 
можно исследовать двумя способами.

1. Если касательная к графику 
функции у = f (х) в точке с абсцис­
сой х0 имеет уравнение у = 0, то 
угловой коэффициент касательной 
равен 0. Тогда по геометрическому 
смыслу производной / '  (х0) = 0. Но 
угловой коэффициент 0 имеет не 
только ось абсцисс, но и все прямые, 
параллельные оси Ох (рис. 11.1, а, б). 
Чтобы касательной была именно ось 
абсцисс, необходимо, чтобы точка 
касания М  находилась на оси Ох 
(рис. 11.1, а), то есть чтобы ордина­
та этой точки равнялась 0, следова­
тельно, /  (х0) = 0.

Рис. 11.1
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Следовательно, при этих значениях 
k график функции /  (х) касается оси 
абсцисс. Наименьшее из значений 
А: = 0,5.
Ответ: 0 ,5. <1

2. Можно записать также уравне­
ние касательной к графику функции 
у = f (х) в точке с абсциссой х0:

У = f (х0) + f  (ль) (*  -  *о) 
и сравнить полученное уравнение 
с уравнением оси абсцисс: у = Ох +  0 
(снова получим те же условия 
/ '  (х„) = 0 и /  (х„) = 0).
При исследовании уравнения / '  (х0) = 
= 0 случай k = 1 необходимо рассмо­
треть отдельно.

Задача 3 Найдите все значения а, при которых уравнение

cos 2х Н— —  = -7  имеет хотя бы один корень.
sinx

Решение
► ОДЗ: sin х Ф 0. На этой ОДЗ за­
данное уравнение равносильно урав­
нениям

1 - 2  sin2 х + = -7 ,
sin X

а = 2 sin3 х -  8 sin х. 
Замена sin х = t (где t є [-1 ; 1] и t Ф 0 
на ОДЗ) дает равносильное уравнение 

2ts -  8t = а. (1)
Для заданного уравнения требова­
ние задачи будет выполняться тогда 
и только тогда, когда уравнение (1) 
будет иметь хотя бы один ненулевой 
корень в промежутке [ -1 ; 1].
Для этого достаточно обеспечить, 
чтобы число а входило в область 
значений функции /  (t) = 2ts -  81 
при t є [ -1 ; 1] и t Ф 0. Найдем эту 
область значений. Производная 
/ '  (t) = Ы2 -  8 существует на всей 
числовой прямой, и f'(t) = 0 при 

2
Ы2 - 8  = 0, t = ±—/= (то есть крити- 

V3
ческие точки не входят в отрезок

2 Л
[—1; 1], поскольку -у= > 1J.

Комментарий 
Сначала начнем решать задан­

ное уравнение по схеме решения 
тригонометрических уравнений: по­
пробуем привести все тригономе­
трические функции к одному аргу­
менту; если это удалось, попробуем 
привести все тригонометрические 
выражения к одной функции. Ука­
занные два этапа можно выполнить 
одновременно, используя формулу 

cos 2х = 1 -  2 sin2 х.
После замены sin х = t для иссле­

дования существования корней у по­
лученного кубического уравнения 
удобно использовать графическую 
иллюстрацию решений (приведя 
уравнение к виду /  (t) = а). Также 
можно найти наибольшее и наи­
меньшее значения непрерывной 
функции /  (t), заданной на отрез­
ке, или воспользоваться свойствами 
функции /  (t) на отрезке [ -1 ; 1], ис­
следованными с помощью производ­
ной (см. решение).

Напомним, что после замены 
переменной требование задачи в за­
дачах с параметрами чаще всего
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Следовательно, на всем задан­
ном отрезке / '  (t) сохраняет свой 
знак. Поскольку / '  (0) = - 8  <  0, то 
f'(t) < 0 при t є [— 1; 1], то есть функ­
ция /  (t) убывает на отрезке [ -1 ; 1]. 
Тогда ее наибольшее значение на 
этом отрезке равно /  ( -1 )  = 6, а наи­
меньшее — / ( 1 ) =  _ 6.

Учитывая, что /(0 )  = 0, получаем, 
что при t є [ -1 ; 1] и і ^ 0 непрерыв­
ная функция /  (t) принимает все зна­
чения из промежутков [ -6 ; 0) и (0; 6]. 
Именно при этих значениях а и бу­
дет выполняться требование задачи.

Ответ: [ -6 ; 0) U (0; 6]. <1

изменяется, поэтому необходи­
мо выяснить новое требование для 
уравнения (1).

Отметим, что достаточно на­
глядной является графическая ил­
люстрация решения (рис. 11.2), но 
исследование функции /  (t) для по­
строения графика более громоздко, 
чем в приведенном решении.

■ Упражнения

1. Найдите все значения параметра а, при которых функция
г  _  j

у = — —̂ хя- ( а -  1)х2 + 2х +1 возрастает при всех х є R.

2. При каком значении а прямая 1 6 х  +  г / - 1 3  = 0 является касатель-
а + X 2ной к графику функции у = - ——  ? 3 4

3. Найдите наибольшее значение k, при котором график функции 
у = х2 + 2 (k +1) х + 2k2 + k — 1 касается оси абсцисс.

4. Зная, что уравнение Xs + 2 = ах при х > 0 имеет только один корень, 
найдите этот корень и соответствующее значение а.
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5.

6.

7.

8.

График функции у = —Xs + ах2 + Ьх + с пересекает ось Ох в точ­
ке с абсциссой х = —2 и касается оси Ох в точке с абсциссой х = 7. 
Найдите точки локального минимума этой функции.
Найдите значения а и Ъ, при которых прямая у = 7х — 2 касается 
графика функции у = ах2 + Ъх +  1 в точке А  (1; 5).
Найдите значение а, при котором касательная к параболе 
у = 2х2 +  Зх + 5 в точке х0 = —2 является касательной к параболе 
у = - х 2 +  4 х + а.

Найдите все значения параметра а, при которых функция

/( * )  = ----- 3~*2 2а -  2 -  Зх -  X
не является убывающей ни на одном отрезке, принадлежащем ее об­
ласти определения.

9. При каких значениях параметра а уравнение х3 + —  = а имеет хотя 
бы один корень?

10. Найдите все значения а, при которых уравнение 4 sin3 х = а + 7 cos 2х 
не имеет корней.

11. Найдите все значения а, при которых уравнение 3cos2x+  2а = - 1 7
sinx

имеет хотя бы один корень.
12. Найдите все значения а, при которых уравнение 7 - 2  cos х = а (1 +  tg2 х) 

имеет хотя бы один корень.
13. Стороны треугольника лежат на осях координат и касательной к гра­

фику функции у = х2 + Ах + 4 в точке, абсцисса а которой удовлет­
воряет условию —1 < а < 0. Найдите значение а, при котором пло­
щадь треугольника будет наибольшей.

§ 1 2 ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ

Пусть функция /  (х) в точке х0 имеет про­
изводную f  (х0).
Дифференциалом функции f (х) в точке х0 
называют произведение производной f  (х0) 
на приращение аргумента Ах в точке х0.

Дифференциал функции обозначают сим­
волом df (х0)> поэтому

(If (*0 ) = /' (*о ) Ах- (1 )
Рассмотрим геометрический смысл диф­

ференциала. На рис. 12.1 МВ — касательная 
в точке М  к графику функции у = f (х), дли­
на отрезка МА = Ах. Учитывая, что согласно Рис. 12.1
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геометрическому смыслу производной tg ф = / '  (х0), из прямоугольного 
треугольника АМВ получаем АВ = AM  tg ф, то есть АВ = f  (х0) Ах. По­
этому длина отрезка АВ равна величине дифференциала функции /  (х) 
в точке х0: АВ = df (х0).

Исходя из того, что АВ = ВК -  АК, можно сформулировать геомет­
рический смысл дифференциала: df (х0) = ВК -  АК.

С геометрической точки зрения, df (х0) является приращением ор­
динаты касательной, проведенной к графику функции у = f  (х) в точ­
ке х0, которому соответствует приращение аргумента Дх.

При нахождении дифференциала функции /  (х) в любой точке х є D  (/) 
на основании формулы (1) получим

df(x) = f ' (x )A x .  (2)
Это равенство справедливо для любой функции. В частности, для 

функции /  (х) = х равенство (2) обращается в равенство df (х0) = 1 • Дх. 
Отсюда получаем, что дифференциал аргумента dx равен приращению 
аргумента Дх: dx = Ах.

Подставляя dx вместо Дх в формулу (2), получаем
df(x) = f' (x)dx. (З)

Найденное равенство является основанием для нахождения диффе­
ренциала функции.

Задача 1 Найдите df (х) для функции /  (х) = sin х.
Решение

► Поскольку / '  (х) = cos х, то d (sin х) = cos х • dx. <1
Равенство (3) также показывает, что между понятием производной 

и понятием дифференциала существует тесная связь, поэтому правила 
нахождения дифференциалов аналогичны правилам дифференцирова­
ния функций,а именно:

1. dC = 0.
2. d(Cu) = Cdu.
3. d (и ± v) = du ± dv.
4. d (uv) = (du) • v +  (dv) • u.

, ( u \  (du) • v -  (dv) • и
5- ^

Обоснуем, например, правило 2:
d (Си) = (Си)' dx = Cu'dx = Cdu.

Другие правила обосновываются аналогично (обоснуйте их самостоя­
тельно).

Вспомним, что согласно определению производной / , (х0) = И т — . Ис-
Дх—>0 Дх

пользуя понятие бесконечно малой функции (табл. 11), это равенство 

можно записать так: —  = /'(х 0)+ос(х), где а (х) —> 0 при Дх —> 0. Тогда
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приращение Д / дифференцируемой в точке х0 функции /  (х) Д / = 
= / '  (х0) Дх +  а (х) Дх, где а (х) —> 0 при Дх —> 0.

В этом равенстве первое слагаемое правой части является дифферен­
циалом функции, следовательно,

Д / (х0) = df (х0) +  сс (х) Дх. (4)
Учитывая, что а(х)  —> 0 при Дх —> 0, получаем, что второе слагаемое 

при Дх —> 0 стремится к нулю быстрее, чем Дх. В этом случае говорят, что 
а(х )Д х  является величиной более высокого порядка малости, чем Дх, 
то есть второе слагаемое значительно меньше первого. Это позволяет 
сделать следующий вывод:

дифференциал функции df(x0) является главной частью прираще­
ния функции.
С геометрической точки зрения (см. рис. 12.1), при Дх —> 0 рассто­

яние ВС становится значительно меньше, чем расстояние АВ = df (х0), 
поэтому АВ = df (х0) — главная (т. е. большая) часть отрезка АС = Д /.

Если в равенстве (4) принебречь вторым слагаемым (которое при ма­
лых значениях Дх значительно меньше первого), то получим прибли­
женное равенство Д /(х 0) = df(x0), то есть / ( х 0 +  Дх) -  / ( х 0) = / ' ( х 0)Дх. 
Тогда

/  (х0 +  Дх) = /  (х0) +  f' (х0) • Дх. (5)
Последнее равенство используется для разных приближенных вычис­

лений функций в тех случаях, когда /  (х0) и f  (х0) нетрудно вычислить.

Задача 2 Пользуясь формулой (5), найдите приближенное значение
•Доб.

Решение Комментарий
► Если рассмотреть функцию 

/(х ) = >/х, то /'(х ) = —^=. Возьмем
2 \ X

х0 = 9. Тогда f (х0) = у[х  ̂= УІ9 = 3  и

f ’(xo) = — Т= = —Т= = ̂ - По форму-
2  - v / 2  л/  9

ле (5) имеем:

^/х0 + Дх и фсо - 1 •Дх.2\ІР,
При Дх = 0,06 и х0 = 9 получаем

>/9,06 и 3 + - -0,06 = 3,01. <6

При вычислении значения >/9,06 
по формуле (5)

/  (х0 +  Дх) = /  (х0) +  f' (х0) • Дх 
естественно рассмотреть функцию
f(x) = yfx и взять за х0 число 9, по­
скольку 9,06 близко к 9. Тогда 
Дх = 0 ,06, и значения f(x0) = фc^

и f  (х0) = — h= легко находятся при
2 Vх О

х0 = 9.

Значение >/9,06, вычисленное с помощью калькулятора, равно 3,00998... .
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1.

2.

3.
4.

5.

Упражнения

Найдите дифференциал функции:

1) /(х ) = —; 2) /  (х) = tg х; 3) /  (х) = arcsin х;X

4) /  (х) = sin2 Зх; 5) f(x) = ylx2-  4 ctg х; 6) /(х ) = ^— р.

Вычислите с помощью формулы (5) приближенное значение:

1) л/4,08; 2) 79^06;

3) л/1,004; 4) -у/25,012.
Докажите приближенную формулу (1 +  Дх)" = 1 +  «Дх. 
Вычислите значение:
1) 1 ,00110°; 2) 1 ,03200;
3 ) 0 ,9956 ; 4) 0 ,99820.
Вычислите с помощью формулы (5) приближенное значение:

1) sin + 0’ 0з|; 2) cos (| + 0,04);

3) sin (| -0 ,0 2 ) ; 4) tg ( j +  0 ,0 5 ).

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ УПРАЖНЕНИЯ К РАЗДЕЛУ 1

1. К какому числу стремится значение функции, если:

1) / (Х) = Д _5Д ±6 , х _ > 1;
X  +  5х + 6

3) /  (х) = cos х +  sin х, х —> —;
4

2 )  / ( x )  =  x2 + f + є , х ^  1 ;х -  5х + о

4) f  (х) = tg х +  ctg х, х —> —?
4

2. Найдите асимптоты графика функции:

1) У =
2х 2 + X ' 

х - 3  ’ 2) у = -
х° -  2х + 4

3. Исследуйте на непрерывность функцию на указанном промежутке:

1) /(х ) =
X -  5х + 6

[ -5 ; 0];
X + 5х + 6

4. Найдите точки разрыва функции:
І х  + 2|

2) /(х ) = х + 5х + 6 
х 2 -  5х + 6

[0; 5].

1)
при х ^ -2 ,

х + 2 
II при х = -2 ;

2) г/ =
1

(х — 1)
3 при х = 1.

при X ф 1,

Исследуйте функцию и постройте ее график (5, 6).

5. 1) у = 4х
2) у = - 2х

3) у = - 4) у = -
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5) у 6) у  =
2 Ах  - 4
? 9

X -2 5
7 ) у  =  -

1
X -  5х + 6

8) у  =  -
1

х + 5х + 6

6. 1) у = Xs +  6х2 +  9х; 

4) у = Xі + 6х2 +  9;
гтч X2 -17) у  = і— тт;|х-1|

7. Решите неравенство:

2) г/ = ^ х 3 -  Зх2 -  4х; 3) у = х4 -  4х2 +  4;

5) у = \1х2- 2х + 1; 6) у = \1х2 + 2х + 1;

8) г/= 2X + 1

1) / '  (х) с  g' (х), если /(х ) = х ^ , g(x) = 5х + і ;

2) / '  (х) +  g' (х) < 0, если / ( х )  = 2х3 +  12х2, g(x) = 9х2 +  72х.
8. Решите уравнение:

1 +  5 /  (х) +  6 / '  (х) = 0, если f(x) =  ̂ .1 - х
9. Найдите область определения функции и ее производную:

1 )  у = arctg S in  X +  COS X

S i n  X  -  COS X
2) У = arcctg

1 + y f l -  x “
10. Под каким углом* пересекается с осью Оу график функции:

1) У = \ tg (x -| j; 2) у = sin 2̂х +
11. 1) На кривой у = х2 — 7х +  3 найдите точку, в которой касательная 

параллельна прямой у = -5 х  +  3.

2) В каких точках касательные к кривой г/ = ^ - - х 2- х  + 1 параллель­
ны прямой у = 2х — 1?

12. 1) В какой точке кривой у = ах2 + Ъх +  с необходимо провести каса­
тельную к ней для того, чтобы касательная проходила через начало 
координат? Исследуйте, при каких значениях а, Ъ и с задача имеет 
решение.
2) В какой точке кривой у = х2 — 5х +  6 необходимо провести каса­
тельную, чтобы она проходила через точку М  (а; Ъ)1 Исследуйте, при 
каких значениях а и Ъ задача имеет решение.

13. 1) Найдите угол между касательными к графику функции у = Xs — х 
в точках с абсциссами -1  и 0.
2) Найдите угол между касательными к графику функции у = х2, 
проходящими через точку с координатами (0; -1 ) .

14. 1) Из точки А(  1; 6) проведены касательные к окружности
х2 +  у2 +  2х -  19 = 0. Составьте уравнение этих касательных.
2) Составьте уравнение касательных к кривой у = х2 — 4х +  3, про­
ходящих через точку М  (2; -5 ) .

* Имеется в виду угол между осью Оу и касательной к графику функции, про­
веденной в точке пересечения графика и оси.



160 Раздел 1. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ. ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ

15.

16.

1) Составьте уравнения касательных к кривым у = 2х2 -  5 и 
у = X2 — Зх +  5, проходящих через точки пересечения этих кривых.
2) Составьте уравнения касательных к графикам функций у = -у/2х

2
и у = — , проведенных через точку пересечения этих кривых.

1) При каких значениях а функция f(x) = Xs +  3 (а — 7) х2 +  3 (а2 -  9) х +  1 
имеет точку максимума?

2) При каких значениях а функция /(х ) = — х 3 + (а+ 2)х2 + (а - 1 )х  + 2
3

имеет точку минимума?
17. 1) Найдите наименьшее из расстояний от точки М  с координатами

(0; -2 )  до точек (х; у), таких, что у = —̂ -----2, х > 0.
V 3x3

2) Найдите расстояние от точки М  (1; 0) до графика функции 
у = х2 +  6х +  10 (то есть наименьшее из всех расстояний от точки М  
до точек графика).

18. Найдите координаты точки М,  лежащей на графике функции 
у = 1 +  cos х при 0 < х < п и наименее удаленной от прямой 
Хл/з + 2 у + 4 = 0.

19. 1) Найдите расстояние между графиками функций у = х2и у  = х ~ 1  
(то есть наименьшее из всех расстояний между точками этих гра­
фиков).
2) Найдите расстояние между графиками функций у = ~х и у = ~.X

20. 1) Фигура ограничена параболой у = х2 + 1 и отрезками прямых 
у = 0, х =1 ,  х = 2. В какой точке М  данной кривой у = х2 + 1, 
х є [1; 2], необходимо провести касательную, чтобы она отсекала 
от этой фигуры трапецию наибольшей площади?
2) В фигуру, ограниченную линиями у = Зх и у = х2, вписан прямо­
угольник наибольшей площади так, что две его вершины лежат на 
прямой, а две другие — на параболе. Найдите площадь этого прямо­
угольника.

21. 1) Найдите число, которое в сумме со значениями своего квадрата 
дает наименьшее значение этой суммы.
2) Найдите такое положительное число, чтобы разность между ним 
и его кубом была наибольшей.

22. Из всех цилиндров, вписанных в данный шар, найдите тот, который 
имеет:
1) наибольший объем;
2) наибольшую боковую поверхность.

23. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды имеет постоянную 
заданную длину и образует с плоскостью основания угол а. При ка­
ком значении а объем пирамиды будет наибольшим?
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СВЕДЕНИЯ ИЗ ИСТОРИИ
Раздел математики, в котором изучаются производные и их примене­

ние к исследованию функций, называется дифференциальным исчисле­
нием. Приращения аргумента Ах и функции Д /, представляющие собой 
разности, играют заметную роль в работе с производными. Поэтому ес­
тественно появление латинского корня differentia (разность) в названии 
calculis differentialis нового исчисления, которое переводится как исчис­
ление разностей', это название появилось уже в конце XVII в., то есть во 
время возникновения нового метода.

Термин «производная» является буквальным переводом французского 
слова derivee, которое ввел в 1797 г. Ж . Л а г р а н ж  (1736-1813) (он же 
ввел обозначения у', f  используемые и ныне). Такое название отражает 
смысл понятия: функция f'(x) происходит от f(x), является производной 
от /  (х).

Удивительно, что задолго до этого А р х и м е д  (ок. 287-212 гг. до н. э.) 
не только решил задачу на построение касательной к такой сложной кри­
вой, как спираль (используя при этом предельные переходы), но и смог 
найти максимум функции /(х )  = х2 (а -  х).

Развитию начал дифференциального исчисления способствовали ра­
боты математика и юриста П. Ф е р м а  (1601-1665), который в 1629 г. 
предложил способы нахождения экстремумов многочленов. Выводя эти 
правила, Ферма активно применял предельные переходы, имея про­
стейшее дифференциальное условие максимума и минимума. Развитию 
нового исчисления способствовали также работы Р. Д е к а р т а  (1 5 9 6 - 
1650), разработавшего метод координат и основания аналитической гео­
метрии.

Систематическое учение о производных было развито И. Н ь ю т о ­
н ом  (1643-1727) и Г. Л е й б н и ц е м (1646-1716), которые независимо 
друг от друга создали теорию дифференциального исчисления. Ньютон 
исходил в основном из задач механики, а Лейбниц — преимущественно 
из геометрических задач. В частности, к определению производной Нью­
тон пришел, решая задачу о мгновенной скорости, а Лейбниц — рассма­
тривая геометрическую задачу о проведении касательной к кривой.

В дальнейшем благодаря работам Л. Э й л е р а  (1707-1783), О. К о ш и  
(1789-1857), К. Г а у с с а  (1777-1855) и других математиков дифферен­
циальное исчисление было превращено в целостную теорию для исследо­
вания функциональных зависимостей.
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1. Понятие показательной функции и ее график

О п р е д е л е н и е . Показательной функцией называется функция вида 
у = ах, где а >  0 и а Ф 1.

График показательной функции (экспонента)

а >  1 О <  а <  1

2. Свойства показательной функции

1. Область определения: R. D (ах) = R

2. Область значений: у > 0.
3. Функция ни четная, ни нечетная.
4. Точки пересечения с осями координат:

Е (ах) = (0; + оо)

с осью Оу
[х = 0,

, {у = 15. Промежутки возрастания и убывания:

с осью Ох I нет I

а > 1 0 <  а < 1

функция у = ах возрастает 
на всей области определения

функция у = ах убывает 
на всей области определения
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О к он чан и е табл. 17

6. Промежутки знакопостоянства: у > 0 при всех значениях х є R

7. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет.
8. Для любых действительных значений и и v (а > 0, Ъ > 0) выполняются 
равенства:

а" • а" = au+v —
Vа

(іаЪ)и = аиЪи

= au~v (au)v = auv

и и_  а
Ъи

Н  Объяснение и обоснование
1. Понятие показательной функции и ее график. Показательной функ­
цией называется функция вида у = ах, где а > 0 и а Ф 1.

Например, у = 2 х, у = У = у = пх — показательные функции.

Отметим, что функция вида у = ах существует и при а = 1.
Тогда у = ах = Iх, то есть у = 1 при всех значениях г е й .  Но в этом 

случае функция у = 1* не называется показательной. (График функции 
у = 1* — прямая, изображенная на рис. 13.1.)

Поскольку при а >  0 выражение ах определено при всех действи­
тельных значениях х, то областью определения показательной функции 
у = ах являются все действительные числа.

Попытаемся сначала построить графики некото­
рых показательных функций, например у = 2х и

У = Ш ’ шо точкам», а затем перейдем к характе­

ристике общих свойств показательной функции.
Составим таблицу нескольких значений функ­

ции у = 2х.

У>

і II Мк н

0 Зс

Рис. 13.1

X -3 -2 -1 1
2 0 1

2 1 2 3

С\Ху = 2
і
8

1
4

1
2

—  ~0 7
Л  ’

1 л/2 = 1,4 2 4 8

Построим на координатной плоскости соответствующие точки 
(рис. 13.2, а) и соединим их плавной линией, которую естественно счи­
тать графиком функции у = 2х (рис. 13.2, б).

Как видно из графика, у = 2х — возрастающая функция, которая 
принимает все значения на промежутке (0; +°о).

Аналогично составим таблицу некоторых значений функции у =
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X -3 -2 -1 1 0 1 1 2 32 2
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1
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1
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1 і » • '

3 - 2 - 1 0 : X

а
Рис. 13.2

б

Построим на координатной плоскости соответствующие точки 
(рис. 13.3, а) и соединим их плавной линией, которую естественно счи­

тать графиком функции z/ = |^j (рис. 13.3, б). Как видно из графика,

z/ = |̂ -j — убывающая функция, которая принимает все значения на

промежутке (0; +оо).

У
8

А

О
•

1 •. » <
3 - 2 - 1 о : і ;! X

а б
Рис. 13.3
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Заметим, что график функции г/ = —̂j можно получить из графика 

функции у = f (х) = 2х с помощью геометрических преобразований. Дей­

ствительно, z/ = |-ij = -у  = 2 X = f(~x). Таким образом, график функции

z/ = |-̂ j симметричен графику функции у = 2х относительно оси Оу (см. 

п. 2.3 учебника для 10 класса)), и поэтому, если функция у = 2х являет­

ся возрастающей, функция = обязательно будет убывающей.

Оказывается, что всегда при а >  1 график функции у = ах похож на

график функции у = 2х, а при 0 <  а <  1 — на график функции у = 
(рис. 13.4).

График показательной функции называется экспонентой.

Рис. 13.4

2. Свойства показательной функции. Как отмечалось выше, областью 
определения показательной функции у = ах (а >  0, а Ф 1) являются все 
действительные числа: D (ах) = R.

В курсе математического анализа доказывается, что областью значе­
ний функции у = ах является множество всех положительных чисел, ина­
че говоря, функция у = ах принимает только положительные значения, 
причем любое положительное число является значением функции, то есть

Е (ах) = (0; + о о ) .

Это означает, что график показательной функции у = ах всегда рас­
положен выше оси Ох и любая прямая, которая параллельна оси Ох 
и находится выше нее, пересекает этот график.

При а >  1 функция у = ах возрастает на всей области опреде­
ления, а при 0 <  а <  1 функция у = ах убывает на всей области 
определения.
Обоснование области значений и промежутков возрастания и убыва­

ния показательной функции проводится так: эти свойства проверяют
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последовательно для натуральных, целых, рациональных показателей, 
а затем уже переносятся на любые действительные показатели. Следует 
учесть, что при введении понятия степени с иррациональным показате­
лем мы уже пользовались возрастанием функции, когда проводили та­
кие рассуждения: поскольку 1,7 < у[з < 1,8, то 2й < 2^ < 21'8. Таким обра­
зом, в нашей системе изложения материала мы можем обосновать эти 
свойства только для рациональных показателей, но, учитывая громозд­
кость таких обоснований, примем их без доказательства. Остальные 
свойства показательной функции легко обосновать с помощью этих 
свойств.

Функция у = ах не является ни четной, ни нечетной, поскольку

f(-x) = a= - ^ r ^ f ( x )  = ax (по определению а + 1). Также f (~х) Ф- f  (х),
а

поскольку f (~х) = а~х >  0 (по свойству 1), а - f (х) = —ах < 0.
Точки пересечения с осями координат. График функции у = ах пере­

секает ось Оу в точке у = 1. Действительно, на оси Оу значение х = 0, 
тогда у = а0 = 1.

График показательной функции у = ах (а >  0, а Ф 1) не пересекает ось
Ох, так как на оси Ох у = 0, но значение у = 0 не принадлежит области 
значений функции у = ах (у = ах = 0 только при а = 0, хотя по определе­
нию а >  0).

Промежутки знакопостоянства. у > 0 при всех действительных 
значениях х, поскольку у = ах > 0 при а >  0.

Отметим еще одно свойство показательной функции. График функ­
ции у = ах пересекает ось Оу в точке у = 1. Учитывая возрастание функ­
ции при а > 1 и убывание при 0 <  а <  1, получаем следующие соотно­
шения между значениями функции и соответствующими значениями 
аргумента:

Значение функции Значение аргумента

У > і
при а > 1 при 0 <  а < 1

X є (0; + о о ) X Є ( - О О ;  0)

0 <  у < 1 X Є ( - О О ;  0) X є (0; + о о )

Функция у = ах не имеет ни наибольшего, ни наименьшего значений, 
поскольку ее область значений — промежуток (0; + °°) , не содержащий 
ни наименьшего, ни наибольшего числа.

Свойства показательной функции, приведенные в п. 8 табл. 17:

а" • а" = а“+и; — = au~v; (а“)" = а“"; (ab)u = ашЬш; -  = —

были обоснованы в курсе 10 класса.
Рассмотрим одно из характерных свойств показательной функции, 

выделяощее ее из ряда других функций: если f (х) = ах (а > 0, а + 1), то
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при любых действительных значениях аргументов х} и х2 выполняется 
равенство

1 (хД • /  (х2) = f(x, + х2) |.

Действительно, /  (хД • /  (х2) = а*1 • а*2 = аХл+х'2 = f (хх +  х2). В курсах выс­
шей математики это свойство (вместе со строгой монотонностью) является 
основой аксиоматического определения показательной функции. В этом 
случае дается определение, что показательная функция у = /  (х) — это 
строго монотонная функция, определенная на 
всей числовой оси, которая удовлетворяет функ­
циональному уравнению f  (хД • /  (х2) = f(x1+  х2), 
а затем обосновывается, что функция /(х )  совпа­
дает с функцией у = ах (а >  0, а Ф 1).

Кроме общих свойств показательной функ­
ции при а > 1 и при 0 < а < 1, отметим некото­
рые особенности поведения графиков показа­
тельных функций при конкретных значениях а.
Так, на рис. 13.5 приведены графики показа­
тельных функций у = ах при значениях основа-

о о 1 1ния а = 2, 3, —.
2 3

Сравнивая эти графики, можно сделать вывод: 
а > 1 ,  тем круче поднимается график функции у = ах при движении 
точки вправо и тем быстрее график приближается к оси Ох при дви­
жении точки влево. Аналогично, чем меньше основание 0 <  а <  1, тем 
круче поднимается график функции у = ах при движении точки влево 
и тем быстрее график приближается к оси Ох при движении точки 
вправо.

Заканчивая разговор о показательной функции, укажем причины, 
по которым не рассматриваются показательные функции с отрицатель­
ным или нулевым основанием.

Отметим, что выражение ах можно рассматривать и при а = 0, и при 
а < 0. Но в этих случаях оно уже будет определено не при всех действи­
тельных значениях х, как показательная функция у = ах. В частности, 
выражение 0'г определено при всех х >  0 (и тогда 0Л = 0), а выражение

(-2)х — при всех целых значениях х (например, (-2) 3 = —-—
( - 2)3

По этой причине не берут основание показательной функции а = 0 (по­
лучаем постоянную функцию при х >  0) и а < 0 (получаем функцию, 
определенную только при ХЄ Z). Приведенные рассуждения относитель­
но целесообразности выбора основания показательной функции не влия­
ют на область допустимых значений выражения ах (например, как мы 
видели выше, пара значений а = —2, х = -3  принадлежит его ОДЗ, и это 
приходится учитывать при решении некоторых задач).

чем больше основание
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Примеры решения задач
Задача 1 Сравните значения выражений:

Решение Комментарий

1) ► Функция у 

< lj, поэтому 

-3  >  - 5  получаем

из

убывающая

неравенства

2) ►Функция у = \-^-\ возрастаю

щая £ > i
2

поэтому из неравен­

ства 4 >  3 получаем

^  > т  . <

Учтем, что функция у = ах при 
а > 1 является возрастающей, а при 
О < а <  1 — убывающей. Поэтому 
сначала сравним данное основа­
ние а с единицей, а затем, сравнивая 
аргументы, сделаем вывод о соотно­
шении между данными значениями 
функции.

Задача 2 Сравните с единицей положительное основание а, если 
известно, что выполняется неравенство:

1) а'ІЕ>а'іїї; 2) а~*<а~ъ.

Решение Комментарий

1) ►Поскольку -\/5<л/ТТ и по усло­
вию а^ > а ^ ,  то функция ах — убы­
вающая, следовательно,

2) ►Так как

О <  а <  1.<1 
1 ^ 1—  < —  и по условию
3 5 1 2

J.
а 3 <а 5, то функция ах — возрас­
тающая, поэтому а >  1.<|

В каждом задании данные вы­
ражения — это два значения функ­
ции ах.

Проанализируем, какое значение 
функции соответствует большему 
значению аргумента (для этого сна­
чала сравним аргументы).

Если большему значению аргу­
мента соответствует большее значе­
ние функции, то функция ах являет­
ся возрастающей и а >  1.

Если большему значению аргу­
мента соответствует меньшее значе­
ние функции, то функция ах — убы­
вающая, тогда 0 <  а < 1.
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Задача 3 Постройте график функции:
1) У = 1 ,7 '; 2) у = 0 ,3 Г.

Комментарий
При а > 0 значение ах > 0, следовательно, график функции у = ахвсег­

да расположен выше оси Ох. Он пересекает ось Оу в точке у = 1 (а0 = 1).
При а >  1 показательная функция (у = 1,7'г) возрастает, а значит, 

ее графиком будет кривая (экспонента), точки которой при увеличении 
аргумента поднимаются.

При 0 <  а <  1 показательная функция (у = 0,3'г) убывает, поэтому, 
графиком функции у = ах будет кривая, точки которой при увеличении 
аргумента опускаются. (Напомним, что, опускаясь, график приближает­
ся к оси Ох, но никогда ее не пересекает.)

Чтобы уточнить поведение графиков данных функций, найдем коор­
динаты нескольких дополнительных точек.

X -1 0 1 2

У
10
3 1 0,3 0,09

X -1 0 1 2

У
10
17

1 1,7 2,89

Задача 4" Изобразите схематически график функции у = V  - 3
Решение Комментарий

► Последовательно строим графики: Составим план построения гра­
фика данной функции с помощью 
последовательных геометрических 
преобразований (п. 2.3 учебника
для 10 класса).
1. Мы можем построить график 

функции у = fix) = (основа­

ние а = —<1 , а значит, показа-
3

тельная функция убывает).
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2. у

3. У = - 3

4 -У =

2. Затем можно построить график

функции у = g (х) = / ( l  X I):

справа от оси Оу (и на самой оси) 
график функции у = f (х) остает­
ся без изменений, и эта же часть 
графика отображается симме­
трично относительно оси Оу.

3. После этого можно построить 
график функции

У = Ф (х) = ||| -  3 = g (х) -  3 :

параллельно перенести график 
функции g (х) вдоль оси Оу на 
( -3 )  единицы.

4. Далее можно построить график
данной с

У =

эункции

Iі - 3 = | Ф (X) I:

выше оси Ох (и на самой оси) 
график функции у = ф (х) дол­
жен остаться без изменений (но 
таких точек у графика функции 
у = ер (х) нет), а график функции 
у = ер (х) ниже оси Ох необходимо 
отобразить симметрично относи­
тельно оси Ох.

■  Вопросы для контроля

1. Дайте определение показательной функции.
2. Постройте графики показательной функции у = ах при а >  1 и при 

0 <  а <  1 (выберите конкретные значения а). Через какую точку про­
ходят графики всех показательных функций?

3. Пользуясь графиком показательной функции у = ах (при а > 1 и при 
0 <  а <  1 ), охарактеризуйте ее свойства.

4*. Обоснуйте свойства функции у = ах (а > 0, а Ф 1).

5. Используя возрастание или убывание соответствующей показатель­
ной функции, сравните значения: а) 75 и 7°; б) 0 ,7 5 и 0,7°.
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Н  Упражнения

1. Укажите, какие из данных функций возрастают, а какие убывают:

1°) У = 4 Г; 2°) у=  -  ; 3°) y = S X; 4°) у = тс*; 5 ) у  = (Л ~2)х

6і) У = ; Г) У = {-
- Л - 2 ,

2°. Постройте график функции:

8*) у = К*; 9*) У = -5 х.

l ) f /  = 3 r; 2 ) у  = 3 )у  = 0,2х; 4) у = 2 ,5 "; 5) у = 0,7х.
3. Зная, что а >  b >  1, изобразите схематически в одной системе коор­

динат графики функций у = ах и у = Ъх.
4. Найдите область значений функции:

1) У = 3 + 1 ;  2) у = -5 х; 3) у = 7х -  2;

5. Постройте график функции:
4) * = -  ї  •

1 ) У = - 3  ; 2) = +3; Г) y = ^J ; 4і) у = 5 ' 5 *) у =

6. Сравните значения выражений:

Ї ' - 1

1°) З1-5 и з Л
/ \ 1,3

27 (|) / \ 1,8 

"(f) >
3°) 0,78 4) 7 и 0,78 4) 6

4) Ш Г И  (V2)45; 5) 0 ,5^ и 0 ,5^ ; 6) 2s  и 2 ^ ;

в» ( # ) * И •> (С - №
10) 0,2 10 и 511.

7. Сравните показатели т и п, если известно, что верно неравенство:

1) 3 ,2й <  3 ,2 "; 2) > (±) ; 3) (|) >(|) ; 4) 0 ,99й <  0 ,99";

5) Ш Т > Ш У ;  6) ( ^ )  < ( ^ )  ; 7) (л/ 5 - і Г < ( л/ 5 - і )” ;

8) Ш - і Т < Ш - і ) п.
8. Сравните с единицей положительное основание а, если известно, что 

верно неравенство:

1) а100 >  а99; 2) а0-2 < а^; 3) as  < а
_ J _  _1

5) а 17 <а 8;4) а'/Т?> а 4; 6) a-°-25> a S .
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9. Сравните с единицей значение выражения:

1) 0 ,01і'2; 2) 0 ,9910°; з» ш - - 4) I(зтГ
7) 3 ^ ;5) 0,007°; 6) 100 ° 01; 8) I(1) •

10. Какой вывод можно сделать о знаке числа х, если:

1) 31 = 0,6; 2) (ij =10; 3) 10" = 4; 4) 0,3Г = ОД?

11. Расположите числа в порядке их возрастания:

1) 2\ 2-1'5, 2s , 2 ^ ,  21Л, 1;

2) 0,3°, 1, 0,3^®, 0 ,з і  0,3~9, 0,3^
12я. Известно, что когда при радиоактивном распаде количество вещества 

за сутки уменьшается вдвое, то через х суток от первоначальной мас­

сы М 0 остается масса М,  которая вычисляется по формуле М  = М 0

Отсюда м
м„ х >  0, х є  R ) Покажите графически, как

с изменением х изменяется отношение -----.
м 0

Используя в случае необходимости построенный график, дайте от­
веты (точные или приближенные) на вопросы:
а) Во сколько раз уменьшится масса радиоактивного вещества че­

рез 1,5 суток; 2,5 суток; 3 суток; 4 суток?
б) Сколько времени должно пройти, чтобы первоначальная мас­

са радиоактивного вещества уменьшилась в 2,5 раза; в 3 раза; 
в 4 раза?
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§ 1 4 РЕШЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ

14.1. ПРОСТЕЙШИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Т абл и ца 18
Основные формулы и соотношения

а" • а” = a" v 

(ab)u = а" • Ь"
и  / \М- иа __м-в |«\ _а

av ’ U/ Ьи 

(а"У = auv

Г рафик функции у = ах (а > 0)

а >  1 0 < а <  1 а = 1

У 'У = ах. \ У/
У \

1 ,1 1

XгНIIг*

а

0 х 0 х 0 х
возрастает убывает постоянная

2. Схема равносильных преобразований 
простейших показательных уравнений

Ориентир Пример

При а >  0 и а Ф 1

аПх) = ая (*)<=>/(*) = g(x )

32г+4 = 9. 
►32*+4 = З2, 
2х +  4 = 2, 

х  = - 1 .  

Ответ:
- 1 . <

6 Г + 3 = -3 6 .

►Корней нет 
(поскольку 6f >  О 

для всех t)

Ответ:
корней нет. <1

3. Приведение некоторых показательных уравнений к простейшим
Ориентир Пример

1) Если в левой и правой частях по­
казательного уравнения стоят 
только произведения, частные, 
корни или степени, то целесоо­
бразно попытаться с помощью 
основных формул записать обе 
частіш уравнения как степени 
с одинаковыми основаниями.

2*-з t _
їв* '

► 2 *~3 *2 2* = Д —, 23*~3 = 2 ?  4*,

Зх -  3 = — -  4х, х = —. 
2 2

Ответ: <1
2
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2) Если в одной частіш показатель- 5х -  2 • 5 Г 2 = 23.
ного уравнения стоит число, ► 5 Г~2 • (52 -  2) = 23,
а в другой все члены, содержат 5 Г 2 • 23 = 23, 5 Г 2 = 1,
выражение вида акх (показатели 5'г 2 = 5°, х -  2 = 0,
степеней отличаются только сво- х = 2.
бодными членами), то удобно 
в этой части уравнения вынести 
за скобки наименьшую степень а.

Ответ: 2. <1

■  Объяснение и обоснование

Показательными уравнениями обычно называют уравнения, в кото­
рых переменная входит в показатель степени (а основание этой степени 
не содержит переменной).

Рассмотрим простейшее показательное уравнение вида
ах = Ъ, (1)

где а >  0 и а Ф 1. Поскольку при этих значениях а функция у = ах стро­
го монотонна (возрастает при а >  1 и убывает при 0 <  а <  1), то каждое 
свое значение она принимает только при одном значении аргумента. Это 
означает, что уравнение ах = Ь при Ъ >  0 имеет единственный корень. 
Чтобы его найти, достаточно представить Ь в виде Ь = ас.

Очевидно, что х = с является корнем уравнения ах = ас.
Графически это проиллюстрировано на рис. 14.1.

Рис. 14.1

Чтобы решить, например, уравнение 7х = 49, достаточно представить 
его в виде 7х = 72 и записать единственный корень — х = 2.

Если Ъ < 0, то уравнение ах = Ь (при а >  0) корней не имеет, так как 
ах всегда больше нуля. (На графиках, приведенных на рис. 14.2, прямая 
у = Ъ не пересекает график функции у = ах при Ъ < 0.)

Например, уравнение 7х = —7 не имеет корней.
Обобщая приведенные выше рассуждения относительно решения про­

стейших показательных уравнений, отметим, что при а >  0 и а Ф 1 урав­
нение вида
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afw = a«w (2)
равносильно уравнению

f(x )  = g (x). (3)
Коротко это утверждение можно записать так: при а >  0 и а Ф 1

atw = agw <=>f(x) = g (x )  І.

Рис. 14.2

•  Чтобы обосновать равносильность этих уравнений, достаточно заме­
тить, что равенства (2) и (3) могут быть верными только одновремен­
но, поскольку функция у = а* является строго монотонной и каждое 
свое значение принимает только при одном значении аргумента t (то 
есть из равенства степеней (2) обязательно вытекает равенство показа­
телей (3)). Таким образом, все корни уравнения (2) (которые обраща­
ют это уравнение в верное равенство) будут корнями и уравнения (3), 
и наоборот, все корни уравнения (3) будут корнями уравнения (2). 
А  это и означает, что уравнения (2) и (3) равносильны. О  
В простейших случаях при решении показательных уравнений пыта­

ются с помощью основных формул действий над степенями (см. табл. 18) 
привести (если это возможно) данное уравнение к виду аПх) = ае{х).

Для решения более сложных показательных уравнений чаще всего 
используют замену переменных (применение этого метода рассмотрено 
в табл. 19, с. 178) или свойства соответствующих функций (применение 
этих методов рассмотрено в табл. 27, с. 251).

Заметим, что все равносильные преобразования уравнения всег­
да выполняются на его области допустимых значений (то есть на об­
щей области определения для всех функций, входящих в запись 
этого уравнения). Областью допустимых значений (ОДЗ) показатель­
ных уравнениях чаще всего является множество всех действитель­
ных чисел. В этих случаях, как правило, ОДЗ явно не находят и не 
записывают в решении уравнения (см. далее решение задач 1 -3 ). Но 
если в ходе решения показательных уравнений равносильные преоб-
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разования выполняются не на всем множестве действительных чисел, 
то в этом случае приходится вспоминать об ОДЗ (задача 4* на с. 177).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение:

1) 4х = 64; 2) 5 х - 1 ; 3) 12*2 4 = 1.

Решение Комментарий
1) ►4Г = 64, 4х = 4S, х = 3 . <
2) ►5'г = -1  — корней нет, 

поскольку 5х > 0 всегда. <1
3) ►12*2 4 =1, 12*2~4 = 12°,

х2 -  4 = 0; х = ± 2 . <

При а > 0 всегда ах > 0, поэтому 
уравнение 5х = -1 не имеет корней.

Другие уравнения приведем 
к виду аПх) = aet-x) (где а >  0 и а + 1) 
и перейдем к равносильному уравне­
нию f(x) = g(x).

Задача 2 Решите уравнение:
/ \2х—3

2; 2 ) 2 * .з * = ( у  .І) (0’2)* °'В = 5-(0,04)*
V 5

Решение Комментарий
1) ►Данное уравнение равносильно

уравнениям:

1
52

5 • (5-2)'

- х + 0 , 5
:_______ _  5 1 .  g -2*+ 4

5 2

g -ж + О .б -і _  g i+ ( -2 * + 4 )

5- х  5  -  2х= 5 ,
-X = 5 -  2х,

X = 5.
Ответ: 5. <1
2) ►Данное уравнение равносильно 

уравнениям:
( 2 -3 ) ' = (б-1)2' - ®,

6" = 6-2.г + 3;

X = -2х  +  3,
X = 1.

Ответ: 1. <1

В левой и правой частях данных 
уравнений стоят только произведе­
ния, частные, корни или степени. 
В этом случае для приведения урав­
нения к виду аПх) = a"Lr> попробуем 
применить основные формулы, дей­
ствий над степенями, чтобы, запи­
сать обе частіш уравнения как сте­
пени с одинаковыми основаниями.

В уравнении 1 следует обратить
2 1внимание на то, что 0,2 = —  = -  = 5-1,
10 5

а 0,04 = — = —  = 5~ 2 и л/б = 5 2  та- 
100 25

ким образом, левую и правую части 
этого уравнения можно записать как 
степени числа 5.

Для преобразования уравнения 2 
напомним, что все формулы можно 
применять как слева направо, так 
и справа налево. Например, для ле­
вой части этого уравнения восполь­
зуемся формулой а" • Ъи = (аЪ)и и за­
пишем 2х • 3х = (2 • 3)'г = 6'г.
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Задача 3 Решите уравнение 32г+2 +  5 • 32г 2 = 86.

Решение Комментарий
► Данное уравнение равносильно В левой части уравнения все чле-

уравнениям: ны содержат выражения вида 32г
згх г •(З4 +  5) = 86, (показатели степеней отличаются

32г 2 • 86 = 86, 32г 2 = 1, только свободными членами). В этом
з 2г- 2 = 3°, 2х -  2 = 0, случае в левой части уравнения

X = 1. удобно вынести за скобки наймень-
Ответ: 1. <1 шую степень числа 3, то есть З2'г~2.

Задача 4" Решите уравнение (l + b2 )̂ ~ = (l + b2) .

Решение Комментарий
► ОДЗ: х > 0, любое Ь є R. 

Рассмотрим два случая.
1) При Ъ = 0 получаем уравнение 

І'/* = I4 корни которого — все 
действительные числа из ОДЗ, то 
есть х > 0.

2) При b Ф 0 значение 1 +  fo2 > 1, 
поэтому данное уравнение равно­
сильно уравнению

л/х = 4 -  л/х.
Отсюда фх=2,  тогда х = 4. 

Ответ: 1) при Ъ = О х е  [0;+оо);
2) при Ъ Ф 0 х = 4. <1

Это уравнение относительно 
переменной X содержит параметр 
Ъ. Анализируя основания степе­
ней в уравнении, делаем вывод, что 
при любых значениях Ъ основание 
1 +  b2 > 1. Функция у = ах при а > 1 — 
возрастающая, а при а = 1 — посто­
янная (см. графики функции у = ах 
в табл. 18).

Основание 1 +  b2 = 1 при Ъ = 0, 
а при всех других значениях Ь осно­
вание 1 +  Ь2 > 1.

Рассмотрим каждый из этих слу­
чаев отдельно: b = 0 и b + 0.

■  Вопросы для контроля
1. Объясните, в каких случаях показательное уравнение ах = b (где а > 0 

и а Ф 1) имеет корни. В каких случаях это уравнение не имеет корней? 
Приведите примеры. Проиллюстрируйте эти примеры графически.

2. Какому уравнению равносильно показательное уравнение аПх) = аг(г) 
при а > 0 и  аФ 1? Приведите примеры.

3*. Изменится ли ответ на вопрос 2, если для основания степеней будет 
дано только одно ограничение а > 0?

Н  Упражнения
Решите уравнение (1—5).

1. 1°) 4'г = 8; 2°) 3 r = 9 r + 1; 3°) б3* " 1 = 0 ,2 ; 4°)

6°) 3 * - =  9; 7) 4х = 2'іб + Х-#2 . 8) 22* = 2;

7‘ -  = 1; 5*) ( 1 р = < / 2 ;  

9°) 2х = 4; 10°) 2х = 16;
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11°) 3 х = —1; 12°) 2 х = 32; 13°) 3" = 0; 14°) 5" = 1; 15) 3" -  3 = 0;

16) 32г = 81; 17°) 23г = 8; 18) з*2-в*+8 = 9; 19) Г  = 72 20) 2 5 r = 53

21*) 2х • З'г+1 = 108; 22*) Зг-5 2г 3 = 45.

162- 1) I f ]  • Ш  = f ;  2 )  П  • 1 ^ 1  = f ;15 з) !
27 
64 ‘

3. 1) 2, ! = - ;  2) I f  Г  = 4  ж-8 -4; 3) (0,5)*" • 22ж+2 = 64-1;
гг 

1 \ 3

4) —  = 9Х;
27

5) 2X(X+Z)̂ =4yf2 ■ 4х.

4. 1°) 7Г + 2 +  4 - 7Г = 539; 2°) 2 • Зх + 1 -  3х = 15; 3°) 4 r + 1 +  4 Г = 320;

= 4,8;4°) 3 *5  +  2 - 5 'T1 = 77; 5°) 3 'т ‘ -  2 - 3 '  ‘  = 79; 6) - Ґ  1(1\
) -1[б/

( \Х-3 / \X

I) = 162;
\ х+Ъ

5*. 1) s in - = s in -
1 g  с.

3) (l + у[а)х = (l + у/a)

8) 5 • 9 r +  9 r 2 = 406.

2) (1 +  I a |>r = (1 +  I a I)2 - x;

14.2. РЕШЕНИЕ БОЛЕЕ СЛОЖ НЫХ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И ИХ СИСТЕМ

Т абл и ца 19

Схема поиска плана решения показательных уравнений
Ориентир Пример

1. Избавляемся от числовых сла­
гаемых в показателях степеней
(используя справа налево основ­
ные формулы действий над степе­
нями, приведенные в табл. 53).

4Х+1 -  3 • 2х -  10 = 0.
>-4х-41 -  3 -2х -  10 = 0.

Учитывая, что 4х = 22х, приводим 
все степени к одному основанию 2:

4 • 22г -  3 -2х -  10 = 0.

2. Если возможно, приводим все 
степени (с переменной в показа­
теле) к одному основанию и вы­
полняем замену переменной.

Замена 2х = t дает уравнение 

412 -  3t -  10 = 0, tj = 2, Ч=~\-  
Обратная замена дает 2х = 2, тог­

да X = 1 или 2х = — корней нет. 

Ответ: 1. <1
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Окончание табл. 19

3. Если нельзя привести к одному 
основанию, то пытаемся привести 
все степени к двум основаниям 
так, чтобы получить однородное 
уравнение (которое решается де­
лением обеих частей уравнения 
на наибольшую степень одного 
из видов переменных).

4 Г +  3 • 6 Г -  4 • 9 Г = 0.
► Приведем все степени к основа­

ниям 2 и 3:
22х +  3 • 2 г • 3 г -  4 • 32г = 0. 

Имеем однородное уравнение 
(у всех членов одинаковая суммар­
ная степень —  2х). Для его решения 
разделим обе части на 3 V  0:

( Г - (§) —
1 %\хЗамена 1 — 1 = t дает уравнение

t2 + 3t -  4 = 0, tx = 1, t2 = -4 .  
Обратная замена дает уравнения:

/ 2\* І2\Х
1-І = -4  — корней нет И Л И  J =1,

тогда х = 0.

Ответ: 0. <1

4. В других случаях переносим все 
члены уравнения в одну сторону 
и пробуем разложить полученное 
выражение на множители или 
применяем специальные приемы 
решения, в которых использу­
ются свойства соответствующих 
функций.

6 Г -  9 • 2х -  2 • 3х + 1 8  = 0.
► Если попарно сгруппировать 

члены в левой части уравнения 
и в каждой паре вынести за скоб­
ки общий множитель, то получаем 

2 Г(3 Г -  9) -  2(3г -  9) = 0. 
Теперь можно вынести за скобки 

общий множитель Зг -  9:
(Зг -  9)(2 Г -  2) = 0.

Отсюда 3х -  9 = 0 или 2х -  2 = 0. 
Получаем два уравнения:
1) 3х = 9, тогда х = 2;
2) 2х = 2, тогда х = 1.

Ответ: 2; 1. <

■  Объяснение и обоснование

Для решения более сложных показательных уравнений (в сравнении 
с теми, которые были рассмотрены в п. 14.1) чаще всего используют за­
мену переменных. Чтобы сориентироваться, можно ли ввести замену пере­
менных в данном показательном уравнении, часто бывает полезно в начале 
решения избавиться от числовых слагаемых в показателях степеней,

dU
используя формулы: au + v = аи • av; au~v = — •

а
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Например, в уравнении
4 Г + 1 -  3 • 2 Г -  10 = 0 (1)

вместо 4'r+1 записываем произведение 4'г ,41 и получаем уравнение
4 г-4 -  3 - 2 Г -  10 = 0, (2)

равносильное данному.
Затем пробуем все степени (с переменной в показателе) привести 

к одному основанию и выполнить замену переменной. Например, в урав­
нении (2) степень с основанием 4 можно записать как степень с основа-
нием 2 :4  = \2) = 2  и получить уравнение

22г-4  -  3 - 2 Г -  10 = 0. (3)
Напомним общий ориентир: если в уравнение, неравенство или тож­

дество переменная входит в одном и том же виде, то удобно соответ­
ствующее выражение с переменной обозначить одной буквой (новой
переменной). Обращаем внимание на то, что 22г = (2*) . Таким образом, 
в уравнение (3) переменная входит фактически в одном виде — 2 х, по­
этому удобно ввести замену 2х = t. Получаем квадратное уравнение

4t2 -  3t -  10 = 0, (4)
для которого находим корни, а затем выполняем обратную замену (см. 
решение в табл. 19).

Отметим, что как использование основных формул действий над сте­
пенями, так и использование замены и обратной замены всегда приводит 
к уравнению, равносильному данному на его ОДЗ (в уравнении (1) — на 
множестве всех действительных чисел). Это обусловлено тем, что все 
указанные преобразования мы можем выполнить и в прямом, и в об­
ратном направлениях. (Таким образом, мы всегда сможем доказать, что 
каждый корень первого уравнения является корнем второго, и наоборот, 
аналогично тому, как был обоснован равносильный переход для простей­
ших показательных уравнений на с. 175).

Втех случаях, когдавсестепени(с переменной в показателе) в показатель­
ном уравнении, которое не приводится непосредственно к простейшему, не 
удается привести к одному основанию, следует попытаться привести все 
степени к двум основаниям так, чтобы получить однородное уравнение.

Например, рассмотрим уравнение
4х +  3 • 6 Г -  4 • 9х = 0. (5)

Все степени в этом уравнении можно записать через основания 2 и 3, 
поскольку

4х = (22)х = 22х, 9х = (32)х = 32х, 6х = (2 • 3)х = 2х • 3х.
Получаем уравнение

22х + 3 • 2х • 3х -  4 • 32г = 0. (6)
Все одночлены, стоящие в левой части этого уравнения, имеют сте­

пень 2х (степень одночлена 2х • З'г также равна х + х = 2х).
Напомним ориентир:
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Если все члены уравнения, в левой и правой частях которого сто­
ят многочлены от двух переменных ( или от двух функций одной 
переменной), имеют одинаковую суммарную степень*, то уравне­
ние называется однородным.
Решается однородное уравнение делением обеих его частей на наи­

большую степень одной из переменных.
Следовательно, уравнение (6) является однородным и его можно ре­

шить делением обеих частей или на 2 г, или на 3 г. Отметим, что при 
всех значениях х выражения 2 г и 3 г не равны нулю. Таким образом, 
при делении на эти выражения не может произойти потери корней (как 
это могло быть, например, для однородных тригонометрических урав­
нений). В результате деления обеих частей уравнения на любое из этих 
выражений всегда получается уравнение, равносильное данному. Напри­
мер, если разделить обе части уравнения (6) на 3 г ф 0, получаем

3-2 4 - 3 2* 22х 2х-----з—  = 0 или после сокращения -= - + 3 -------4 = 0. ̂СлОС  ̂СлХ-  ̂ОС

В последнем уравнении все члены можно представить как степени

с одним основанием ^ j + 3 • j -  4 = 0 и выполнить замену = t.

Далее решение полученного уравнения полностью аналогично решению 
уравнения (2). Полное решение этого уравнения приведено в табл. 19.

Составляя план решения показательного уравнения, необходимо учи­
тывать, что при решении некоторых из них целесобразно перенести все 
члены уравнения в одну сторону и попытаться разложить полученное 
выражение на множители, например, с использованием группировки 
членов, как это сделано в табл. 19 для уравнения

6 Г -  9 • 2х -  2 • 3х + 1 8  = 0.
Для решения некоторых показательных уравнений можно применить 

свойства соответствующих функций (эти методы рассмотрены в § 20).

Примеры решения задач

Задача 1 Решите уравнение — -
3*  +1

=  1.

Решение Комментарий
► Замена З'г = t. Получаем

® - ^  = 1.
t t +1

Тогда 6 (t +  1) -  4t = t (t +  1), 
t2 -  t -  6 = 0. Отсюда 

t1 = —2 , t2 = 3.

В данное уравнение переменная 
входит только в одном виде З'г, по­
этому удобно ввести замену З'г = t и, 
получив дробное уравнение, найти 
его корни, а затем выполнить обрат­
ную замену.

* Конечно, если уравнение имеет вид /  = 0 (где /  — многочлен), то речь идет 
только о степени членов многочлена /, поскольку нуль-многочлен степени не
имеет.
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Обратная замена дает уравнения: 
З'г = - 2  — корней нет или 
3 х = 3, тогда X = 1.

Ответ: 1. <1

Как уже отмечалось, замена и об­
ратная замена — это равносильные 
преобразования данного уравнения, 
но при решении полученного дроб­
ного уравнения следует позаботить­
ся о том, чтобы не получить посто­
ронних корней (для этого, например, 
достаточно учесть, что t = 3х > О, 
и поэтому ОДЗ полученного уравне­
ния: t + -1  и t + 0 будет учтена ав­
томатически).

Задача 2 Решите уравнение 2 5*+ 2 -1 0  • 5* 1- 3  = 0.

Решение Комментарий
1. Избавляемся от числовых слагав-

► 2 5 * -2 5 2 - 1 0 - —j--3  = 0, мых в показателях степеней.

52х • 5 -  2 • 5х -  3 -  0. 2. Приводим все степени (с пере-

Замена 5х = t дает уравнение менной в показателе) к одному 
основанию 5.

Ыг -  2t -  3=  0, tj = 1, t2 = -~ . 3. Выполняем замену 5х = t, реша-

Обратная замена дает 5х = 1, тогда ем полученное уравнение, произ­
водим обратную замену и решаем

х = 0 или 5 = — корней нет. полученные простейшие показа-

Ответ: 0. <1 тельные уравнения (а также учи­
тываем, что все преобразования 
были равносильными).

-pj r,X  + 3 с\Х п Х + 1  п хРешите уравнение Z - 3 = 3  -  Z .Задача 3

Решение Комментарий
► 2х • 23 -  3х -  3х • З1 +  2х = О, 

9 • 2х -  4 • 3х = 0 | : 3х Ф О,
2х 4 -3*9 • - — ——— = 0,
з* з*

9 . ( | ) ' - 4 = ° .

4 
9 

2 
3

х = 2.
Ответ: 2. <1

1. Избавляемся от числовых сла­
гаемых в показателях степеней, 
переносим все члены уравнения 
в одну сторону и приводим подоб­
ные члены.

2. Замечаем, что степени всех чле­
нов полученного уравнения 
9 • 2х -  4 • 3х = 0 (с основаниями 2 
и 3) одинаковые — х, следова­
тельно, это уравнение однород­
ное. Его можно решить делением 
обеих частей на наибольшую сте­
пень одного из видов выражений
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с переменной — или на 2 х, или 
на 3х. Учитывая, что З'г Ф  0 при 
всех значениях х, в результате 
деления на З'г получаем уравне­
ние, равносильное предыдущему 
(а значит, и данному).

При решении систем уравнений, содержащих показательные функ­
ции, чаще всего используются традиционные методы решения систем 
уравнений: метод подстановки и метод замены переменных.

Задача 4
\х + у = \,

Решите систему уравнений Г
4х + 4'" = 5.

Решение Комментарий
► Из первого уравнения системы 

у = 1 - х .
Тогда из второго уравнения полу­
чаем 4х +  41 х = 5, то есть

4 1 v
4х + —  = 5. Замена 4' = t дает 

4
4  „

уравнение t + — = 5, из которого

Если из первого уравнения вы­
разить у через X и подставить во 
второе уравнение, то получим по­
казательное уравнение, которое мы 
умеем решать (аналогично решению 
задачи 2).

Выполняя замену, учитываем, 
что t = 4х Ф  0. Тогда в полученном

получаем уравнение t2 -  5t + 4 = 
= 0, имеющее корни: tl = 1, t2 = 4. 
Обратная замена дает 4х = 1, тогда 
хг= 0, или 4х = 4, откуда х2= 1. 
Находим соответствующие значения 

у = 1 - х :  
если хг= 0, то г/х = 1; 
если х2= 1, то у2 = 0.

Ответ: (0; 1), (1; 0). <1

дробном уравнении t + j  = 5 знаме­

натель t Ф 0.
Таким образом, это дробное урав­

нение равносильно уравнению
t2 -  Ы + 4 = 0.

Гб* -  з" = і в.
Задача 5 Решите систему уравнений ж „

[52 - З 2 = 2 .

Решение Комментарий
X у_

► Замена 52 =и и Зг =v  дает си­
стему уравнений

и2 - V 2 =16, 
u - v  = 2.

X у_
Если обозначить Ъг = и и З2 = и, то

5х = и2 и 3м = V2.
Тогда данная система будет рав­

носильна алгебраической системе, 
которую легко решить.
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Из второго уравнения этой си­
стемы имеем и = 2 + V. Далее 
из первого уравнения получаем 
(2 +  v)2 -  v2 = 16. Отсюда v = 3, 
тогда и = 5.
Обратная замена дает уравнения: 

3 2 =3, тогда 2 = 1’ отсюДа У = 2;
X

5 2 =5, тогда — = 1, отсюда х = 2. 

Ответ: (2; 2). <1

После обратной замены получаем 
систему простейших показательных 
уравнений.

■  Вопросы для контроля

1. Объясните на примерах, как составить план решения показательных 
уравнений, которые не приводятся непосредственно к простейшим.

2. Какую замену переменных можно выполнить при решении уравне­
ния 42" +  2 • 4" -  3 = 0? Какое уравнение получается после замены?

3. Объясните, почему уравнения 5" = 7" и 22" +  3 • 2х • 5х -  4 • 52х = 0 явля­
ются однородными. Как можно решить эти однородные уравнения?

■  Упражнения

Решите уравнение (1—5). 
1°. 1) 52х + 4 - 5х -  5 = 0;

6 = 3;4) —5 -
5х - 3  5х +1

2. 1) 49" -  6 • 7х -  7 = 0; 

4) 3х +  З2 г = 10;

7) І О ^ - І О 1-*" =99;

3. 1°) 7х = 9х;
3) 2Х + 3 — 3х ~ + i _  2х

2) 62х -  5 • 6х -  6 = 0;
6 5

3) 3 -  2 *3 = 3;

5) = 2.
4 - 2  4 +1

2) 64" -  7 • 8" -  8 = 0; 3) 2х +  22 " = 5;

5) 2 +  4" = 80; 6) —
3* - з

8* ) 10sin2* +  10cos2*  = 11.

2°) 5 • 3" -  3 • 5" = 0;
4) 4" + 1 +  4 - 3 " =  3 "+2 -  4";

= 2;

5) 2х + 2Х + 1 + 2х + 2 = 2 • 5" +  5 "+1; 6) 4х - З ^ 2 =3* 2 - 2 2" -1
2х , г х о  г\2х , п  r\X ггх о  р г 2 х4. l ) 2 " + 2 ' - 5 ' - 2 - 5 " = 0 ;

3) 4х = 3 • 49" -  2 • 14";
5) 5 • 4" -  7 • 10" +  2 • 25" = 0.

5*. 1) 6" -  4 • 3" -  9 • 2" +  36 = 0;

2) 3 +  2 - 3 • 7 -  3 -7  = 0;
4) 4 • 9" -  7 • 12" +  3 • 16" = 0;

2) 5 -1 5 "  -  3 • 5" + 1 -  3 "+  3 = 0;
3) 4 - 2 0 " -  2 0 -5 "  1 +  5 -4 "+1 -  20= 0; 4) 8 " -  4" -  2 "+3 +  8 = 0.
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6. Решите графически уравнение:

1) 2 х = 3 -  х; 2 ) 3 * = ( | ) ' ;  3 ) Q = x + 3 ;  4) (|) =х + 1.

Проверьте подстановкой, действительно ли найденное значение х яв­
ляется корнем уравнения.

7 . Докажите, что уравнения, приведенные в задании 6, не имеют других 
корней, кроме найденных графически.

8. Решите систему уравнений:

ч \4Х+У =16,
2)

g2ii - x  _  J _

3)
\х + у  = 3,

1) 81 ’
[ б " 2-"-1 =1; Зх-у+г = 27; [2* + 2У = 6;

« \х; у - 2- 5*)
Гз* -2 '"  =77,

X у 6*)
I V  - 6 "  = 589
1 X у

[Зх- 3 !/ = 24; |32 -2 2 = 7 ; [52 +62 =31.

14.3. РЕШЕНИЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ

Т абл и ц а  20

1. График показательной функции у = ах (а >  0 и а ф 1)

а > 1 0 <  а < 1

У' 

1
У = а^У>

v і
\ У‘

.1
Ч ^ =  а

0
возрасч

X
гает У

0 х
бывает

2. С хем а р а в н о с и л ь н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  
п р о с т е й ш и х  п о к а за т е л ь н ы х  н е р а в е н ств

а > 1 0 <  а <  1

аПх) > ag(x) <=> f (х) > g (x) а/Ы) >  агИ ++ /  (х) <  g (х)

знак неравенства сохраняется знак неравенства меняется 
на противоположный

Примеры

2'г~3 >  4.
►2'г 3 >  22. Функция у = 2* является 
возрастающей, следовательно:

X -  3 >  2, X >  5.
Ответ: (5; + ° о ) .  < |

(0 ,7)xS >  0,49.
►(0,7)'Г~3 >  (0,7)2. Функция у = 0,7* 
убывающая, следовательно:

X -  3 <  2, X < 5.
Ответ: ( - ° ° ;  5). <1



186 Раздел 2 ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ

Окончание табл. 20
3. Решение более сложных показательных неравенств

Ориентир Пример

І. С помощью равносильных преоб­
разований (по схеме решения по­
казательных уравнений, табл. 54) 
данное неравенство приводится 
к неравенству известного вида 
(квадратному, дробному и др.). 
После решения полученного 
неравенства приходим к простей­
шим показательным неравен­
ствам.

4X+1 +  7 - 2 "  -  2 >  0.
►4'г • 4 +  7 • 2 'г -  2 >  0,

22х • 4 +  7 • 2 х -  2 >  0.
Замена 2х = t дает неравенство 

412 + 7t -  2 > 0, решения которого

і А  / +t < —2 или t > — —sc------- }4 2 \ ___ / 1 t
(см. рисунок).

Обратная замена дает 2х < —2 (ре­

шений нет) или 2х > —, откуда 
4

2х >  2~2, то есть х >  -2 .  
Ответ: ( -2 ; +°о). <|

II. Применяем метод интерва­
лов, приводя данное неравенство 
к виду /  (х) §  0 и используя схе­
му:

1. Найти ОДЗ.
2. Найти нули /  (х).
3. Отметить нули функции на ОДЗ 

и найти знак /  (х) в каждом из 
промежутков, на которые разби­
вается ОДЗ.

4. Записать ответ, учитывая знак 
неравенства.

3" +  4х >  7.
► Решим неравенство методом ин­

тервалов. Данное неравенство 
равносильно неравенству 

3 ' +  4х -  7 >  0. 
Обозначим /  (х) = З'г +  4х -  7.

1. ОДЗ: R.
2. Нули функции: /(х )  = 0.

З'г +  4х -  7 = 0. Поскольку функ­
ция /  (х) = З'г +  4х -  7 является 
возрастающей (как сумма двух 
возрастающих функций), то зна­
чение, равное нулю, она прини­
мает только в одной точке обла­
сти определения: х = 1 

(/(1) = З1 +  41 -  7 = 0).
3. Отмечаем нули функции на ОДЗ, 

находим знак /  (х) в каждом из 
промежутков, на которые разби­
вается ОДЗ, и записываем реше­
ние неравенства /  (х) >  0.

1 X

Ответ: (1; +оо). <|
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Объяснение и обоснование

Решение простейших показательных неравенств вида ах > Ъ (или 
ах < Ъ, где а > 0 и а ф 1) основывается на свойствах функции у = ах, ко­
торая возрастает при а > 1 и убывает при 0 <  а <  1. Например, чтобы 
найти решение неравенства ах > b при Ъ > О, достаточно представить Ъ 
в виде Ъ = ас. Получаем неравенство

ах > ас. (1)
При а >  1 функция а возрастает, следовательно, большему значению функ­

ции соответствует большее значение аргумента, поэтому из неравенства (1) 
получаем X > с (знак этого неравенства совпадает со знаком неравенства( 1)).

При О < а < 1 функция а? убывает, следовательно, большему значе­
нию функции соответствует меньшее значение аргумента, поэтому из 
неравенства (1) получаем х < с (знак этого неравенства противоположен 
знаку неравенства (1)).

Графически это проиллюстрировано на рис. 14.3.

Рис. 14.3

Например, чтобы решить неравенство 5'г > 25, достаточно предста­
вить это неравенство в виде 5х > 5 , учесть, что 5 >  1 (функция 5х возрас­
тающая, следовательно, при переходе к аргументам знак неравенства не 
меняется), и записать решение: х > 2.

Решение данного неравенства можно записывать в виде х > 2 или 
в виде промежутка (2; +°о).

Аналогично, чтобы решить неравенство достаточно предста­

вить это неравенство в виде ) > (l) ’ учесть, ЧТО “ <1 (функция
убывающая, таким образом, при переходе к аргументам знак неравен­
ства меняется на противоположный), и записать решение: х < 2.

Учитывая, что при любых положительных значениях а значение ах 
всегда больше нуля, получаем, что при Ъ < 0 неравенство ах < Ъ решений 
не имеет, а неравенство ах > Ъ выполняется при всех действительных 
значениях х.



188 Раздел 2 ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИИ

Например, неравенство 7х < —7 не имеет решений, а решениями не­
равенства 7х > —7 являются все действительные числа.

Обобщая приведенные выше рассуждения относительно решения про­
стейших показательных неравенств, отметим, что

при а >  1 неравенство аПх> > agw равносильно неравенству /  (х) >  g (х),
а при 0 <  а < 1 —  неравенству /  (х) <  g (х).
Коротко это утверждение можно записать так.

При а > 1 аПх) > аё(х) <=> f(x) >  8 (л") (знак неравенства сохраняется).
При 0 <  а < 1 а1(х) > fix) < g (х) ізнак неравенства меняется

на противоположный).
•  Чтобы обосновать равносильность соответствующих неравенств, до­

статочно заметить, что при а > 1 неравенства
аПх) >  ag(x\ (2 )
f i x ) > g ix )  (3)

могут быть верными только одновременно, поскольку функция у = а* 
при a >  1 возрастающая и большему значению функции соответствует 
большее значение аргумента (и наоборот: большему значению аргумента 
соответствует большее значение функции). Таким образом, все решения 
неравенства (2) (которые обращают его в верное числовое неравенство) 
будут и решениями неравенства (3), и наоборот: все решения неравен­
ства (3) будут решениями неравенства (2). А  это и означает, что неравен­
ства ( 2 ) и (3) равносильны.

Аналогично обосновывается равносильность неравенств аПх) > ае{х) 
и fix) “С g при О <  a <  1. о

В простейших случаях при решении показательных неравенств, как 
и при решении показательных уравнений, пытаются с помощью основ­
ных формул действий над степенями привести (если это возможно) дан­
ное неравенство к виду af{x) §  ае{х).

Для решения более сложных показательных неравенств чаще всего 
используют замену переменных или свойства соответствующих функций 
(эти методы рассмотрены в § 20).

Заметим, что аналогично решению показательных уравнений все 
равносильные преобразования неравенства всегда выполняются на его 
области допустимых значений (общей области определения для всех 
функций, входящих в запись этого неравенства). Для показательных не­
равенств достаточно часто областью допустимых значений (ОДЗ) являет­
ся множество всех действительных чисел. В этих случаях, как правило, 
ОДЗ явно не находят и не записывают в решение неравенства (см. далее 
задачу 1). Но если в процессе решения показательного неравенства рав­
носильные преобразования выполняются не на всем множестве действи­
тельных чисел, то в этом случае приходится учитывать ОДЗ (см. далее 
задачу 2).



§ 14. Решение показательных уравнений и неравенств 189

■  Примеры решения задач

Задача 1 Решите неравенство (0,6)* 7*+6>1

Решение Комментарий

► (о,б)*2 7*+в >(0 ,6)°.
Поскольку функция у = (0,6)* убы­

вающая, то хг -  7х + 6 < 0.
Отсюда 1 < х < 6 (см. рисунок).

яГ

Ответ: [1; 6]. <1

Запишем правую часть неравен­
ства как степень числа 0,6: 1 = (0,6) .

Поскольку 0,6 <  1, то при пере­
ходе от степеней к показателям знак 
неравенства меняется на противо­
положный (получаем неравенство, 
равносильное данному).

Для решения полученного квад­
ратного неравенства используем 
графическую иллюстрацию.

Задача 2 Решите неравенство 3^* - З 2 ^  < 8

Решение Комментарий
► ОДЗ: х > 0 .

3^ _ _ з 1 <8>

Замена 3^  - t  (t > 0) дает нера-
Q

венство t —  < 8 , равносильное нера-

Поскольку равносильные преоб­
разования неравенств выполняются 
на ОДЗ исходного неравенства, то 
зафиксируем эту ОДЗ. Используя

dUформулу au~v = — , избавляемся от
av

числового слагаемого в показателе
венству ^ 0 .

Поскольку t > 0, получаем 
t2 — 8t — 9 < 0. Отсюда —1 < t < 9. 
Учитывая, что t > 0, имеем 

0 < t < 9 .
Выполняя обратную замену, 

получаем 0<3 ' ^ ' < 9 .  Тогда 3 ^ *< 3 2.

Функция у = 3* возрастающая, 
таким образом, л /х < 2 . Учитывая 
ОДЗ, получаем

0 < х < 4.

Ответ: [0; 4]. <1

степени и получаем степени с одним 
основанием 3, что позволяет ввести 
замену 3 ^  = t, где t > 0.

В полученном неравенстве зна­
менатель положителен, поэтому это 
дробное неравенство можно приве­
сти к равносильному ему квадрат­
ному.

После выполнения обратной за­
мены следует учесть не только воз­
растание функции у = 3\ но и ОДЗ 
исходного неравенства.
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Задача 3 Решите неравенство 22х + 1 -  5 • 6'r +  32r + 1 >  0.

Решение Комментарий
► Решим неравенство методом ин­

тервалов. Обозначим
/  (х) = 22х+1 -  5 • 6'г +  32jr+1.

1. ОДЗ: R.
2. Нули функции: /( х )  = 0.

22x + 1 -  5 - 6 r +  32х + 1 = 0,

22г • 2 -  5 • 6 Г +  32г -3 = 0,

2 • 22г -  5 • 2 х • 3х + 3 • 32г = 0 1: 32г ф 0,

2-(1) - 5- ( 1 ) + 3=°-

Замена j = t. Получаем 

2t2 — 5t + 3 = 0, ti = 1, t2= - .  Обрат-

2 2 1 - 3нал замена дает: 1-І - I  или lg l — ^
Отсюда х = 0 или х = —1.

3. Отметим нули функции на ОДЗ, 
находим знак /  (х) в каждом из 
полученных промежутков и за­
писываем решения неравенства 
/  (х) >  0.

Ответ: ( - ° ° ;  -1 )  U (0; +°о). <|

Данное неравенство можно ре­
шать или приведением к алгебраи­
ческому неравенству, или методом 
интервалов. Для решения его мето­
дом интервалов используем схему, 
приведенную в табл. 20.

При нахождении нулей функции 
приведем все степени к двум осно­
ваниям (2 и 3), чтобы получить од­
нородное уравнение. Это уравнение 
решается делением обеих частей на 
наивысшую степень одного из видов 
переменных — на 3 г.

Учитывая, что 32х Ф 0 при всех 
значениях х, в результате деления 
на 32г получаем уравнение, равно­
сильное предыдущему.

Разумеется, для решения данно­
го неравенства можно было учесть, 
что 32г >  0 всегда, и после деления 
данного неравенства на 32г и замены

—J =t получить алгебраическое не­

равенство.

Решите неравенство (З* -  9W x 2 - 2 х - 8  < 0. 

Комментарий
Данное нестрогое неравенство также удобно решать методом интер­

валов. При этом следует учитывать, что в случае, когда мы решаем не­
строгое неравенство /(х )  < 0, все нули функции /(х )  должны войти 
в ответ.

Задача 4
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Решение

► Обозначим f  (х) = (З* -  9)л1х2 - 2 х - 8 .
1. ОДЗ: х2 -  2х -  8 > 0. Тогда х < - 2  или х > 4

(см. рисунок).
2. Нули функции: / ( х )  = 0.

(З* - 9 W x 2 - 2 х - 8  = 0. Тогда Зг -  9 = 0 или Vx2 -  2 х - 8  = 0. Из перво­
го уравнения: х = 2 — не принадлежит ОДЗ, а из второго: х х = -2 ,
х2 = 4.

3. Отмечаем нули /  (х) на ОДЗ, находим знак /  (х) 
в каждом из промежутков, на которые разби­
вается ОДЗ, и записываем решение неравен­
ства /  (х) < 0.

Ответ: ( - ° ° ;  -2 ]  или х = 4. <1

Вопросы для контроля

1. Объясните, в каких случаях показательные неравенства ах > Ь и ах <  Ъ 
(где а > 0 и а Ф 1) имеют решения. В каких случаях данные неравен­
ства не имеют решений? Приведите примеры, проиллюстрируйте их 
графически.

2. Какому неравенству равносильно показательное неравенство аПх) > аг( г) 
при а >  1? при 0 <  а <  1? Приведите примеры.

■  Упражнения

1. Решите неравенство (1—4). 

1°) 2х >  1; 2°) 2х > - ;  
'  2

3) 3х >  0;

51 і  >9 ;

9*) (0,3) х~3 <1 ;

6) (і) < 4 ; 7°) 5х > 2 5 л/Е;
х 2 - 9 х + 8

10 ) (1,3) > 1 .

4) ( І )  <0;
( \ х -2

7 <16;

2- 1) ~ ^ > ь
2°) З г+2 +  З г 1 <  28; 3) 32х + 1 +  8 • 3х -  3 > 0;

4) 62* 1 • 6* -  4 < 0; 5) 4х -  2Х + 1 -  8 >  0; 6) 9 Г -  12 • Зг +  27 < 0.
3

3. 1) 3х > 5х;
3*) 22x+1 -  5 - 6 r +  32х+1 > 0;

41 1) (2* -  2) -\/х2 -  х -  6 > 0;

3) V6- 3 * - 2 > 3 *  + 1;

2) 7Г~1 < 2Х~К,
4*) 5 • 32г +  15 • 52г_1 < 8 - 1 5 1  

2) (3* 2-1)Vx 2- 2 x - 8 < 0 ;

4) л/2 • 5*+1 - 1  > 5* + 2.
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§ 1 5 ЛОГАРИФМ ЧИСЛА. СВОЙСТВА ЛОГАРИФМОВ

Та бл и ца  21
1. Логарифм числа

Определение Примеры

Логарифмом положительного чис­
ла Ь по основанию а (а >  0, а Ф 1) 
называется показатель степени, 
в которую необходимо возвести а, 
чтобы получить Ъ.

О б о з н а ч е н и е :  logafc.

1) log416 = 2, поскольку 42 = 16;

2) log7V 7 = ^ , так как 72 =л/7;

3) lg 1000 -  3, поскольку
103 = 1000.Десятичный логарифм — это лога­

рифм по основанию 10.
О б о з н а ч е н и е :  log10fc = lg Ъ.

Натуральный логарифм — это ло­
гарифм по основанию е (е — ирра­
циональное число, приближенное 
значение которого: в ~ 2,7).

О б о з н а ч е н и е :  logefc = In Ъ.

4) ln-L = -2 , так как е~2 = \ .
е е

2. Основное логарифмическое тождество

а1ов°ь=Ь , 
а > 0, а Ф 1, b > 0

1) 3logsB = 5; 2) 10lg2 = 2.

3. Свойства логарифмов и формулы логарифмирования 
(а > 0, а Ф 1, х > 0, у > 0)

1) log01 = 0 Логарифм единицы по любому осно­
ванию равен нулю.

2) log0 а = 1

3) log0 (ху) = log0 x +  log0 у
Логарифм произведения положи­
тельных чисел равен сумме лога­
рифмов множителей.

4) 1°ё а̂  = 1оёах - 1° ё ау
Логарифм частного положитель­
ных чисел равен разности логариф­
мов делимого и делителя.

5) log,, хл = п log,, X
Логарифм степени положительного 
числа равен произведению показа­
теля степени на логарифм основа­
ния этой степени.
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Окончание табл. 21
4. Формула перехода к логарифмам с другим основанием

, log, X
loga x = log,, a

a >  0, а Ф 1, b >  0, b Ф 1, x  >  0

Следствия

log“ b logba logab = logaibk

■  Объяснение и обоснование

1. Логарифм числа. Если рассмотреть равенство 23= 8, то, зная любые 
два числа из этого равенства, мы можем найти третье:

Данное Что Что Запись Названиеравенство известно находим

числа 2 и 3 число 8 8 = 23 степень

2s = 8 числа 8 и 3 число 2 2 = ^/8
корень тре-

тьей степени

числа 8 и 2 число 3 3 = log2 8 логарифм

Первые две операции, представленные в этой таблице (возведение 
в степень и извлечение корня тг-й степени), нам уже известны, а с тре­
тьей — логарифмированием, то есть нахождением логарифма данного 
числа, мы ознакомимся в этом параграфе.

В общем виде операция логарифмирования позволяет из равенства 
ах = b (где b > 0, а > 0, а Ф 1) найти показатель степени х. Результат вы­
полнения этой операции обозначается logafc. Таким образом,

логарифмом положительного числа Ь по основанию а (а > 0, а Ф 1) 
называется показатель степени, в которую необходимо возвести а, 
чтобы получить Ь.
Например: 1) log28 = 3, так как 23 = 8;

2) log х I —1 = 2, поскольку
2 \ 4 /

3) log4| ~ j = -2 , потому что 4~2= ^ .

Отметим, что при положительных а и Ъ (а + 1) уравнение ах = b всегда 
имеет единственное решение, поскольку функция у = ах принимает все 
значения из промежутка (0; + оо ) и при а >  1 является возрастающей, 
а при 0 < а < 1 — убывающей (рис. 15.1).
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■>
О х О х

а б
Рис. 15.1

Итак, каждое свое значение Ъ >  0 функция ах принимает только при 
одном значении х. Следовательно, для любых положительных чисел Ъ 
и а (а Ф 1) уравнение ах = Ъ имеет единственный корень х = logab.

При Ь < 0 уравнение ах = Ь (а > 0, а Ф 1) не имеет корней, таким об­
разом, при Ъ < 0 значение выражения log,, b не существует.

Например, не существуют значения log3(-9 ) , log! (-7), log20.

Отметим, что логарифм по основанию 10 называется десятичным 
логарифмом и обозначается lg.

Например, log107 = lg 7, lg 100 = log10100 = 2.
В недалеком прошлом десятичным логарифмам отдавали предпочте­

ние и составляли очень подробные таблицы их значений, которые исполь­
зовались в различных вычислениях. В эпоху всеобщей компьютеризации 
десятичные логарифмы утратили свою ведущую роль. В современной 
науке и технике широко используются логарифмы, основанием которых 
является особенное число е (такое же знаменитое, как и число тг). Число 
е, как и число и, — иррациональное, е = 2 ,718281828459045... .

Логарифм по основанию е называется натуральным логарифмом 
и обозначается In.

Например, log„7 = In 7, In - = log -  = -1 .
e e

2. Основное логарифмическое тождество. По определению логарифма, 
если logafc = х, то ах = Ь (а >  0, a + 1, Ь > 0). Подставляя в последнее ра­
венство вместо х его значение, получаем равенство, которое называется 
основным логарифмическим тождеством:

3. Свойства логарифмов и формулы логарифмирования. Во всех при­
веденных ниже формулах а > 0 и а + 1.
О 1) Из определения логарифма получаем, что

2

а°ЄаЬ =Ъ , где a > 0 ,  а ^ 1, 6 >  0.

loga 1 = 0 ,
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поскольку а0 = 1 (при а >  0, а Ф 1). Таким образом, 
логарифм единицы по любому основанию равен нулю. 

2) Поскольку а1 = а, то
loga а = 1 .

3) Чтобы получить формулу логарифма произведения ху (х > О, у > 0), 
обозначим loga X = и и loga у = V. Тогда по определению логарифма

X = аи и у = a". (1)
Перемножив почленно два последних равенства, имеем ху = au + v. По 
определению логарифма и с учетом введенных обозначений из по­
следнего равенства получаем loga (ху) = и + v = loga х +  loga у.
Таким образом,

log,, (ху) = log,, X +  log,, у . (2)

Логарифм произведения положительных чисел равен сумме логариф­
мов множителей.

4) Аналогично, чтобы получить формулу логарифма частного — (х > 0,
У

у > 0), достаточно разделить почленно равенства (1). Тогда — = au~v.
у

По определению логарифма и с учетом введенных обозначений из по-
ОСследнего равенства получаем loga — = и -  v = loga х - lo g a у. Таким об­

разом, _________________________

logâ  = logax -lo g ay

Логарифм частного положительных чисел 
мов делимого и делителя.

5) Чтобы получить формулу логарифма степени х" (где х > 0), обо­
значим logax=u . По определению логарифма х = аи. Тогда х" = али, 
и по определению логарифма с учетом обозначения для и имеем 
logaX" = пи = п logaх. Таким образом,_____

loga X11 = П 10g„ *  . (4)

Логарифм степени положительного числа равен произведению пока­
зателя степени на логарифм основания этой степени. О

Учитывая, что при х > 0 >/х = х ” , по формуле (4) имеем:
/— 1 1logoyx = logax ” = —logax. Иными словами, при х > 0 можно воспользо­

ваться формулой

logaV x = i lo g ax

( 3 )

равен разности логариф-
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(запоминать эту формулу не обязательно, при необходимости можно запи­
сывать корень из положительного числа как соответствующую степень).

З а м е ч а н и е . Иногда приходится находить логарифм произведения 
ху и в том случае, когда оба числа х н у  отрицательны (х < О, у < 0). 
Тогда ху > 0 и loga(xy) существует, но формулой (2) воспользоваться 
нельзя — она обоснована только для положительных значений х н у .  
В случае ху > 0 имеем ху = \ х \ • \ у |, и теперь | х \ >  0 и | у \ > 0. Таким 
образом, для логарифма произведения | х | • | у | можно воспользоваться 
формулой (2). Поэтому при х <  0 и у < 0 можем записать:

1° ga(xy) = loga(| *H  У І) = loga|x| +  log j y\.
Отметим, что полученная формула справедлива и при х > 0 и у > 0, 

поскольку в этом случае | х \ = х и | у | = у. Таким образом,

при ху > 0 1°ga(xy) = logj х\ + loga\y

Аналогично можно обобщить и формулы (3) и (4):

( 2')

X  ̂ ппри — >0
У

при х + 0

log0-  = log0|x|-log0|j/|

logax2k = 2kloga\x\ ■

(З')

(4')

4. Формула перехода к логарифмам с другим основанием
9  Пусть logax = и (х > 0, а > 0, а + 1). Тогда по определению логарифма 

a" = х. Прологарифмируем обе части последнего равенства по основа­
нию Ъ (Ъ > 0, Ъ Ф 1). Получим logba“ = log6x.
Используя в левой части этого равенства формулу логарифма степени,

X
имеем u\ogba = log&x. Тогда и - — — . Учитывая, что и -  logax, получаем

logb а

где а > 0, а Ф Ъ > 0, Ъ Ф х > 0. 
Таким образом, логарифм положительного числа х по одному основа­

нию а равен логарифму этого же числа х по новому основанию Ъ, делен­
ному на логарифм прежнего основания а по новому основанию Ъ. О

С помощью последней формулы можно получить следующие сл е д с тв и я .
l o g 6 Ь

1) log о = --------. Учитывая, что log f̂c = 1, имеем
l o g 6 а

1о §аЬ = logba

где а > 0, а Ф Ъ > 0, Ъ Ф
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2) Аналогично, учитывая формулу перехода от одного основания ло­
гарифма к другому и формулу логарифма степени, получаем (при 
кФ 0)

lo g , bk =
log„Ь felog Ь

l°g„ а k = log0fe-

Записав полученную формулу справа налево, имеем

logeb = logeib*

где а > 0, а Ф 1, b > 0, b Ф 1, к Ф 0.

Примеры решения задач

Задача 1 Вычислите: 1) log5125; 2) logx 3.
27

Решение Комментарий
1) ► log5125 = поскольку 

53 = 1 2 5 ;<

2) ► logx 3 = - i ,
27 6

так как 

1 1
з . <

Исходя из определения логариф­
ма, необходимо подобрать такой 
показатель степени, чтобы при воз­
ведении основания логарифма в эту 
степень получить число, стоящее 
под знаком логарифма.

Задача 2 Запишите решение простейшего показательного уравне­
ния:

1) 5 Г = 3; 2>( ї
) =Ю ; 3 )1 0 * =  і .

Решение Комментарий
По определению логарифма: 

1) ► X = log53.<l
Для любых положительных чисел 

Ь и а (а Ф 1) уравнение ах = Ь имеет

2) ►х = log110. <|
3

единственный корень. Показатель 
степени х, в которую необходимо

3) ►x = l g i .  < возвести основание а, чтобы полу­
чить Ъ, называется логарифмом Ъ по 
основанию а, поэтому х = logab.

Задача 3 Выразите логарифм по основанию 3 выражения (где

а > 0 и Ь >  0) через логарифмы по основанию 3 чисел а 
и Ъ. (Коротко говорят так: «Прологарифмируйте данное 
выражение по основанию 3».)
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Решение Комментарий

► logg вГ = logg J =
<ь ь-5

= logg (З3а2) -  logg Ь5 =

= l0gg(33) + logg а2 -  logg № =

= 3 logg 3 + 2  logg a -  і  logg b =

= 3 + 2 logg a ~ log3 b. <|

Сначала запишем выражения, 
стоящие в числителе и знаменателе 
данного выражения, как степени чи­
сел и букв. Далее учтем, что лога-

0 3  2
_ 3 а

рифм частного j положительных
ъъ

чисел равен разности логарифмов 
числителя и знаменателя, а затем то, 
что логарифм произведения (З3а2) ра­
вен сумме логарифмов множителей.

Задача 4 Известно, что log25 = a, log2 7 = Ъ. Выразите log2700 через
a и b.

Решение Комментарий
► log2 700 = log2(7 • 52 • 22) =

= log2 7 +  log2 52 +  log2 22 =

= log2 7 +  2 log2 5 +  2 log2 2 = 

= b +  2a +  2. +1

Сначала представим число 700 
как произведение степеней данных 
чисел 5 и 7 и основания логариф­
ма 2, а далее используем свойства 
логарифмов и подставим в полу­
ченное выражение значения log2 5 
и log2 7.

Задача 5" Прологарифмируйте по основанию 10 выражение
С

Решение Комментарий
,3

► Если > 0, t o

Поскольку логарифмы существу­
ют только для положительных чи-

l g ^ -  = lg|afc3 |-lg|c2| =

= l g ( | a | - | b 3l) -  l g | c | 2 =
= lg I a I +  lg I bs I -  2 lg I с I =
= lg I a I +  3 lg I b I -  2 lg I c |. <1

сел, то мы можем прологарифмиро­
вать данное выражение только

аЬЪв случае, когда —̂ -> 0 .
С

Из условия не следует, что в дан­
ном выражении значения а, Ъ, с по­
ложительны. Поэтому будем поль­
зоваться обобщенными формулами 
логарифмирования (2 '-4 '), а также 
учтем, что | abs \ = \ а \ • \ bs |, | bs \ = \ Ъ |3,
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Иногда приходится искать выражение, зная его логарифм. Такую 
операцию называют потенцированием.

Задача 6 Найдите х по его логарифму:
1) lg X = lg 5 -  2 lg 3 +  3 lg 2;

2) log0 х = ~ log0  ̂+ 5 log„ с -  log0 p.

Решение Комментарий
1) ► lg X = lg 5 -  2 lg 3 +  3 lg 2,

lg x = lg 5 -  lg 3 +  lg 2 ,

lg x = lg 5-2°
X = -

5-2° 40
<

2) ► log0 x = ~ log0  ̂+ 5 log„ c -  log0 p,

log я X = log0 b2 + log0 c B -  log0 p,

log0x = log,
1

t 9 5 Ьлс b2cX = — . <|

Пользуясь формулами логариф­
мирования справа налево, запи­
шем правые части данных равенств 
в виде логарифма какого-либо выра­
жения.

Из полученного равенства
logax = lo gaM  (1)

получаем х = М
(как будет показано в § 34, значе­
ние х, удовлетворяющее равенству 
(1), — единственное).

Задача 7я Вычислите значение выражения
т logs 4

Решение Комментарий

► Поскольку log^5 1°£б 5 
logB л/з

1 2= ----------= -------- , ТО
| lo g B3 logB3

k ^ 5  = ~ 2 _  = 2 І0§5 3 = І0§ 5 32 = І0§5 9' 
l°g53 

Кроме того,

\  logs 4  = log5 4 2  = log5 4 1  = logB 2. 

Тогда 4 + \  logB 4 = logB 9 + logB 2 =

= logB(9 • 2) = logB18.
4 1

Итак, 5І0ЗДВ + 2І0!?з4= 5 І0!гз18=18.<І

Попытаемся привести показатель 
степени данного выражения к виду 
logBfc, чтобы можно было воспользо­
ваться основным логарифмическим 
тождеством:

5log3b=fc.
Для этого перейдем в показателе 

степени к одному основанию лога­
рифма — 5.
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■  Вопросы для контроля

1. Дайте определение логарифма положительного числа b по основа­
нию а (а > 0, а Ф 1).

2. Какой логарифм называют десятичным логарифмом? какой натураль­
ным логарифмом? Приведите примеры записи и вычисления таких 
логарифмов.

3. 1) Запишите основное логарифмическое тождество. Приведите при­
меры его использования. 2*) Обоснуйте основное логарифмическое 
тождество.

4. 1) Запишите и сформулируйте формулы логарифмирования. Приведите 
примеры их использования. 2*) Обоснуйте формулы логарифмиро­
вания.

5. 1) Запишите формулу перехода от одного основания логарифма к дру­
гому. Приведите примеры ее использования. 2*) Обоснуйте формулу 
перехода от одного основания логарифма к другому.

6*. Можно ли в том случае, когда значения х и у оба отрицательны, про­

логарифмировать выражения: ху,  — , Xі? Как это сделать? Обоснуйте
у

соответствующие формулы.

Упражнения

1°. Проверьте, верно ли равенство:
l ) lo g 216 = 4; 2) log327 = 3;

4) lo g ^ 4  = 4; 5) log i 8 = -3 ;

3) l°g2“  = -2;

6) log0 ,2 0,008 = 3.

2. Вычислите:

1°) log525; 2°) log464; 3°) log3^; 4°) logeV6;

5) l o g ^ ;  6°) logl 1; П  log 2ф>Ш; 8*) log7# W ;
1 1  7

9і) 1о§ 7 +4^  (7 -  4 л/З) 10*) log9_4̂ (9  + 4 Vs).
3°. Пользуясь определением логарифма, запишите решение простейшего 

показательного уравнения:

1) 4" = 9; 2) ( i j  =15; 3) 10* = 11; 4) 5* = 19; 5) 0,2* = 0 ,7 ; 6) е* = 3.

4. Пользуясь основным логарифмическим тождеством, упростите выра­
жение:

1) 5log37; 2) 3logs4; 3) л / з ^  3; 4) 3,5log8-313; 5і) 71+log? 6і )  (і
l o g ! 6  -  2
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5. Прологарифмируйте данное выражение по заданному основанию, 
зная, что а > 0, Ъ >  0, с >  0:

1 °) 1 0 а2 3 с4 по основанию 1 0 ;

3°) агс по основанию е; 

5°) 9а’Щ  по основанию 3;

ОД а 2Ь52)  7—  по основанию 1 0 ;

4)

С 
1 2 

а 2Ъ3
2

С
по основанию е\

2

«Ч “ B&4 Qо) — — по основанию 3.
Л

6 я. Прологарифмируйте данное выражение по основанию 10, зная, что 
ab > 0  и с Ф 0 :

1) a W ;  2) 3)
М

2 ’
5

4) 100 ЧаЪс2.

7. Известно, что log5 2 = a, log53 = b. Выразите через а и b:
1) logs 15; 2) log5 12; 3 )lo g 530; 4 )lo g 572.

8 . Найдите x, если:
1) log6X = 3 log62 +  0,5 log625 -  2 log6 3;

2) lgx = -lg(5a)-21gfe+51gc;
3

3) lgx = 31gni + | l g n - i l g p ;

4) log3 x = ^ log3 8 - 2  log3 2 0 -3  log3 2.

9. Замените данный логарифм логарифмом по основанию 3:
1) log^a; 2) log0 a; 3) log^a; 4 ) lo g ^ a ; 5) log2 a.

3 9

10я. Вычислите значение выражения:
- Д°8в27

1) б10̂ 6
3) log4 5 logs6  l°g67 log732;

Tlog3ie
2) 3loĝ 3
4) log910 l g l l  logn 12 log1227;

5) ( 81^^loge4 + 25log- 8) • 49log' 2; 6 ) 15 log 4 ( W • ^  • 5loĝ ) .

11я. Найдите:
1 ) log8 9, если log1218 = a;
2) log915, если log4525 = a;
3) log1 7 5  56, если log147 = a и log514 = b;
4) log1 5 0 200, если log2050 = a и log320 = b.
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§ 1 6 ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ, ЕЕ СВОЙСТВА И ГРАФИК

Т абл и ца 22

О п р е д е л е н и е . Логарифмической функцией называется функция вида 
у = log,, х, где а >  0, а Ф 1.

1. График логарифмической функции

Функции у = ах и у = logax (а > 0, а ї  1) — взаимно обратные функции, 
поэтому их графики симметричны относительно прямой у = х.

2. Свойства логарифмической функции

1. Область определения: х >  0.

2. Область значений: R.

D (loga х) = (0; +оо)

E(logax) = R
3. Функция ни четная, ни нечетная.
4. Точки пересечения с осями координат:

с осью Оу

5. Промежутки возрастания и убывания:

нет с осью Ох У = о,
х = 1

а > 1 0 <  a <  1
функция loga X возрастает 

на всей области определения
функция loga X убывает 

на всей области определения
6. Промежутки знакопостоянства:

а > 1 0 <  a <  1
у = logax >  0 при X > 1, 
у = logax <  0 при 0 <  х < 1

у = logax >  0 при 0 <  X <  1, 
у = logax <  0 при X > 1

7. Наибольшего и наименьшего значений функция не имеет
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Окончание табл. 22

8 . 1 ogaa = 1
loga(wi>) = logau + logai> (и > 0, v > 0) 

loga ̂  = loga и -  loga v (и > О, V > 0)

ІОgau" = n logau (u >  0)

■  Объяснение и обоснование
1. Понятие логарифмической функции и ее график. Логарифмической 
функцией называется функция вида у = logax, где а > 0, а Ф 1.

Покажем, что эта функция является обратной функции у = ах.
•  Действительно, показательная функция /  (х) = ах при а > 1 возрастает 

на множестве R, а при 0 <  a <  1 — убывает на множестве R. Область 
значений функции f (х) =  ах —  промежуток (0; + о о ) .  Таким образом, 
функция /  (х) обратима и имеет обратную функцию с областью опре­
деления (0; + о о )  и областью значений R. Напомним, что для записи 
формулы обратной функции достаточно из равенства у = f (х) выра­
зить х через у и в  полученной формуле х = g (у) аргумент обозначить 
через х, а функцию — через у.
Тогда из уравнения у = ах (а > 0, а Ф 1) по определению логарифма полу­
чаем х = loga г/ — формулу обратной функции, в которой аргумент обо­
значен через у, а функция — через х. Изменяя обозначения на традици­
онные, имеем формулу у = logax — функции, обратной функции у = ах. О  
Как известно, графики взаимно обратных функций симметричны от­

носительно прямой у = х. Таким образом, график функции у = logax 
(a >  0, a Ф 1) можно получить из графика функции у = ах симметричным 
отображением его относительно прямой у = X. На рис. 16.1 приведены 
графики логарифмических функций при a >  1 и при 0 <  a <  1. График 
логарифмической функции называют логарифмической кривой.

Рис. 16.1
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2. Свойства логарифмической функции. Свойства логарифмической 
функции, указанные в п. 8 табл. 22, были обоснованы в § 15. Другие 
свойства прочитаем из полученного графика функции у = logax и обо­
снуем, опираясь на свойства функции у = ах.

Поскольку область определения прямой функции является областью 
значений обратной, а область значений прямой функции — областью 
определения обратной, то, зная эти характеристики для функции у = ах, 
получаем соответствующие характеристики для функции у = loga х:

Характеристика
Функция

у = ах у = loga X
Область определения R (0; +оо)

Область значений (0; +оо) R

1. Областью определения функции у = log,,* является множество R , 
всех положительных чисел (х >  0).

2. Областью значений функции у = logax является множество R всех 
действительных чисел (тогда функция у = loga х не имеет ни наи­
большего, ни наименьшего значений).

3. Функция у = logax не может быть ни четной, ни нечетной, поскольку 
ее область определения не симметрична относительно точки 0.

4. График функции у = log,,* не пересекает ось Оу, так как на оси Оу 
х = 0, а это значение не принадлежит области определения функции 
y = logax.
График функции у = logax пересекает ось Ох в точке х = 1, посколь­
ку logal  = 0 при всех значениях а (а >  0, а + 1).

5. Из графиков функции у = logax, приведенных на рис. 16.1, видно, 
что

при а >  1 функция у = log,, х возрастает на всей области определе­
ния, а при 0 <  а < 1 убывает на всей области определения.

О Обоснуем это, опираясь на свойства функции у = ах.
Например, при а >  1 возьмем х2 > х1 >  0. По основному логарифми­
ческому тождеству можно записать: x1=alog“Xl, x2=alogaX2. Тогда,

учитывая, что х2> х1г имеем aloSaX2 > al0SaXl. Поскольку при а > 1 
функция у = ах является возрастающей, то из последнего неравенства 
получаем loga х2 > logax1. А  это и означает, что при а > 1 функция 
у = logax возрастает на всей области определения.
Аналогично можно обосновать, что при 0 <  а <  1 функция у = logax 
убывает на всей области определения. О

6) Промежутки знакопостоянства. Поскольку график функции 
у = logax пересекает ось Ох в точке х = 1 (logol  = 0), то, учитывая воз­
растание функции при а > 1 и убывание при 0 <  а <  1, имеем:
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Значение функции
Значение аргумента

при а > 1 при 0 < а < 1

У >  о X е (1 ; +оо) X є (0 ; 1)

У < о х є (0; 1) X є (1 ; +оо)

Примеры решения задач

Задача 1 Найдите область определения функции:
1) у = log5(3 -  х); 2) г/= logi (х2 + З); 3) у = log7(x2 х).

Решение Комментарий
1) ► Область определения функ­

ции у = log5(3 -  х) задается нера­
венством 3 -  X > 0. Отсюда X <  3, 
то есть D (у) = (—°° ; 3). <1

2) ► Область определения функ­
ции у = logj (х2 + З) задается не-

3
равенством х2 + 3 >  0. Это нера­
венство выполняется при всех 
действительных значениях х. 
Таким образом, D (у) = R. <1

3) ► Область определения функции 
у = log7(x2 -  х) задается квадрат­
ным неравенством х2 -  х > 0. 
Решая его, получаем х <  0 или 
х > 1 (см. рисунок), То есть 
D(y) = ( - ° ° ;  0) U (1; +оо).<

Поскольку выражение, стоящее 
под знаком логарифма, должно быть 
положительным, то для нахождения 
области определения данной функ­
ции необходимо найти те значения 
аргумента х, при которых выраже­
ние, стоящее под знаком логариф­
ма, будет положительным.

Задача 2 Изобразите схематически график функции:
l ) y  = log2x; 2) J/ = logi x.

2

Комментарий
Область определения функции y = logax — значения х >  0, следова­

тельно, график этой функции всегда расположен справа от оси Оу. Этот 
график пересекает ось Ох в точке х = 1 (loga 1 = 0).

При а > 1 логарифмическая функция возрастает, таким образом, гра­
фиком функции у = log2x будет логарифмическая кривая, точки которой 
при увеличении аргумента поднимаются.

При 0 < а < 1 логарифмическая функция убывает, таким образом, 
графиком функции y  = l o g 1x  будет логарифмическая кривая, точки ко-

2
торой при увеличении аргумента опускаются.
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Чтобы уточнить поведение графиков данных функций, найдем коор­
динаты нескольких дополнительных точек.

Решение

►у = log2 X

У‘
2
1

X 1 1
2

2 4

У 0 -1 1 2
-1

—

to rfi.
-

У\
\ X 1 1 2 4

► y = log1 X 1 \ 2

2
—V—і---------1------ >
0 ї \ 2  4 х

-1
-2 У 0 1 -1 -2

<

<

Задача 3" Изобразите схематически график функции у = log3 | х — 2

Решение Комментарий
► Последовательно строим графики: Составим план последовательного 

построения графика данной функ­
ции с помощью геометрических пре­
образований.
1. Можно построить график функ­

ции у = f (х) = log3 х (основание 
логарифма а = 3 >  1 — логариф­
мическая функция возрастает).

2. Затем можно построить график 
функции

У = g ( x )  = log3 I х I =  / (I х І) 
(справа от оси Оу график функ­
ции /(х )  остается без изменений, 
и эта же часть графика отобража­
ется симметрично относительно 
оси О у).
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3.

<

3. После этого можно построить 
график данной функции

У = log3 | х -  2 | = g (х -  2)
параллельным переносом графи­
ка функции g (х) вдоль оси Ох на 
2 единицы.

Задача 4 Сравните положительные числа Ъ и с, зная, что:
1) log3fc >  log3 с; 2) log036 >  log0,з с.

Решение Комментарий
1) ►Поскольку функция у = log3x 

возрастающая, то для положи­
тельных чисел Ь и с из неравен­
ства log3 b >  log3 с получаем

b > с. < I
2) ► Так как функция у = log03x 

убывающая, то для положитель­
ных чисел Ь и с из неравенства 
log0,3 Ъ > log0,3 с получаем

b < с. < I

В каждом задании данные выра­
жения — это значения логарифмиче­
ской функции у = loga X в точках Ъ и с.

Используем возрастание или убы­
вание соответствующей функции:
1) при а = 3 >  1 функция у = log3 х воз­

растающая, и поэтому большему 
значению функции соответствует 
большее значение аргумента;

2) при а = 0,3 <  1 функция у = log03x 
убывающая, следовательно, боль­
шему значению функции соот­
ветствует меньшее значение ар­
гумента.

Задача 5 Сравните с единицей положительное число а, зная, что
loga 6 <  0.

Решение Комментарий
► Поскольку 6 >  1, а из условия 

получаем, что loga6 <  0 = loga 1 
(то есть loga 6 <  loga 1), то функ­
ция y = \ogax убывающая, поэто­
му 0 <  a <  1. <1

Числа loga6 и 0 — это два значе­
ния функции logax. Исходя из дан­
ного неравенства, выясняем, явля­
ется эта функция возрастающей или 
убывающей, и учитываем, что она 
возрастает при a >  1 и убывает при 
0 <  a <  1.

■  Вопросы для контроля
1. Дайте определение логарифмической функции.
2. Как расположены графики функций у = ах и у = logax (a >  0, а Ф 1) 

относительно прямой у = х? Ответ объясните. Постройте эти графики 
при a >  1 и при 0 <  a <  1.
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3. Используя график функции у = logax (a >  0, а Ф 1), охарактеризуйте 
ее свойства.

4*. Обоснуйте свойства функции у = logax (a >  0, а Ф 1).
5. Учитывая возрастание или убывание соответствующей логарифмиче­

ской функции, сравните значения: а) log57 и log5 3; б) logj 7 и logj 3.

Н  Упражнения

1. Найдите область определения функции: 
1°) У = l°gn (2x  +  6 ); 2°) у = log J (х — 3);

4) у  = log5 2 (3x -  х1 2);

2х -  6
7*) У = log0,

3 ) у  = lo g ^ (x 2 - l ) ;
6

5) у  = logg(2x2 + l); 6) у = logK(x2 + х + 1);
8

X  І + 5
x + 2

8 і) у = log4 Г
x -  5x + 6 , 

x -  3 ’
9*) y  = log3a іx - 3

10*) у = logr(2x -x 2); 11*) у = log2 r_ 3 (5x - x 2).

Изобразите схематически график функции (2, 3).
2. l ° )y  = log3 x; 2') p l o g j i ;  3°) у = log0 ,3 x;

4) у  =  b g ^ x ;

3. 1 ) у = log2 (-x ); 

4) у  = log4X +  3;

П  у  = log 1 (2 x -4 )

5) y = log4 x;
6

2 ) i/ = logi ( x - l ) ;
4

5)y  = -  log6 x; 

8 *) y = log4^ ;

6) j/ = logV5x.

3) у = log4(x +  3);

б*) у = I log3 M l ;  

9*) у = log3 log3 x •

4. Сравните числа:
1) log2 3,5 и log2 4,5; 2) logo,! 1,3 и logo,! 1,1; 3) log! 2 и log i 5;

4) log^2,3  и log^0,2 ; 5) logre5 и logre7;5 4з 6 ) log j 1 0  и log j 2 0 ;
45 45

7) log23 и 0; 8 ) log і  и 0; 9) log34 и 1; 10) logj \ и 1.
d 4 ^

5. Сравните положительные числа b и с, зная, что:
1 ) log5fc >  log5 c; 2 ) logo,5  ̂ >  logo,5 c;
3) lo g ^ ix lo g ^ c ; 4) logi fe<logi c.

3  3

6 . Сравните с единицей положительное число а, зная, что:

1) logo 5 >  0; 2) log і  >0; 3) loga2,3 <  0; 4) loga0,2 <  0.О
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§ 1 7 РЕШЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И НЕРАВЕНСТВ

17.1. РЕШЕНИЕ ЛОГАРИФМ ИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Т абл и ц а  23
1. Основные определения и соотношения

О п р е д е л е н и е . Логарифмом поло- 
жителъного числа Ъ по основанию 
а (а > 0, аФ 1) называется показа­
тель степени, в которую необходи­
мо возвести а, чтобы получить Ъ.

Г р а ф ик ф ун кц и и  у = loga х 
(а > 0, а Ф 1)

а > 1 0 <  a <  1

У У \

— \ ------------- >
*

возрастает

log,, b = с <=> b = ас
0 14. х

убывает
2. Решение простейших логарифмических уравнений

Ориентир Пример

Если а — число (а >  0 и а Ф 1), то log3(x -  1) = 2. 
► ж — 1 = З2, 

х = 10.

Ответ: 10. <1

log0 /  (ж) = с <=> /  (ж) = ас

(используем определение логарифма )
3. Использование уравнений-следствий

Ориентир Пример

Если из предположения, что первое 
равенство верно, следует, что каж­
дое следующее верно, то гаранти­
руем, что получаются уравнения- 
следствия. При использовании 
уравнений-следствий не происходит 
потери корней исходного уравне­
ния, но возможно появление посто­
ронних корней. Поэтому проверка 
полученных корней подстановкой 
в исходное уравнение является со­
ставной частью решения.

log* (ж +  2 ) = 2 .
► По определению логарифма полу­

чаем
х + 2 = х2, 

х2 -  х -  2 = 0, 
х1 = -1 , х2 = 2.

П р о в е р к а , ж = —1 — посторон­
ний корень (в основании логарифма 
получаем отрицательное число); 

х — 2 — корень (log2(2 +  2) = 2,
l°g24 = 2, 2 = 2).

Ответ: 2. <1
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Окончание табл. 23
4. Равносильные преобразования логарифмических уравнений

Замена переменных

Если в уравнение (неравенство 
или тождество) переменная входит 
в одном и том же виде, то соответ­
ствующее выражение с переменной 
удобно обозначить одной буквой 
(новой переменной).

lg2 х -  2 lg х -  3 = 0.
► Замена: 1 g x  = t,

t2 -  2t -  3 = 0, tx = - 1 ,  t2 = 3. 
Следовательно, lg x = -1  или 
lg x = 3. Тогда x = 10 1 = 0,1 или 
x = 10s = 1000.
Ответ: 0 ,1 ; 1000. <1

Уравнение вида loga/(x) = logag(x ) (a >  0 и a Ф 1)
Ориентир Пример

lf(x) = g(x),
loga/(* )  = logag ( x ) o  f(x)>0,

1 * < * » о о д з

(учитываем ОДЗ и приравниваем 
выражения, стоящие под знаками 
логарифмов )

log3(x2 -  2) = log3(4x -  5).

► ОДЗ: j x2- 2 > 0 ’
| 4 x -5 > 0 .

На этой ОДЗ данное уравнение 
равносильно уравнениям:

х2 -  2 = 4х -  5, х2 -  4х +  3 = 0, 
хЛ — 1, х2 — 3,

х = 1 — посторонний корень (не удов­
летворяет условиям ОДЗ); х = 3 — ко­
рень (удовлетворяет условиям ОДЗ). 
Ответ: 3. <1

Равносильные преобразования уравнений в других случаях
Ориентир Пример

1. Учитываем ОДЗ данного уравне­
ния (и избегаем преобразований, 
приводящих к сужению ОДЗ)-,

2. Следим за тем, чтобы на ОДЗ 
каждое преобразование можно 
было выполнить как в прямом, 
так и в обратном направлениях 
с сохранением верного равенства.

log2(x +  1) = 3 -  log2(x +  3).
Г х +1 > 0,

► ОДЗ:
|х + 3 > 0 .

На этой ОДЗ данное уравнение 
равносильно уравнениям:

log2(x +  1) +  log2(x +  3) = 3, 
log2( ( x +  1)(х +  3)) = 3,

(х +  1)(х +  3) = 23, 
х2 +  4х -  5 = 0, хл = 1, х2 = -5 .  
х = 1 — корень (удовлетворяет 

условиям ОДЗ); х = - 5  — посторон­
ний корень (не удовлетворяет усло­
виям ОДЗ).
Ответ: 1. <1
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■  Объяснение и обоснование

1. Решение простейших логарифмических уравнений. Простейшим ло­
гарифмическим уравнением обычно считают уравнение

loga X = с (а > 0 и а ф 1).
Логарифмическая функция возрастает (или убывает) на всей своей 

области определения, то есть при х >  0 (см. графики в п. 1 табл. 23), 
и поэтому каждое свое значение принимает только при одном значении 
аргумента. Учитывая, что логарифмическая функция принимает все 
действительные значения, уравнение

logax = c (1)
всегда имеет единственный корень, который можно записать, исходя из 
определения логарифма: х = ас.

Если рассмотреть уравнение
lo gaf(x) = c (2)

и выполнить замену переменной: f (х) = t, то получим простейшее лога­
рифмическое уравнение logat = с, имеющее единственный корень t = ас. 
Выполняя обратную замену, получаем, что решения уравнения (2) со­
впадают с корнями уравнения

f(x) = a\ (3)
Следовательно, уравнения (2) и (3) равносильны. Таким образом, мы 

обосновали, что для равносильного преобразования простейшего логариф­
мического уравнения (1) или уравнения (2) (которое мы также будем от­
носить к простейшим при условии, что основание а — число) достаточ­
но применить определение логарифма. Если обозначить равносильность 
уравнений значком <=>, то коротко этот результат можно записать так:

logaf(x) = с <=>/(*) = ас .
Напомним, что все равносильные преобразования уравнения выпол­

няются на его области допустимых значений (ОДЗ). Для уравнения (2) 
ОДЗ задается условием f (х) >  0. Но для всех корней уравнения (3) это 
условие выполняется автоматически (потому что a >  0). Поэтому в яв­
ном виде ОДЗ для простейших логарифмических уравнений можно не 
записывать (поскольку оно учитывается автоматически при переходе 
от уравнения (2) к уравнению (3)). Например, уравнение log5(2x -  3) = 2 
равносильно уравнению 2х -  3 = 52, корень которого х = 14 и являет­
ся корнем данного уравнения. Аналогично записано и решение простей­
шего уравнения log3(x -  1) = 2 в табл. 23.
2. Использование уравнений-следствий при решении логарифмических 
уравнений. При решении уравнения главное — не потерять его корни, 
и поэтому важно следить за тем, чтобы каждый корень первого уравне­
ния оставался корнем следующего уравнения — в этом случае получаем 
уравнения-следствия. Напомним, что каждый корень данного уравнения 
обращает его в верное числовое равенство. Используя это определение,
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можно обосновать, что в случае, когда преобразования уравнений прово­
дятся так: если из предположения, что первое равенство верно, следует, 
что каждое следующее верно, то мы получаем уравнения-следствия (по­
скольку каждый корень первого уравнения будет и корнем следующего 
уравнения). Хотя при использовании уравнений-следствий и не проис­
ходит потери корней исходного уравнения, но возможно появление по­
сторонних корней. Поэтому проверка полученных корней подстановкой 
в исходное уравнение является составляющей решения при использова­
нии уравнений-следствий.

Пример решения логарифмического уравнения с помощью уравнений- 
следствий и оформление такого решения приведены в п. 3 табл. 23.

3. Равносильные преобразования логарифмических уравнений. Одним 
из часто используемых способов равносильных преобразований уравне­
ний является замена переменной.

Напомним общий ориентир, которого мы придерживались при ре­
шении уравнений из других разделов: если в уравнение (неравенство 
или тождество) переменная входит в одном и том же виде, то соот­
ветствующее выражение с переменной удобно обозначить одной буквой 
(новой переменной ).

Например, в уравнение lg2 х - 2  1 g x - 3  = 0 переменная входит толь­
ко в виде lg х, поэтому для его решения целесобразно применить замену 
lg X = t, получить квадратное уравнение t2 — 2t — 3 = 0, имеющее корни 

= -1  и t2 = 3, а затем выполнить обратную замену и получить простей­
шие логарифмические уравнения: lg х = -1  и lg х = 3. Тогда, по опреде­
лению логарифма, корнями данных уравнений являются х = 10 1 = 0,1 
и х = 103 = 1000.

Принимая во внимание то, что замена переменной (вместе с обратной 
заменой) является равносильным преобразованием уравнения на любом 
множестве, для выполнения замены не обязательно находить ОДЗ дан­
ного уравнения. После выполнения обратной замены мы получили про­
стейшие логарифмические уравнения, ОДЗ которых (как было показано 
выше) учитываются автоматически и могут также не записываться. Та­
ким образом, в приведенном решении ОДЗ данного уравнения учтена ав­
томатически, и поэтому в явном виде ОДЗ можно не записывать в реше­
ние. Именно так и оформлено решение этого уравнения в п. 4 табл. 23.

Рассмотрим также равносильные преобразования уравнения вида
log0 /  (х) = log0 g (х) (а >  0 и а Ф 1). (4)

О Как уже отмечалось, все равносильные преобразования уравнения
выполняются на его области допустимых значений. Для уравнения (4)

Г /  ( х )  >  0 ,
ОДЗ задается системой неравенств 1 Поскольку логарифми-

[g (x )> 0 .
ческая функция loga t возрастает (при а >1) или убывает (при 0 <  а < 1)
на всей своей области определения и каждое свое значение принимает
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только при одном значении аргумента, то равенство (4) может выпол­
няться (на ОДЗ) тогда и только тогда, когда f (х) = g (х). Учитывая 
ОДЗ, получаем, что уравнение (4) равносильно системе

\f{x) = g(x), (5)

■ /(* )>  0, (6)
g(x)>0.  (7)

Полученный результат символично зафиксирован в п. 4 табл. 23, 
а коротко его можно сформулировать так:

чтобы решить уравнение вида logaf(x) = log„g (я) с помощью равно­
сильных преобразований, учитываем ОДЗ этого уравнения и при­
равниваем выражения, стоящие под знаками логарифмов. О
Пример использования этого ориентира приведен в табл. 23. 
З а м е ч а н и е  1. Полученную систему (5)-(7) можно несколько упро­

стить. Если в этой системе выполняется равенство (5), то значения /(х )  
и g(x) между собой равны, поэтому если одно из них будет положитель­
ным, то второе также будет положительным. Таким образом, уравнение (4) 
равносильно системе, состоящей из уравнения (5) и одного из неравенств 
(6) или (7) (обычно выбирают простейшее из этих неравенств).

Например, уравнение log;i (х2 -  2) = log3(4x -  5), рассмотренное в табл. 23,
х 2- 2  = 4х -5 ,  тт Л1ТП

Но учитывая, что ограничения ОДЗ
| 4 х -5 > 0 .

равносильно системе

этого уравнения:
х 2 -  2 > 0 , 
4х -  5 > О,

мы не решали, а только проверяли, удовлет­

воряют ли найденные корни этим ограничениям, приведенное упрощение 
не дает существенного выигрыша при решении.

З а м е ч а н и е  2. Как было обосновано выше, если выполняется равен­
ство (4), то обязательно выполняется и равенство (5). Таким образом, 
уравнение (5) является следствием уравнения (4). Поэтому для нахож­
дения корней уравнения (4): loga/ (х) = logag (х) достаточно найти корни 
уравнения-следствия (5): /( x )  = g (x ) и выполнить проверку найденных 
корней подстановкой в данное уравнение. (При таком способе решения 
ОДЗ уравнения (4) будет учтено опосредствованно, в момент проверки 
полученных корней, и его не придется явно записывать.)

Выполняя равносильные преобразования логарифмических уравне­
ний в более сложных случаях, можно придерживаться следующего ори­
ентира (он следует из определения равносильных уравнений и обоснован 
в курсе 10 класса):

1) Учитываем ОДЗ данного уравнения.
2) Следим за тем, чтобы на ОДЗ каждое преобразование можно 
было выполнить как в прямом, так и в обратном направлениях 
с сохранением верного равенства.
























































