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Введение 
Цель данного пособия — помочь учителю в овладении идеологией и 

основными методическими идеями курса алгебры для 7—9 классов, 

реализуемого в линии учебников Г. В. Дорофеева и др., облегчить 

ежедневную подготовку к урокам при работе в 8 классе.  

В разделе «Общая характеристика курса алгебры 7—9 классов» 

излагается концепция курса, описывается состав учебно-методического 

комплекта и функции каждого из входящих в него пособий, даётся 

характеристика содержания и методических особенностей комплекта, 

приводится перечень планируемых результатов обучения алгебре в 7—9 

классах. Завершается этот раздел описанием содержания учебника для  

8 класса.  

Раздел «Примерное поурочное планирование учебного материала» 

послужит учителю основой для организации и распределения учебного 

времени в 8 классе. 

Основной раздел пособия — это раздел «Методические рекомендации по 

организации учебного процесса», структура которого соответствует 

структуре учебника для 8 класса. К каждой главе учебника в этом разделе 

содержатся: 

• примерное поурочное планирование учебного материала, представленное в 

виде таблицы, в которой указывается число часов, отводимое на изучение 

каждого пункта, и место зачётной (контрольной) работы;  

• основные цели, характеризующие центральные установки по изучению 

материала;  

• обзор главы, в котором кратко описывается её содержание;  

• основные виды деятельности; 

• комментарий к использованию электронных изданий. 

По каждому пункту учебника предлагается:  
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• методический комментарий, содержащий советы и рекомендации по 

изложению материала, в том числе относящиеся к реализации 

дифференцированного подхода в обучении;  

• комментарий к упражнениям, в котором содержатся рекомендации по 

работе с конкретными задачами, рассматриваются различные решения 

наиболее трудных задач. 

 

Общая характеристика курса алгебры  

7—9 классов 
Краткая концепция курса 

К общим идеям, составляющим  основу концепции курса, относятся: 

• интеллектуальное развитие учащихся средствами математики; 

• усиление по сравнению с традиционными подходами общекультурной 

составляющей школьного курса математики; 

• внимание к мотивационной стороне обучения; 

• развитие интереса к математике; 

• создание условий для дифференцированного обучения; 

• формирование умения применять полученные знания в реальных 

ситуациях. 

Центральная идея — интеллектуальное развитие учащихся средствами 

математики — полностью коррелирует с идеологией новых 

образовательных стандартов, в которых ставится задача эффективного 

использования потенциала школьных предметов для развития личностных 

качеств обучаемых.  

Идея развивающего обучения реализуется в учебниках через 

продуманную систему методических решений. Они содержат достаточный и 

хорошо организованный учебный материал (теорию и задачи), 
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обеспечивающий формирование универсальных учебных действий. 

Школьники имеют возможность овладевать исследовательскими и 

логическими действиями, предполагающими умение видеть проблему, 

ставить вопросы, наблюдать и проводить эксперименты, делать обобщения, 

формулировать выводы и умозаключения, проводить доказательства, 

приводить примеры и контрпримеры, сравнивать и классифицировать. 

Эффективности интеллектуального развития способствует понимание и 

осознание самого процесса мыслительной деятельности (механизмов 

рассуждений, умозаключений). Поэтому в новых изданиях учебников 

инициируется рефлексия способов и условий действий, акцентируется 

внимание на собственно процессе решения проблемы. 

Развитие мышления тесно связано с развитием речи, со способностью 

говорить, выражать свои мысли. Свидетельством чёткого и организованного 

мышления является грамотный математический язык. Обучение 

математическому языку как специфическому средству коммуникации в его 

сопоставлении с реальным языком авторы считают важнейшей задачей 

обучения, для решения которой используются адекватные методические 

приёмы.  

Отличительной особенностью учебников является внимание к развитию и 

формированию гибкости мышления. Этому, в частности, способствует 

включение в теоретический и задачный материал фрагментов, 

иллюстрирующих внутренние связи алгебры и геометрии. Понимание 

взаимосвязи этих предметов способствует формированию способности к 

варьированию способов действия, к перестройке уже имеющихся знаний, к 

решению  задач, опирающихся на неочевидные связи и отношения между 

понятиями и фактами. 
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Состав учебно-методического комплекта 
Учебники предъявляют содержание и идеологию курса, обеспечивают 

организацию учебного процесса:  

Алгебра. 7 класс: учебник для общеобразоват. организаций /  

[Г. В. Дорофеев, С. Б. Суворова, Е. А. Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. 

Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: Просвещение, с 2013 г.  

Алгебра. 8 класс:  учебник для общеобразоват. организаций /  

[Г. В. Дорофеев, С. Б. Суворова, Е. А. Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. 

Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: Просвещение, с 2014 г.  

Алгебра. 9 класс:  учебник для общеобразоват. организаций /  

[Г. В. Дорофеев, С. Б. Суворова, Е. А. Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. 

Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: Просвещение, с 2014 г.  

Для эффективной организации учебного процесса целесообразно 

использовать следующие пособия, дополняющие данные учебники и 

образующие с ними учебно-методический комплект:  

• Минаева С. С., Рослова Л. О. Алгебра. Рабочая тетрадь. 7, 8, 9 классы. — 

М.: Просвещение, 2009—2014. 

• Евстафьева Л. П., Карп А. П. Алгебра. Дидактические материалы. 7, 8, 9 

классы. — М.: Просвещение, 2006—2014. 

• Алгебра. Тематические тесты. 7, 8, 9 классы / [Л. В. Кузнецова,  

С. С. Минаева, Л. О. Рослова, С. Б. Суворова]. — М.: Просвещение,  

2009—2014.  

• Кузнецова Л. В., Минаева С. С., Рослова Л. О. Алгебра. Контрольные 

работы. 7—9 классы. — М.: Просвещение, 2008—2014. 

• Алгебра. Методические рекомендации. 7 класс / [С. Б. Суворова, Е. А. 

Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: 

Просвещение, с 2014 г. (размещено на сайте www.prosv.ru). 
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• Алгебра. Методические рекомендации. 8 класс / [С. Б. Суворова, Е. А. 

Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: 

Просвещение, с 2014 г. (размещено на сайте www.prosv.ru). 

• Алгебра. Методические рекомендации. 9 класс / [С. Б. Суворова, Е. А. 

Бунимович, Л. В. Кузнецова, С. С. Минаева, Л. О. Рослова]. — М.: 

Просвещение, с 2014 г. (размещено на сайте www.prosv.ru). 

Рабочая тетрадь позволяет увеличить объём выполняемой работы 

прежде всего на начальном этапе формирования знаний за счёт указаний, 

подсказок, готовых чертежей. 

Дидактические материалы предназначены для организации 

самостоятельной дифференцированной работы учащихся. Они содержат как 

обучающие, так и проверочные работы, в том числе работы в тестовой 

форме, снабжённые «ключом» — перечнем верных ответов, а также 

дополнительный материал для сильных учащихся.  

Тематические тесты предназначены для организации текущего 

оперативного контроля достижения учащимися базовых требований по 

изучаемой теме, т. е. проверки знания и понимания понятий и их свойств, 

владения основными алгоритмами, умения применять знания в несложных 

ситуациях.  

В сборнике контрольных работ содержатся материалы для 

тематического контроля — зачёты в четырёх вариантах, итоговые 

(полугодовые и годовые) контрольные работы, итоговые тесты.  

Методические рекомендации — пособие для учителей, имеющее своей 

целью помочь им в овладении основными методическими идеями курса, 

облегчить ежедневную работу при подготовке к урокам. 
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Характеристика содержания курса алгебры 

7—9 классов 
В учебниках представлены следующие блоки раздела «Содержание 

курса» Примерных программ основного общего образования по математике1: 

арифметика, алгебра, функции, вероятность и статистика, логика и 

множества. Кроме того, согласно программам при изложении основного 

содержания в учебниках там, где это возможно, органично присутствует 

историко-культурологический фон, что способствует формированию у 

школьников представлений о роли математики в развитии цивилизации. 

При изложении материала сохранены методические решения, 

оправдавшие себя в практике преподавания. Так, общей методической идеей 

является структурирование содержания курса по спирали, что позволяет 

возвращаться к знакомому материалу на новом уровне, включать  знания в 

новые связи, формировать их в системе. При этом последовательно 

реализуется принцип разделения трудностей. В частности, он отражается в 

переносе на более поздние сроки, чем это делается обычно, введения 

некоторых теоретических понятий (функция, тождество, равносильность 

уравнений), которые появляются, когда учащиеся уже имеют определённые 

знания, на которые можно опереться, и когда этот материал в большей 

степени соответствует возрастным возможностям учащихся. 

Арифметика. В отличие от традиционного подхода изучение 

арифметического материала не ограничивается рамками 5—6 классов. 

Практика показывает, что базовые вычислительные навыки учащихся  

формируются недостаточно, поэтому учебник для 7 класса начинается с 

арифметического блока. Здесь ещё раз, на новом уровне, уделяется внимание 

взаимосвязи обыкновенных и десятичных дробей, обучению различным 

                                         
1 Примерные программы основного общего образования. Математика. 5—9 классы. — 3-е изд. — М.: Просвещение, 2011. —

(Стандарты второго поколения). 
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приёмам сравнения дробей, совершенствованию навыков действий с 

рациональными числами,  приёмам решения задач на проценты. Особого 

внимания заслуживает рассмотрение зависимостей между величинами, 

работа с формулами, с размерностями. К материалу 7 класса отнесено 

изучение прямой и обратной пропорциональностей.  

В 8 и 9 классах числовая линия получает дальнейшее развитие как в 

теоретическом, так и в практическом отношении. Сложная в идейном 

отношении тема о действительных числах распределена между материалом  

8 и 9 классов. В 8 классе в теме «Квадратные корни» учащиеся узнают о 

существовании чисел, не являющихся рациональными, об историческом 

значении этого факта для развития математики. В 9 классе знания учащихся 

о числах обобщаются и систематизируются: обсуждаются этапы развития 

представлений о числе, вводятся необходимые термины и символы, 

рассматриваются соотношения между различными числовыми множествами, 

а также вопрос о представлении действительных чисел бесконечными 

десятичными дробями. Одновременно на протяжении всего курса через 

систему упражнений поддерживаются и развиваются вычислительные 

навыки.  

Алгебраические выражения. Введение вопросов, связанных с буквенным 

исчислением, базируется на знаниях, полученных учащимися в 5—6 классах, 

где они познакомились с понятием буквенного выражения, приобрели опыт 

составления буквенных выражений, вычисления их значений. Появление 

буквенных равенств в 7 классе мотивируется опытом работы с числами, 

осознанием и обобщением приёмов вычислений. Свойства арифметических 

действий становятся для учащихся законами преобразований буквенных 

выражений, при этом список постулируемых законов определяется не 

принципами независимости и полноты, а методической целесообразностью.  

В 7 классе центральным вопросом является изучение действий с 

многочленами, разложения многочленов на множители, в 8 классе — 
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изучение действий с алгебраическими дробями. В 9 классе изучение 

рациональных выражений получает логическое завершение. Особое 

внимание уделяется вопросу об области определения рационального 

выражения, при этом смыкаются алгебраический и функциональный 

подходы к понятию тождества. Доказывая тождества, учащиеся получают 

возможность осмыслить идею алгебраического доказательства.  

Уравнения и неравенства. Развитие  формально-оперативных навыков 

делает естественным переход к алгебраическому методу решения задач, что 

одновременно служит мотивом для обучения способам решения уравнений. 

В 7 классе основное внимание уделяется линейным уравнениям. В 8 классе 

объектом изучения становятся квадратные уравнения. Помимо 

традиционного для этой темы материала, учащиеся через систему 

упражнений знакомятся с использованием методов разложения на 

множители и замены переменной при решении уравнений, а в качестве 

необязательного изучения материала рассматривается вопрос о нахождении 

целых корней уравнения. 

В 9 классе линия уравнений получает развитие и в теоретическом, и в 

практическом отношении. Систематизируются и обобщаются сведения о 

целых уравнениях, затрагивается исторический аспект вопроса о формулах 

корней целых уравнений, особое внимание уделяется уже встречавшимся в 

ходе решения задач общим приёмам решения целых уравнений — 

разложению на множители и замене переменной. Вводятся приёмы решения 

дробных уравнений.  

Особое место в линии уравнений занимает решение текстовых задач. 

Начиная с 7 класса основным становится алгебраический способ решения 

задач, владение которым развивается по мере развития линии уравнений. 

Большой опыт решения арифметических задач, приобретённый учащимися в 

5—6 классах, позволяет быстро продвинуться в этом вопросе и даёт 
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возможность наполнить курс более разнообразными видами задач, чем в 

традиционных учебниках.  

Начало изучения вопроса об уравнениях с двумя переменными и их 

системах относится к 8 классу. За счёт принятого структурирования темы 

удалось существенно расширить знания учащихся по этому вопросу по 

сравнению с традиционной практикой. В силу того что к этому времени 

учащиеся уже умеют решать квадратные уравнения, вопрос об 

аналитических приёмах решения систем уравнений излагается более 

компактно и эффективно: одновременно с изучением систем двух линейных 

уравнений с двумя переменными рассматриваются и системы, содержащие 

одно уравнение второй степени. В 9 классе основное внимание уделяется 

нелинейным системам; учащиеся овладевают  разнообразными приёмами 

решения таких систем.  

В ходе изучения темы учащиеся решают много текстовых задач. 

С изучением уравнений с двумя переменными тесно переплетается 

материал, связанный с декартовыми координатами на плоскости. 

Рассматривается уравнение прямой и различные его формы, угловой 

коэффициент прямой, взаимное расположение прямых на плоскости, 

уравнение окружности с центром в начале координат. В отдельный пункт 

вынесено решение задач на координатной плоскости (например, записать 

уравнение прямой по угловому коэффициенту и точке, по двум точкам, 

уравнение прямой, параллельной данной, перпендикулярной данной). 

Подчеркнём, что широкое использование графиков при изучении самых 

разных вопросов является характерной особенностью курса.  

Тема «Неравенства» изучается в курсе 9 класса. Первоначальное 

изложение вопроса о свойствах неравенств базируется на геометрической 

трактовке отношений «больше», «меньше», после чего учащиеся переходят к 

решению линейных неравенств и их систем. В систему упражнений 

включены задачи, которые решаются с помощью составления неравенств, 
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что расширяет представления учащихся о возможностях применения 

алгебры. 

В завершение рассматриваются различные способы доказательства 

неравенств, в связи с чем приводится алгебраическая трактовка отношений 

«больше», «меньше», а также алгебраическое доказательство свойств 

неравенств, первоначально сформулированных на основе геометрических 

представлений. Предусмотренный программой материал дополнен вопросом 

о графической интерпретации неравенств с двумя переменными и их систем  

(рубрика «Для тех, кому интересно»). 

Функции. В 7 классе рассматриваются графики некоторых простейших 

зависимостей: у = х, у = –х, у = х2, у = х3, у = |х|. Особенностью изложения 

материала является организация весьма разнообразной практической 

деятельности по построению графиков, в том числе кусочно-заданных. 

Существенное место отводится анализу и интерпретации графиков реальных 

зависимостей.  

Введение понятия функции, достаточно трудного для учащихся, а также 

изучение свойств функций относятся к материалу 8 класса. Учащиеся 

опираются на полученные ранее знания о зависимостях между величинами, а 

также на имеющиеся к этому времени достаточно обширные графические 

представления. Разъясняется смысл понятия функции, показывается 

многозначность использования данного термина. Изложение всего материала  

базируется на геометрических образах. С помощью графиков учащиеся 

получают представление о таких общих свойствах функций, как возрастание, 

убывание и др. Методическая цель состоит в том, чтобы сформировать 

понимание соответствующих терминов в контексте постановки различных 

задач, а также связи алгебраического, функционального и графического 

языков.  
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В 8 классе рассматриваются функции y kx b= + , ky
x

=  и их свойства,  

в 9 классе — квадратичная функция. Большое место при изучении 

конкретных функций занимают практические работы, вопросы и задачи 

прикладного и практического характера, анализ и интерпретация графиков 

реальных зависимостей.  

Числовые последовательности. Основное содержание этой темы, 

изучаемой в 9 классе, состоит в рассмотрении арифметической и 

геометрической прогрессий. При этом формируются некоторые общие 

представления о числовых последовательностях: вводятся соответствующие 

термины и символы, рассматриваются способы задания 

последовательностей, различные примеры последовательностей. На 

содержательном уровне учащиеся знакомятся с некоторыми свойствами 

числовых последовательностей (монотонность, ограниченность). В учебнике 

рассматриваются интересные исторические факты и некоторые классические 

задачи, что позволяет расширить математический кругозор учащихся. 

Заметим, что формальное определение числовой последовательности как 

функции натурального аргумента здесь не предусматривается; на этом этапе 

оно не является дидактически значимым и не отвечает возрастным 

возможностям учащихся.  

При изучении арифметической и геометрической прогрессий широко 

привлекаются примеры из окружающего мира. Завершается тема решением 

задач на простые и сложные проценты, что позволяет ещё раз 

продемонстрировать применение математики в жизни.  

Элементы комбинаторики, вероятности и статистики. Изложение 

вероятностно-статистической линии начато в 5—6 классах. Учащиеся 

решают комбинаторные задачи доступным им способом перебора всех 

возможных вариантов, получают некоторые представления о сборе и анализе 

информации, работают с таблицами и диаграммами. В 7—8 классах вводятся 
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некоторые статистические характеристики ряда распределений: среднее 

арифметическое, мода, медиана, размах. В этих классах формируется 

представление о вероятности случайного события, при этом исходным 

является статистический подход к понятию вероятности — через 

эксперимент со случайными исходами. В дальнейшем вводится классическое 

определение вероятности. 

При решении комбинаторных задач усиливается роль логических 

рассуждений, базу для которых составляет опыт, приобретённый в процессе 

многократного использования метода полного перебора. Разъясняется 

комбинаторное правило умножения и на его основе выводится простейшая 

комбинаторная формула — формула для подсчёта числа перестановок.  

В курсе 9 класса представлен завершающий фрагмент вероятностно-

статистической линии. В ней рассматриваются доступные учащимся 

примеры статистических исследований, в которых используются полученные 

ранее знания о способах представления данных и статистических 

характеристиках. В ходе описания исследований расширяется словарь 

статистических терминов. Включение данного материала направлено прежде 

всего на формирование умения понимать и интерпретировать статистические 

результаты, представляемые, например, в средствах массовой информации. 

Это предполагает не столько формальное заучивание новых терминов, 

сколько первое знакомство с понятийным аппаратом этой необходимой 

каждому человеку области знаний. 

При изучении этого материала привлекаются знания из других разделов 

курса, в частности вычисляются отношения, проценты, сравниваются дроби 

и т. д. При решении задач применяется калькулятор, что позволяет активно 

работать с реальными, практическими данными. 
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Методические особенности и методический  

аппарат учебников 

К методическим особенностям учебников относятся:  

• мотивированное и доступное изложение теоретических сведений, широкое 

использование наглядности, опора на здравый смысл и интуицию;  

• структурирование содержания курса по спирали, что позволяет 

возвращаться к изученному ранее материалу на новом уровне, включать 

знания в новые связи, формировать их в системе; 

• личностно ориентированный стиль изложения, привлечение современных 

сюжетов, близких жизненному опыту учащихся, в теоретическом и 

задачном материале. 

Всё содержание учебников разбито на главы, каждая глава открывается 

небольшой преамбулой, которая вводит учащегося в круг рассматриваемых 

проблем, создаёт определённую мотивацию. Главы делятся на пункты, 

каждый из которых включает объяснительный текст и упражнения. 

Объяснительный текст пункта разбивается на законченные смысловые 

фрагменты, что позволяет читать его последовательно, делая целесообразные 

паузы и осмысливая прочитанное. Завершается объяснительный текст 

вопросами и заданиями, которые позволяют проверить, понято ли 

прочитанное, акцентировать внимание на главном; их задача — организовать 

работу учащегося с учебным текстом.  

Основные упражнения к пункту разбиты на группы А (базовый уровень) 

и Б (более высокие уровни); диапазон сложности заданий широк и 

достаточен для работы с учащимися, имеющими разные уровни подготовки. 

Ряд заданий снабжён указателями, которые выделяют в системе упражнений 

сквозные рубрики, например «Рассуждаем», «Работаем с символами, 

терминами», «Разбираем способ решения», «Действуем по алгоритму», 
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«Доказываем», «Практическая ситуация», «Верно или неверно» и др. Это 

позволяет ученику стать активным субъектом учения в плане  освоения 

универсальных учебных действий. К некоторым упражнениям даются 

советы, подсказки, указания, образцы решений, что помогает быстрому 

включению ученика в работу. 

Каждая глава завершается тремя постоянными рубриками: 

• «Для тех, кому интересно». Эта рубрика в целом включает большой объём 

дополнительного материала, не относящегося к обязательному, но тесно 

примыкающего к изучаемым темам и позволяющего углубить знания 

учащихся, познакомить их  с новыми сюжетами, с новыми задачами и 

приёмами их решения.  

• «Дополнительные задания». Эта рубрика расширяет подбор задач и 

упражнений главы и предназначается для организации индивидуальной и 

дифференцированной работы учащихся. 

• «Чему вы научились». Эта рубрика позволяет учащемуся проверить, 

насколько он овладел обязательными знаниями и умениями, и оценить 

зону своего актуального развития.  

С целью воспитания культуры работы с книгой, обучения поиску 

необходимой информации в конце учебника даётся предметный указатель.  

Учебники предъявляют содержание и идеологию курса, обеспечивают 

организацию учебного процесса. Каждый учебник дополняется комплектом 

учебных пособий (рабочая тетрадь, дидактические материалы, тематические 

тесты, контрольные работы, методические рекомендации). 

 

Компьютерное обеспечение 
Компьютерная поддержка курса математики создаёт принципиально 

новые дополнительные возможности для организации усвоения содержания 

курса. Она позволяет не только обогатить содержание, но и обеспечить 
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новые активные формы овладения им. Большое количество качественных 

образовательных ресурсов по всем предметам и классам размещено на сайтах 

Федерального центра информационных образовательных ресурсов  (ФЦИОР) 

(http://fcior.edu.ru)  и Единой коллекции цифровых образовательных ресурсов 

(ЕК ЦОР) (http://school-collection.edu.ru), федеральном портале  «Российское 

образование» (http://www.edu.ru)  и на прочих образовательных порталах.  

На сайте http://school-collection.edu.ru  можно найти электронное издание 

(ЭИ) «Математика, 5—11 классы», созданное по заказу Национального 

фонда подготовки кадров под руководством В. А. Булычёва при участии 

авторов учебников по математике Г. В. Дорофеева, С. Б. Суворовой,  

С. С. Минаевой, Л. О. Рословой. 

Не заменяя собой учебник или другие учебные пособия, ЭИ обладает 

собственными дидактическими функциями: 

• предъявление подвижных зрительных образов  в качестве основы для 

осознанного овладения математическими фактами; особенное значение это 

приобретает на этапе введения нового знания; 

• отработка в интерактивном режиме элементарных базовых умений; 

• усиление значимости и повышение удельного веса в учебном процессе 

исследовательской деятельности учащихся; 

• возможность увеличения объёма предъявляемой для изучения 

информации, а также собственной практической деятельности ученика; 

• увеличение доли содержательной работы ученика за счёт снятия проблем 

технического характера. 

Мультимедийная среда организована таким образом, что при обучении 

математике более значимыми становятся наблюдение, разного рода 

эксперименты, математическое моделирование, конструирование. ЭИ 

содержит список виртуальных лабораторий, включающих инструментарий,  

который может использоваться учеником как при решении упражнений, 

снабжая его соответствующим компьютерным инструментом, так и для 
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самостоятельного изучения возможностей применения этого 

инструментария. Кроме того, учитель может подготовить с помощью любой 

из виртуальных лабораторий набор собственных примеров для демонстрации 

и объяснения материала. 

Учебный материал распределён в ЭИ по содержательным линиям. Внутри 

содержательной линии основной информационной единицей является тема, 

которая подразделяется на пункты. Пункт включает «Основные сведения» — 

краткий справочный материал, «Знакомство с инструментарием» — звуковое 

описание, демонстрация возможностей и задания, позволяющие овладеть 

инструментарием,  «Упражнения», в ходе выполнения которых осваивается 

содержание. В пункт включены также методические рекомендации учителю 

по работе с мультимедиакомплексом.  

Инструментарий, применяемый в ЭИ, весьма разнообразен, прост в 

употреблении и вполне адекватен целям обучения математике.  

Особый вид упражнений, так называемый «Экспресс-контроль», 

предназначен для проверки важных практических умений, которыми должен 

владеть каждый учащийся. Ученик получает один из шести вариантов 

контрольных заданий, выбранный случайным образом. В ЭИ реализована 

система общения учителя с учениками в виде классного журнала, одна из 

функций которого состоит в получении  решения ученика на экране 

компьютера у учителя (причём не только ответа, но и состояния  

лаборатории). 

При изучении вероятностно-статистической линии курса возможно также 

использование ИУМК «Вероятность и статистика в школьном курсе 

математики», размещённого на том же сайте. 
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Планируемые результаты обучения алгебре в 

7—9 классах 
Рациональные числа. Действительные числа 

Выпускник научится: 

• сравнивать и упорядочивать рациональные числа; выполнять вычисления с 

рациональными числами, сочетая устные и письменные приёмы 

вычислений, применение калькулятора;  

• решать арифметические задачи, связанные с пропорциональностью 

величин, отношениями, процентами; выполнять несложные практические 

расчёты;   

• использовать начальные представления о множестве действительных 

чисел;  

• применять понятие квадратного корня; находить квадратные и кубические 

корни, используя при необходимости калькулятор;  

• использовать в ходе решения задач элементарные представления, 

связанные с приближёнными значениями величин; понимать, что 

числовые данные, которые используются для характеристики объектов 

окружающего мира, являются преимущественно приближёнными, что по 

записи приближённых значений, содержащихся в информационных 

источниках, можно судить о погрешности приближения.  

Выпускник получит возможность: 

• научиться использовать приёмы, рационализирующие вычисления, 

приобрести привычку контролировать вычисления, выбирая подходящий 

для ситуации способ; 

• развить представление о числе и числовых системах от натуральных до 

действительных чисел, о роли вычислений в реальной жизни;  

• углубить и развить знания о десятичной записи действительных чисел 

(периодические и непериодические дроби). 
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Алгебраические выражения 

Выпускник научится: 

• понимать смысл терминов «выражение», «тождество», «тождественное 

преобразование»; выполнять стандартные процедуры, связанные с этими 

терминами; решать задачи, содержащие буквенные данные; выполнять 

элементарную работу с формулами;  

• выполнять преобразования выражений, содержащих степени с целым 

показателем и квадратные корни; 

• выполнять тождественные преобразования рациональных выражений на 

основе правил действий над многочленами и алгебраическими дробями; 

• выполнять разложение многочленов на множители; 

• применять преобразования выражений для решения различных задач из 

математики, смежных предметов, реальной практики. 

Выпускник получит возможность: 

• овладеть широким набором способов и приёмов преобразования 

выражений; применять тождественные преобразования для решения задач 

из различных разделов курса (например, для нахождения 

наибольшего/наименьшего значения выражения). 

 

Уравнения. Неравенства 

Выпускник научится: 

• решать основные виды рациональных уравнений с одной переменной, 

системы двух уравнений с двумя переменными;  

• применять аналитический и графический языки для интерпретации 

понятий, связанных с понятием уравнения, для решения уравнений и 

систем уравнений; 

• проводить простейшие исследования уравнений и систем уравнений, в том 

числе с применением графических представлений (устанавливать, имеет 
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ли уравнение или система уравнений решения, и если имеет, то сколько,  

и т. д.);  

• применять свойства числовых неравенств в ходе решения задач;  

• решать линейные и квадратные неравенства с одной переменной; решать 

системы неравенств;  

• понимать уравнение как важнейшую математическую модель для 

описания и изучения разнообразных реальных ситуаций, решать текстовые 

задачи алгебраическим методом; применять уравнения и неравенства для 

решения задач из различных разделов курса, задач из реальной практики.  

Выпускник получит возможность: 

• использовать разнообразные приёмы доказательства неравенств; 

• использовать широкий спектр специальных приёмов решения уравнений и 

систем уравнений; уверенно применять аппарат уравнений и неравенств 

для решения разнообразных задач из математики, смежных предметов, 

реальной практики. 

 

Числовые функции 

Выпускник научится: 

• понимать и использовать функциональные понятия и язык (термины, 

символические обозначения); 

• строить графики элементарных функций; описывать свойства числовых 

функций на основе изучения поведения их графиков; 

• понимать функцию как важнейшую математическую модель для описания 

процессов и явлений окружающего мира, применять язык функций для 

описания и исследования зависимостей между физическими величинами. 

Выпускник получит возможность: 

• проводить исследования, связанные с изучением свойств функций, в том 

числе с использованием компьютера; на основе графиков изученных 
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функций строить более сложные графики (кусочно-заданные, с 

«выколотыми» точками и т. п.);  

• использовать функциональные представления и свойства функций для 

решения математических задач из различных разделов курса.  

 

Числовые последовательности. Арифметические и геометрические 

прогрессии 

Выпускник научится: 

• понимать и использовать язык последовательностей (термины, 

символические обозначения);  

• применять формулы, связанные с арифметической и геометрической 

прогрессиями, и аппарат, сформированный при изучении других разделов 

курса, к решению задач, в том числе с контекстом из реальной жизни.    

Выпускник получит возможность: 

• понимать арифметическую и геометрическую прогрессии как функции 

натурального аргумента; связывать арифметическую прогрессию с 

линейным ростом, геометрическую с экспоненциальным ростом.  

 

Вероятность и статистика 

Выпускник научится: 

• использовать простейшие способы представления и анализа 

статистических данных; 

• находить относительную частоту и вероятность случайного события;  

• решать комбинаторные задачи на нахождение числа объектов или 

комбинаций. 

Выпускник получит возможность: 

• приобрести первоначальный опыт организации сбора данных при 

проведении опроса общественного мнения, осуществлять их анализ, 

представлять результаты опроса в табличной форме, в виде диаграммы; 
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• приводить содержательные примеры использования средних для описания 

данных; 

• приобрести опыт проведения экспериментов со случайными исходами, в 

том числе с помощью компьютерного моделирования, интерпретации 

результатов экспериментов. 

 

Содержание учебника для 8 класса 
Учебник для 8 класса включает следующие главы: «Алгебраические 

дроби», «Квадратные корни», «Квадратные уравнения», «Системы 

уравнений», «Функции», «Вероятность и статистика». 

Первая из этих глав — «Алгебраические дроби» является естественным 

продолжением начатой в 7 классе линии целых и дробных выражений. Как и 

в 7 классе, изложение строится с опорой на приобретённый учащимися опыт 

работы с числами. Акцент делается на осознанное восприятие разнообразных 

приёмов преобразования дробных выражений. Изучение рациональных 

выражений в соответствии с общей идеей развития курса по спирали будет 

продолжено в 9 классе. Получает дальнейшее развитие начатая ещё в 5 

классе линия, направленная на формирование вычислительной культуры 

учащихся. Включается достаточное число задач, требующих работы с 

формулами и предусматривающих применение калькулятора. Особенностью 

таких задач является то, что калькулятор в них выступает как 

инструментальное средство, облегчающее получение числовых результатов, 

в то время как основной смысл задачи заключается в поиске способа 

решения, сопоставлении имеющихся данных, формулировании тех или иных 

выводов, т. е. активизации интеллектуальной деятельности учащихся. 

В этой теме, как, впрочем, и во всех последующих, внимание уделяется 

решению текстовых задач, которые, как правило, выделяются в отдельные 

пункты. При этом виды рассматриваемых задач чрезвычайно разнообразны. 

В частности, продолжается решение задач на проценты. 
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Особенностью изучения темы «Квадратные корни» является более 

лаконичное и компактное изложение теоретических сведений о свойствах 

квадратных корней, связь с геометрией, усиление практического аспекта. В 

рамках этой темы учащиеся знакомятся с понятием кубического корня, и 

одновременно у них формируются начальные представления о корне n-й 

степени. В этой теме активно используется калькулятор для извлечения 

корней в ходе решения практических задач, а также для иллюстрации 

некоторых теоретических идей.  

Тема «Квадратные уравнения» содержит весь традиционный материал. В 

то же время имеются и некоторые отличия. Изучение теоремы Виета 

связывается с задачей разложения квадратного трёхчлена на множители. По 

ходу изучения темы постоянно включаются задания на решение уравнений 

высших степеней, активно используется метод подстановки. Завершается эта 

тема рассмотрением вопроса о нахождении целых корней уравнения. 

Продолжается решение текстовых задач, при этом именно здесь появляется 

естественная возможность поговорить об особенностях математических 

моделей, описывающих реальные ситуации. 

Центральным содержанием главы «Системы уравнений» является 

изучение систем линейных уравнений. Начинается глава с рассмотрения 

вопроса о прямых на координатной плоскости: уравнение прямой и 

различные его формы, угловой коэффициент прямой, взаимное 

расположение прямых на плоскости. Вопрос об аналитических способах 

решения систем линейных уравнений не ограничивается системами с двумя 

переменными. Это позволяет сделать дальнейший шаг в идейном 

продвижении в овладении методами решения текстовых задач: отчётливо 

формулируется мысль о том, что при составлении системы уравнений часто 

бывает целесообразно вводить столько переменных, сколько неизвестных 

содержится в условии, и составлять соответствующее число уравнений. 
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Изложение вопроса о функциях (глава «Функции») строится на базе 

опыта, приобретённого учащимися при изучении различных зависимостей 

между величинами, и большого количества графиков, знакомых 

восьмиклассникам. В главе вводится некоторый круг функциональных 

понятий, рассматриваются свойства функций. Основное внимание уделяется 

функциям y = kx + b и y = k
x

. Большое место занимают практические работы, 

вопросы и задачи прикладного и практического характера. 

В главе «Вероятность и статистика» расширяется круг статистических 

характеристик ряда данных. Здесь же продолжается формирование 

представлений о вероятности случайных событий: даётся классическое 

определение вероятности, а также решаются задачи, в которых вероятность 

вычисляется из геометрических соображений. 
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Примерное поурочное планирование  

учебного материала 
Приводимое ниже поурочное планирование носит рекомендательный 

характер. Оно отражает некоторый усреднённый опыт, и, естественно, в 

конкретном классе при конкретных условиях число уроков на изучение того 

или иного пункта, главы может меняться. Тем не менее мы считаем 

целесообразным поместить примерное планирование в пособие, так как оно 

служит своего рода ориентиром как для учителя, впервые ведущего 

преподавание по данному учебному комплекту, так и для опытного учителя. 

Поурочное планирование поможет увидеть, насколько сильно вы отстаёте 

или опережаете основную группу учащихся. Если на изучение какого-либо 

материала у вас уходит существенно больше времени, чем рекомендовано в 

планировании, это должно послужить сигналом о том, что вы слишком 

задерживаетесь на этой теме, поэтому следует пересмотреть свой план и 

опустить ряд задач (оставить их для последующего повторения или не 

рассматривать вовсе). 

1-й в а р и а н т: 3 урока в неделю, всего 102 урока. 

2-й в а р и а н т: 4 урока в неделю, всего 136 уроков. 

 

Глава и пункт учебника 
Число уроков 

1-й вариант 2-й вариант 

Глава 1. Алгебраические дроби 20 27 

1.1 

1.2 

Что такое алгебраическая дробь 

 Основное свойство дроби 

4 7 

1.3 

 

1.4 

Сложение и вычитание алгебраических 

дробей 

Умножение и деление алгебраических 

7 9 
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1.5 

дробей 

Преобразование выражений, 
содержащих алгебраические дроби  

1.6 

1.7 

Степень с целым показателем 
 Свойства степени с целым показателем 

5 6 

1.8 Решение уравнений и задач 2 3 

 Обзор и контроль 2 2 

Глава 2. Квадратные корни 15 22 

2.1 

2.2 

2.3 

Задача о нахождении стороны квадрата 

Иррациональные числа 

Теорема Пифагора 

4 6 

2.4 
 

2.5 

Квадратный корень (алгебраический 
подход) 
График зависимости y x=  

3 5 

2.6 

2.7 

Свойства квадратных корней 

Преобразование выражений, 

содержащих  квадратные корни   

5 7 

2.8 Кубический корень 1 2 

 Обзор и контроль 2 2 

Глава 3. Квадратные уравнения 19 24 

3.1 

3.2 

3.3 

 

3.4 

Какие уравнения называют квадратными  

Формула корней квадратного уравнения 

Вторая формула корней квадратного 

уравнения 

Решение задач 

9 11 

3.5 Неполные квадратные уравнения 3 4 

3.6 

3.7 

Теорема Виета 

Разложение квадратного трёхчлена на 

множители 

5 7 
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 Обзор и контроль 2 2 

Глава 4. Системы уравнений 20 24 

4.1 
 
4.2 
 
4.3 

Линейное уравнение с двумя 
переменными 
График линейного уравнения с двумя 
переменными  
Уравнение прямой вида y kx l= +    

7 8 

4.4 

 

4.5 

4.6 

Системы уравнений. Решение систем 

способом сложения 

Решение систем способом подстановки 

Решение задач с помощью систем 

уравнений 

9 11 

4.7 Задачи на координатной плоскости 2 3 

 Обзор и контроль 2 2 

Глава 5. Функции 14 19 

5.1 

5.2 

Чтение графиков  

Что такое функция 

3 5 

5.3 

5.4 

График функции  

Свойства функций 

4 5 

5.5 

5.6 

Линейная функция 

Функция ky
x

=  и её график 

5 7 

 Обзор и контроль 2 2 

Глава 6. Вероятность и статистика 9 11 

6.1 Статистические характеристики 2 3 

6.2 

6.3 

6.4 

Вероятность равновозможных событий 

Сложные эксперименты  

Геометрические вероятности 

5 6 

 Обзор и контроль 2 2 

Повторение. Итоговая контрольная работа 5 9 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО 

ОРГАНИЗАЦИИ УЧЕБНОГО ПРОЦЕССА 
 

Глава 1. Алгебраические дроби (20 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 

Пункт  

учебника 

Число 

уроков 

Дидактические 

материалы 

Рабочая 

тетрадь 

1.1. Что такое 

алгебраическая дробь 

1.2. Основное свойство 

дроби 

4 О-1, О-2, П-1 

 

О-3, «Проверь себя»,  

П-2—П-4 

1—7 

 

8—17 

1.3. Сложение и вычитание 

алгебраических дробей 

1.4. Умножение и деление 

алгебраических дробей 

1.5. Преобразование 

выражений, содержащих 

алгебраические дроби 

7 О-4, П-5—П-7 

 

О-5, П-8, П-9 

 

О-6, «Проверь себя», 

П-10, П-11 

18—27 

 

28—33 

 

34—38 

1.6. Степень с целым 

показателем 

1.7. Свойства степени с 

целым показателем 

5 О-7, П-12, П-13 

 

О-8, «Проверь себя», 

П-14 

39—48 

 

49—59 

1.8. Решение уравнений и 

задач 

2 О-9, П-15 60—67 

Обзор и контроль 2   
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Основные цели: сформировать умения выполнять действия с 

алгебраическими дробями, действия со степенями с целыми показателями; 

развить навыки решения текстовых задач алгебраическим методом. 

Обзор главы. Этот раздел учебника является естественным 

продолжением и развитием начатого в 7 классе систематического изучения 

преобразований рациональных выражений. Основная цель, которая ставилась 

в 7 классе, состояла в обучении действиям с многочленами, а также 

разложению многочленов на множители, в том числе с использованием 

формул сокращённого умножения. Хотя в курсе 7 класса преимущественно 

рассматривались целые выражения, учащимся систематически предлагались 

задания, в которых «участвовали» и алгебраические дроби. В частности, им 

приходилось вычислять значения дробных выражений при заданных 

значениях переменных, сокращать дроби, раскладывая для этого на 

множители числитель и знаменатель. 

Теперь учащимся предстоит систематическое изучение алгебраических 

дробей. Материал здесь излагается, как и при изучении преобразований 

буквенных выражений в 7 классе, с опорой на опыт работы с числами. 

Известные правила обращения с обыкновенными дробями принимаются в 

качестве законов преобразования алгебраических дробей. 

Главным результатом обучения должно явиться владение алгоритмами 

сложения, вычитания, умножения и деления алгебраических дробей. Что 

касается наличия в учебнике разнообразных комбинированных заданий, 

требующих выполнения нескольких действий, то их количество и уровень 

сложности определяются самим учителем в зависимости от возможностей 

класса. При этом необходимо иметь в виду, что в соответствии с общей 

идеей развития содержания курса по спирали в 9 классе предусмотрен ещё 

один «проход» преобразования рациональных выражений. 

Отдельный фрагмент главы посвящён рассмотрению степени с целым 

показателем. Мотивом для введения этого понятия служит целесообразность 
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представления больших и малых чисел в так называемом стандартном виде. 

С этим способом записи чисел учащиеся уже встречались в курсе алгебры 7 

класса, а также на уроках физики. 

Завершается глава фрагментом, посвящённым решению уравнений и 

текстовых задач. По сравнению с курсом 7 класса здесь предлагаются более 

сложные в техническом отношении уравнения (хотя, как и в 7 классе, это по- 

прежнему целые уравнения, не содержащие переменную в знаменателе 

дроби). 

Основные виды деятельности. Конструировать алгебраические 

выражения. Находить область определения алгебраической дроби; выполнять 

числовые подстановки и вычислять значение дроби, в том числе с помощью 

калькулятора. 

Формулировать основное свойство алгебраической дроби и применять 

его для преобразования дробей. Выполнять действия с алгебраическими 

дробями. Применять преобразования выражений для решения задач. 

Выражать переменные из формул (физических, геометрических, 

описывающих бытовые ситуации). Проводить исследования, выявлять 

закономерности. 

Формулировать определение степени с целым показателем. 

Формулировать, записывать в символической форме и иллюстрировать 

примерами свойства степени с целым показателем; применять свойства 

степени для преобразования выражений и вычислений. Использовать запись 

чисел в стандартном виде для выражения размеров объектов, длительности 

процессов в окружающем мире. Сравнивать числа и величины, записанные с 

использованием степени 10. Выполнять вычисления с реальными данными.  
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1.1. Что такое алгебраическая дробь 
Методический комментарий 

Основное назначение этого пункта — введение понятия алгебраической 

дроби и обсуждения вопроса о множестве допустимых значений переменных, 

входящих в дробь. (Термин «область определения дроби» не используется.) 

При изложении материала проводится параллель с целыми числами. 

Алгебраическая дробь вводится как способ записи частного двух 

многочленов — аналогично записи частного двух целых чисел в виде 

обыкновенной дроби. Всякое целое число можно представить в виде дроби, 

причём простейшая из них — это дробь со знаменателем 1; точно так же и 

любой многочлен может быть записан в виде дроби со знаменателем 1. 

В результате изучения пункта учащиеся должны уметь распознавать 

алгебраическую дробь среди других буквенных выражений, приводить 

примеры алгебраических дробей, в несложных случаях вычислять значение 

алгебраической дроби при указанных значениях переменных, а также 

находить множество допустимых значений переменных, входящих в данную 

дробь. 

Обращаем внимание учителя на таблицу, помещённую на с. 7 учебника. 

Содержащиеся в ней дроби относятся к основным типичным случаям, для 

которых учащиеся должны уметь указывать множество допустимых 

значений переменной. Эту таблицу полезно дополнить ещё такими дробями, 

как 2
6
a + , 2

5
a

, 
( )
10
4a a −

. Отвечая на вопрос об области допустимых значений 

переменных, учащиеся могут употреблять различные обороты речи. 

Например, рассматривая дробь 
( )
2
4c c −

, можно сказать, что допустимыми 

значениями переменной являются все числа, кроме c = 0 и c = 4, или что в 
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множество допустимых значений переменной не входят числа 0 и 4. 

Письменный ответ выглядит так: c ≠ 0 и c ≠ 4. 

В ходе выполнения упражнений к данному пункту учащимся потребуется 

довольно широкий круг опорных знаний и умений, сформированных в 

предыдущие годы. Это прежде всего умение выполнять числовые 

подстановки в буквенные выражения и вычисления с положительными и 

отрицательными числами, умение решать линейные уравнения, использовать 

для решения уравнения условие равенства произведения нулю, умение 

преобразовывать выражение в многочлен, в том числе с применением 

формул сокращённого умножения, и раскладывать многочлен на множители. 

Поэтому характер работы с упражнениями к данному пункту существенно 

зависит от уровня предварительной подготовки. 

В классах с удовлетворительным уровнем подготовки выполнение этих 

упражнений будет способствовать восстановлению перечисленных умений, 

что, собственно, и является ещё одной задачей данного пункта. 

В классах с невысоким уровнем подготовки круг рассматриваемых 

упражнений следует ограничить: прежде всего можно остановиться на таких 

заданиях, как 1—4, 7, 8, 10, 11. Часть упражнений раздела Б (такие, как 

задания 12, 14, 16) можно выполнить в ходе изучения следующих пунктов. 

Кроме того, в классах с невысоким уровнем подготовки целесообразно 

отвести специальный урок для целенаправленного повторения. С этой целью 

можно использовать дидактические материалы (см. работу О-1, задания  

2—4). 

 

Комментарий к упражнениям 
2. Ученики часто затрудняются при ответе на вопрос о том, что 

называется частным двух чисел. Поэтому полезно начать с числовых 

примеров: частное 51 : 17 равно 3, так как 17 · 3 = 51. И вообще, равенство  

a : b = c верно, если выполняется условие bc = a. 
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а) Нужно проверить, выполняется ли равенство (3x – 2y)(3x + 2y) =  

= 9x2 – 4y2. Для этого достаточно выполнить умножение двучлена 3x – 2y на 

двучлен 3x + 2y. 

3. В качестве такого выражения всегда можно взять произведение данных 

выражений. Полезно составить несколько разных выражений, делящихся на 

каждое из данных, а затем указать простейшее из них. В качестве 

дополнительного вопроса можно предложить найти соответствующее 

частное. 

Заметим, что для начала можно дать более простые задания, например 

составить какое-нибудь выражение, которое делится на 2a и 3c, на 4a и 4b, на 

ab и b, на a2 и 6a. А начать лучше с числового примера: найти наименьшее 

число, которое делится на 22 · 3 и на 32 · 5. 

4. Нужно вспомнить, как выполняются числовые подстановки в 

буквенные выражения (отрицательные числа заключаются в скобки и т. д.), 

поэтому вначале запись должна быть подробной.  

Ученик может выполнять вычисления любым удобным для него 

способом — по действиям или цепочкой. Однако каждый раз следует 

демонстрировать классу образец красивого и рационального вычисления (не 

считая его обязательным эталоном). 

7. Общий алгоритм рассуждений таков: находят значения переменной, 

при которых знаменатель дроби обращается в нуль, и затем исключают эти 

значения из множества всех чисел. 

10. Выражение переменной из формулы — одна из сквозных идей в 

системе упражнений учебника. Задание выполняется на основе зависимостей 

между компонентами действия, известных учащимся из начальной школы. 

12. Данное выражение сначала необходимо упростить. 

13. Нужно вспомнить, как решаются уравнения типа (x – 7)(2x + 5) = 0. 

Равенство (x – 7)(2x + 5) = 0 означает, что x – 7 = 0 или 2x + 5 = 0. Решив 
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первое уравнение, найдём, что x = 7; решив второе, получим, что x = –2,5. 

Таким образом, данное уравнение имеет два корня: 7 и –2,5. 

а) Найдём допустимые значения переменной для дроби ( )( )
( )
1 3

2 4
a a
a a
+ +

−
. 

Решим уравнение 2a(a – 4) = 0. Получим a = 0 и a = 4. 

О т в е т: a ≠ 0 и a ≠ 4. 

14. В сильном классе можно каждый ответ сформулировать в 

обобщённом виде. 

Выражение не имеет смысла, если: а) x и y — равные числа;  

б) хотя бы одна из переменных a и b равна 0; в) выполняется хотя бы одно из 

условий: a = 2 или b = 3; г) произведение a и c равно 12 (например: a = 1,  

b = 12; a = –3, b = –4; a = 12
5

, b = 5). 

16. Выражение имеет смысл при x = 1
2

. Его значение равно 1. 

17. б) Выразим из формулы Q = cm(t2 – t1) переменную t2. 

Сначала будем рассматривать выражение t2 – t1 как неизвестный 

множитель. Тогда t2 – t1 = Q
cm

. Теперь рассматриваем t2 как неизвестное 

уменьшаемое, тогда t2 = Q
cm

 + t1. 

18. а) S = 2ab + 2c(a + b),  2c(a + b) = S – 2ab, 
( )
2

2
S abc
a b
−

=
+

; 

б) h = 
2
S
rπ

 – r.  

19. Если учащиеся будут ошибочно в качестве примеров указывать 

выражения, не являющиеся симметрическими (такие, как 
2 2x y
xy
− ), то их 

ответ нужно будет опровергнуть с помощью числовой подстановки. 

 



36 

 

1.2. Основное свойство дроби 
Методический комментарий 

Изложение материала уместно начать с обращения к обыкновенным 

дробям; вспомнить, как обыкновенную дробь приводят к новому 

знаменателю, как сокращают обыкновенную дробь. 

Приведём, например, дробь 7
15

 к знаменателю, равному 60. Чтобы найти 

дополнительный множитель, разделим 60 и 15, получим 4. Умножим 

числитель и знаменатель дроби 7
15

 на 4: 

7 7 4 28
15 15 4 60

⋅
= =

⋅
. 

Сократим дробь 25
40

. Для этого разделим числитель и знаменатель на их 

общий множитель: 

25 5 5 5
40 8 5 8

⋅
= =

⋅
. 

Выполняя эти преобразования, мы пользуемся основным свойством 

дроби, которое в буквенном виде записывается так: 

,a ac
b bc
=  где c ≠ 0. 

Далее сообщается, что это буквенное равенство выражает и основное 

свойство алгебраической дроби. Согласно этому свойству числитель и 

знаменатель алгебраической дроби можно умножать на одно и то же число, 

отличное от нуля, на один и тот же ненулевой одночлен или многочлен, при 

этом получается дробь, равная данной (число и одночлен — это частные 

виды многочлена). 
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Специальное внимание в пункте уделяется следствиям из основного 

свойства дроби. Учащиеся должны знать словесные формулировки 

соответствующих свойств и уметь применять их в преобразованиях.  

Основной результат при изучении данного пункта связан с умением 

сокращать дроби. Обязательный уровень, который при этом должен быть 

достигнут, отражён в разделе «Чему вы научились», с. 62—65). При работе в 

классах с невысоким уровнем подготовки следует ограничиться 

упражнениями из раздела А.  

Некоторые упражнения из раздела Б сложны тем, что для разложения на 

множители приходится использовать способы группировки, 

комбинированные приёмы и т. д. (упражнения 38, 43). На уроках, отведённых 

на изучение данного пункта, следует выполнить лишь некоторые из них, 

тщательно разобрав решения. 

 

Комментарий к упражнениям 
20. Для восстановления цепочки при рассмотрении каждой следующей 

дроби надо возвращаться к исходному выражению. 

а) 5
2a a

= ; знаменатель умножили на 2, поэтому, чтобы получить равную 

дробь, числитель тоже нужно умножить на 2; получим дробь 10
2a

; 

2

5
a a
= ; знаменатель умножили на a, поэтому и числитель умножим на a; 

получим дробь 2

5a
a

, и т. д. 

21. Каждый раз определяем дополнительный множитель. В простых 

случаях это можно делать устно, в более сложных — письменно. 

г) Приведём дробь к знаменателю x2 – 1: 
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x2 – 1 = (x + 1) · (x – 1). Дополнительный множитель — выражение x – 1. 

Имеем  
2

2

1 ( 1) ( 1) ( 1)
1 ( 1) ( 1) 1

x x x x
x x x x
− − ⋅ − −

= =
+ + ⋅ − −

. 

31. Рассматривая цепочку равенств 

a a a a
b b b b

− −
= = − = −
− −

, 

можно подчеркнуть, что дробь a
b

 каждый раз заменяется равной ей с 

помощью двух минусов, один из которых может быть записан перед дробью. 

в) Выражение, противоположное двучлену x – y, можно записывать по-

разному: –(x – y) или y – x. 

33. Два способа, показанные в образце, можно объединить в одно 

«правило»: знак «минус» перебрасываем в числитель или в знаменатель.  

34. Если перед дробью ставится знак «минус», то, чтобы получить равное 

выражение, нужно записать ещё один минус в числителе или в знаменателе. 

35. Из рисунка ясно, что радиус шара равен радиусу основания цилиндра. 

Воспользуемся указанием и выразим высоту цилиндра h через радиус; 

получим h = 6r. Теперь найдём отношение объёма, занимаемого мячами, к 

объёму цилиндра. 

б) Коробка имеет форму параллелепипеда, измерения которого равны 6r, 

2r и h. Поэтому Vкоробки = 6r · 2r · h = 12r2h. Банка имеет цилиндрическую 

форму, поэтому Vбанки = πr2 · h. 

Получим 
2

банки
2

цилиндра

3 3 3
12 4 4

V r h
V r h

⋅ π π
= = ≈ . 
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39. Последовательно перебираем одно выражение за другим и 

сравниваем каждое из них с дробью p a
p b
+
−

. 

1) p a
b p
+
−

; числители дробей одинаковы, а знаменатели противоположны 

(двух минусов нет!); значит, дробь p a
b p
+
−

 не равна дроби p a
p b
+
−

; 

2) – p a
p b
− −
−

; перед дробью стоит минус, и в числителе записано 

противоположное выражение; значит,   – p a
p b
− −
−

 = p a
p b
+
−

. 

О т в е т: – p a
p b
− −
−

; – p a
b p
− +
−

; p a
b p
− −
−

. 

 

40. а)—г). Образец рассуждения дан в примере 4 учебника. 

д)—е). Решение основано на том, что квадраты противоположных чисел 

равны, т. е. (a – b)2 = (b – a)2. Этот факт учащиеся должны запомнить. 

 

1.3. Сложение и вычитание алгебраических дробей 
Методический комментарий 

Материал излагается по следующей схеме: сначала рассматривается 

сложение и вычитание дробей с одинаковыми знаменателями, затем — с 

разными знаменателями, и наконец, разбирается случай, когда среди 

слагаемых есть целое выражение. 

Методически целесообразно обратить внимание на случай, когда 

складываются (или вычитаются) дроби с одинаковыми знаменателями. Это 

даёт возможность отработать способ записи «дроби — суммы» («дроби — 

разности»), восстановить навыки раскрытия скобок, приведения подобных 

слагаемых (см. пример 1, упражнения 44—47). 
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Основная трудность, с которой встречаются учащиеся, выполняя 

действия с дробями с разными знаменателями, — это приведение дробей к 

общему знаменателю. Учащиеся уже понимают, что преобразование 

окажется легче, если этот общий знаменатель будет простейшим. (Здесь 

уместна аналогия с наименьшим общим знаменателем числовых дробей.) В 

учебнике есть специальное упражнение, направленное на формирование 

умения находить общий знаменатель дробей (см. задание 48). Кроме того, с 

этой же целью можно использовать и последующие упражнения. 

Формулировка задания может быть такой: укажите простейший общий 

знаменатель дробей, входящих в выражение, а также дополнительный 

множитель для каждой дроби. 

Типичные случаи сложения и вычитания дробей с разными 

знаменателями разобраны в примерах 2—4, приведённых в объяснительном 

тексте учебника. В примере 2 компонентами действия служат дроби, 

знаменатели которых не имеют общих множителей, поэтому простейший 

общий знаменатель равен произведению этих знаменателей. (Числовым 

аналогом здесь может служить пример типа 5
8

 + 2
3

.) 

В примере 3 «участвуют» дроби, знаменатели которых имеют общие 

множители, поэтому брать в качестве общего знаменателя произведение 

знаменателей нецелесообразно. В учебнике на этом примере разъяснён 

алгоритм составления простейшего общего знаменателя. Подчеркнём, 

однако, что требование приводить дроби непременно к простейшему общему 

знаменателю нельзя считать обязательным. 

Наконец, в примере 4 один из знаменателей делится на другой, поэтому 

он и является простейшим общим знаменателем дробей. (Числовой аналог 

для этого случая: 7
24

 + 5
8

.) 
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Заметим, что разобранные в тексте примеры могут служить и образцами 

записи решений. На первых порах запись должна быть развёрнутой, 

содержать все основные этапы. 

Упражнения из раздела А представляют собой полную систему, 

достаточную для формирования основных навыков. Отдельным блоком в ней 

даны задания на сложение и вычитание дробей с противоположными 

знаменателями (упражнения 58, 59). К выполнению этой группы заданий 

рекомендуем стремиться и в классах с невысоким уровнем подготовки. 

 

Комментарий к упражнениям 
48. Можно дать в такой формулировке: приведите дроби к простейшему 

общему знаменателю. По поводу этого упражнения см. также рекомендацию 

в методическом комментарии. 

55—57. Подчеркнуть для учащихся: чтобы найти общий знаменатель, 

будем раскладывать на множители знаменатели дробей, входящих в данное 

выражение. 

58. Знаменатели дробей — противоположные выражения. В 

формулировке задания 1) указан способ приведения дробей к общему 

знаменателю, приведён образец — меняем знаменатель второй дроби на 

противоположное выражение, одновременно меняя знак перед дробью, т. е. 

меняя знак действия. 

В задании 2) знаменатели дробей — противоположные выражения, но 

здесь отрабатываем другой способ приведения их к общему знаменателю. 

Будем менять на противоположные выражения одновременно числитель и 

знаменатель дроби. 

59. Для приведения дробей к общему знаменателю можно 

воспользоваться любым из способов, рассмотренных в упражнении 58. На 

выбор способа могут влиять соображения эстетики и простоты. 

61, 62. Образец дан в примере 5. 
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64. а) Обозначим искомую дробь через А. Тогда 
2

3 2

1
2 2

c cA
c c c
−

+ =
+ +

. 

Отсюда 
2 2

2 3 2 2

1
2 2 ( 2) 2

c c c c c cA
c c c c c c

− − +
= − = =

+ + + +
. (Рекомендуем выполнить 

проверку.) 

67. Упражнение направлено на то, чтобы учащиеся понимали, что 

выражение (b – a)2 можно заменить на (a – b)2, а с выражениями a2 – b2 и  

b2 – a2 такая замена невозможна. Иными словами, (b – a)2 = (a – b)2, но  

a2 – b2 ≠ b2 – a2. 

71. а) 1-й способ. Сложим две дроби и к полученному результату 

прибавим третью.  

2-й способ. Сложим сразу три дроби. 

72. Задача-исследование. Первый способ: заметим, что задача достаточно 

объёмна. Сначала предлагается подметить закономерность в цепочке 

предложенных равенств и записать эту закономерность в буквенном виде. 

Далее предлагается упростить два алгебраических выражения в 

использовании закономерности, которая установлена в задании 1. 

Второй способ — это, по сути, решение «в лоб»: сначала складываются 

две первые дроби, затем к полученной сумме прибавляется третья дробь  

и т. д. К нужному результату также приходим путём установления 

определённой закономерности. 

Именно в выявлении закономерностей, представлении их в буквенном 

виде и заключаются обучающая и развивающая функции этого упражнения. 

В то же время заметим, что его не обязательно выполнять в полном объёме. 

Можно, к примеру, выполнить упрощение лишь одного выражения или лишь 

одним из предложенных способов. 
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1) В буквенном виде имеющаяся закономерность записывается так:  

1
n

 – 1
1n +

 = 
( )
1
1n n +

. Чтобы доказать это равенство, достаточно 

преобразовать в дробь разность 1
n

 – 1
1n +

.  

2) а) Читая равенства, рассмотренные в задании 1), справа налево, мы 

можем каждую содержащуюся в нём дробь заменить разностью.  

3) Упростим выражение из пункта 2а). В данной сумме n слагаемых. Это 

легко понять, рассмотрев знаменатели. 

Находим сумму первой и второй дроби. К результату прибавляем третью 

дробь, т. е. находим сумму первых трёх дробей. Прибавив к результату 

четвёртую дробь, находим сумму первых четырёх дробей. 

Закономерность очевидна: сумма пяти дробей будет равна 5
6

, шести 

дробей — 6
7

 и т. д. Вообще, сумма n дробей будет равна 
1
n
n +

.  

Таким же способом упростим другое выражение. Понятно, что сумма 

четырёх дробей равна 
( )
4
4x x +

, пяти дробей — 
( )
5
5x x +

 и т. д. Всего 

равенство содержит 100 дробей. Очевидно, что сумма ста дробей равна 

( )
100
100x x +

. 

 

1.4. Умножение и деление алгебраических дробей 
Методический комментарий 

Материал пункта интегрирует в себе достаточно большой пласт 

изученных вопросов. В ходе решения уравнений повторяются свойства 

степени с натуральным показателем, активно используется разложение 

многочленов на множители, сокращение дробей.  
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Схема изложения материала следующая: сначала рассматриваются общие 

случаи умножения дробей и деления дробей, а затем случаи, когда среди 

компонентов действий есть целое выражение: умножение и деление дроби на 

целое выражение, деление целого выражения на дробь. Практика показывает, 

что именно эти случаи являются наиболее трудными для учащихся, поэтому 

им надо уделить специальное внимание.  

Правила умножения и деления алгебраических дробей вводятся с опорой 

на правила умножения и деления обыкновенных дробей, поэтому оба эти 

действия вводятся и отрабатываются одновременно. В разобранных в тексте 

примерах отражаются некоторые особенности, связанные с алгебраическими 

выражениями. Пример 1 иллюстрирует действия умножения и деления для 

дробей, числитель и знаменатель которых — одночлены. В примерах 2 и 3 

участвуют дроби, содержащие в числителе или знаменателе многочлены, 

которые для упрощения выражения приходится раскладывать на множители. 

Примеры 4 и 5 иллюстрируют случаи, в которых в умножении  и делении 

участвуют наряду с дробями целые выражения.  

Структура системы упражнений соответствует описанной схеме изучения 

материала. Уровень обязательной подготовки характеризуется заданиями 

типа 79, 84, а также заданиями для самопроверки 8 и 9 из раздела «Чему вы 

научились» (с. 63). 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно ограничится 

выполнением заданий из раздела А (при этом можно опустить упражнение 

80) и упражнений 85 и 90 из раздела Б. 

 

Комментарий к упражнениям 
Упражнения 81—84 составляют цепочку. Умение, которое 

отрабатывается на этих упражнениях, формируется у учащихся хуже других 

умений, связанных с умножением и делением дробей. Поэтому их 

целесообразно выполнить все. Если кому-то из учащихся потребуется 
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дополнительная тренировка, то следует воспользоваться обучающей работой 

О-5 из дидактических материалов.  

Целесообразно порекомендовать учащимся подробную запись решения, 

аналогичную той, которая приведена в примерах 4 и 5 объяснительного 

текста. Те учащиеся, которые достигнут автоматизма в выполнении такого 

рода преобразований, могут, конечно, перейти к свернутой записи.  

85. Запись решения можно вести цепочкой. 

а) 
2 2

2 2 3

2 2:x y a x
a xy a y

⋅ =
2 3

2 2 2

2
2

x y a a y
a xy x

⋅ ⋅ =
2 3

2 2 2

2
2

x y a a y
a xy x

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅

2

2
a . 

87. В этом упражнении имеются две тонкости, на которые надо обратить 

внимание учащихся. Одна из них — это чётные и нечётные степени 

противоположных чисел, например, квадраты противоположных чисел 

равны:  (a – b)2 = (b – a)2; кубы противоположных чисел являются числами 

противоположными: (a – b)3 = – (b – a)3. Другая связана с вынесением за 

скобки общего множителя в случаях типа (2x + 2y)3. Часто такого вида 

выражение учащиеся ошибочно представляют в виде 2(x + y)3. Чтобы 

объяснить смысл ошибки, полезно предложить учащимся представить 

степень двучлена в виде произведения и уже затем выполнить вынесение за 

скобки множителя 2.  

90. Одна из идей, которую следует усвоить учащимся, состоит в том, что 

выражения преобразовывают не только с целью упрощения, а для того, 

чтобы привести их к виду, позволяющему решить ту или иную задачу или 

делающему это решение более эффективным. В этом упражнении 

рассматривается пример такого рода задачи.  

Чтобы использовать для вычислений стандартный калькулятор и вести 

вычисления непрерывной цепочкой (без отсылки в память и без записи 

промежуточных результатов), предложенные выражения удобно 
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преобразовать. Так, представив выражение x y
xy
+  в виде :x y y

x
+  (указание к 

пункту а), мы сможем вести вычисления следующим образом:  

1,25 +  1,6 :  1,25 :  1,6  =  … . 

Это выражение может быть записано и без дробной черты:   

((x + y) : x) : y.  

Запись в таком виде может оказаться кому-либо из учащихся понятнее с 

точки зрения порядка выполнения действий.  

б) Запись без дробной черты:  ((2x – y) : 5) : y. 

в) Запись без дробной черты: (((x + y)x) : y) : y. 

 

1.5. Преобразование выражений, содержащих 

алгебраические дроби 
Методический комментарий 

Основная цель изучения данного пункта — развитие технических 

навыков, формирование умения достаточно долго действовать по известным 

алгоритмам. В ходе выполнения этих заданий ученики должны будут 

привлекать весь объём знаний, сформированных при изучении данной темы.  

Подчеркиваем ещё раз, что ученики имеют право выполнять 

преобразование так, как им удобно: по действиям или цепочкой, пользуясь 

основными алгоритмами действий с дробями или некоторыми другими 

приёмами, позволяющими рационализировать преобразования. В то же время 

учителю следует всюду, где это целесообразно, указывать на возможность 

иного решения, поощрять применение изящных приёмов.  

Вместе с тем необходимо иметь в виду, что задания на преобразование 

дробных выражений объективно сложны и вызывают у многих учащихся 

серьёзные затруднения. Однако обязательные требования по данной теме 

вполне реалистичны (см. раздел «Чему вы научились»). И заданный уровень 
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достаточен для дальнейшего изучения математики и смежных дисциплин. 

Поэтому содержание учебной работы и предъявляемые учащимся требования 

следует дифференцировать. Кроме того, нецелесообразно увеличивать время, 

отведённое на изучение рассматриваемого материала: в курсе 9 класса 

предусмотрен ещё один «проход» этой темы, который, как показывает опыт, 

оказывается весьма эффективным с точки зрения формирования навыков.  

 

Комментарий к упражнениям 
96. г) Можно воспользоваться формулой разности квадратов и разложить 

данное выражение на множители.  

97. «Многоэтажные» дроби учащимся уже встречались. Они могут 

воспользоваться разными приёмами для упрощения такого выражения. 

Покажем их на одном из заданий.  

д) 1-й способ. Выполним действия в числителе и знаменателе дроби и 

первый результат разделим на второй.  

2-й способ. Избавимся от дробей в числителе и знаменателе данной 

дроби. Для этого умножим числитель и знаменатель на ab. 

105. Задача-исследование. Задача аналогична задаче 72, основное её 

назначение — выявление числовых закономерностей и представление их в 

буквенном виде.  

3) а) В данном выражении 11 слагаемых (это можно узнать простым 

пересчётом). Найдём сумму первых двух, затем прибавим к результату 

третью дробь. Закономерность очевидна: сумма четырёх дробей будет равна 

4
3 11⋅

, …, сумма одиннадцати дробей равна 11 .
3 25⋅

 

б) Данное выражение содержит 50 слагаемых; упростив его, получим 

50
( 100)a a +

. 
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1.6. Степень с целым показателем 
Методический комментарий 

В этом пункте рассматриваются два вопроса: 1) обобщение понятия 

степени на случай произвольного целого показателя; 2) стандартный вид 

числа.  

Понятие степени с целым отрицательным показателем вводится с опорой 

на то, что учащиеся уже знакомы из курса алгебры 7 класса со способом 

записи дроби 1 ,
10n

 где n — натуральное число, в виде 10-n. 

Основной целью изучения понятия степени в этом месте курса является 

усвоение определения степени с целым отрицательным показателем,  

формирование умения вычислять значения выражений, содержащих степени, 

на основе этого определения, использование вычислительного опыта для 

накопления знаний о степенях, овладение рациональными приёмами 

вычислений.  

Система упражнений в учебнике к этой части пункта весьма 

разнообразна (см. задания 106—122 из раздела А и задания 133—139 из 

раздела Б). Но прежде всего нужно уделить внимание таким заданиям 

базового характера, как задания 106—108, 111, 117. В связи с этим на всех 

уроках по этой теме полезно предлагать учащимся такие задания:  

1. Замените выражение дробью:  

3a–4; (3a)–4; a–1b; (ab)–1. 

2. Используя степень с целым отрицательным показателем, преобразуйте 

в произведение: 

2

x
ac

; 
3

2( )
a
bc

−

− ; 10
x y−

; 2 3

1
a bc

. 

3. Представьте в виде степени:  

а) с основанием 2 число 1
16

; 1
8

; 1
4

; 1
2

; 1; 2; 4; 
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б) с основанием 3 число 1
9

; 1
3

; 3; 27; 81; 

в) с основанием 5 число 1
5

; 1; 25; 125. 

4. Вычислите:  

а) 5–2; (–5)–2; 
21

5

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
21

5

−
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

;  

б) (–2)–4; –(–2)4; –(–2)–4; –2–4; 

г) 0,1–1; 0,02–2; (–1,5)–1; 

д) 5 · 251; –3 · 6–2; 8 · (–2)4; 2–2 + 
21 .

2

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Для подобной тренировки можно также использовать задания из 

дидактических материалов и рабочей тетради. 

Обращаем внимание на типичную ошибку психологического свойства: 

степень с отрицательным показателем может ассоциироваться у учащихся с 

отрицательным числом (например, 2–3 = 3

1 )
2

− . Для предупреждения таких 

ошибок полезны упражнения типа задания 109. Их следует предлагать 

неоднократно, причём показатель степени можно брать и числовым. 

Многие учащиеся допускают также ошибки и при вычислении значений 

степеней с дробным основанием. Поэтому советуем обучить школьников 

рациональному приёму, понять и усвоить который учащиеся смогут в ходе 

выполнения упражнений 122, 134, 135. В упражнении 134 соответствующее 

правило записано в буквенном виде:  
n na b

b a

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 — и предлагается 

провести его доказательство.  Полезно его и запомнить.  

Главное, что должны усвоить учащиеся в связи с рассмотрением 

стандартного вида числа, — это алгоритмы записи больших и малых 

положительных чисел в стандартном виде (см. упражнения 125 и 126, где 
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приведены образцы выполнения таких заданий). Желательным результатом 

является также умение сравнивать числа, записанные в стандартном виде 

(упражнение 130).  

Заметим также, что значительная часть упражнений к этой части пункта 

имеет практико-ориентированный характер, служит цели формирования 

умения применять запись чисел в стандартном виде. 

В классах с невысоким уровнем подготовки рекомендуем 

сосредоточиться на таких заданиях, как 106—109, 111, 116, 117, 119,  

122—126, 130, 134—135. 

 

Комментарий к упражнениям 
106. В таких случаях, как в) и г), можно предложить записать 

полученный ответ в виде дроби, например:  

xy–1 = x · 1 .x
y y
=   

В дальнейшем учащимся придётся выполнять обратное преобразование: 

11x x xy
y y

−= ⋅ =  (см. упражнение 117). 

110. Рекомендуем (особенно в слабых классах) начать с конкретных 

примеров и прийти к нужному выводу с помощью вычислений. Задание 

может быть таким:  

Вычислите и сравните с нулём:  

а) 24; 2–4; 25; 2–5; 

б) (–2)4; (–2)–4; (–2)5; (–2)–5. 

Мы видим, что все степени с основанием, равным 2, положительны, а 

знак степени с основанием, равным –2, зависит от того, каким числом 

является показатель — чётным или нечётным.  

Теперь можно перейти к заданию из учебника. Ответ получаем с 

помощью рассуждений:  
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а) Пусть m > 0. Тогда m16 > 0 и m–16 23
16

1 0; 0m
m

= > >  и 23
23

1 0.m
m

− = >  

б) Пусть m < 0. Тогда m16 > 0 и m–16 23
16

1 0; 0m
m

= > <  и 23
23

1 0.m
m

− = <  

Приходим к следующему выводу о знаке степени с целым показателем: 

1) если основание степени с целым показателем положительно, то и 

значение степени положительно; 

2) если основание степени отрицательно, то знак степени зависит от 

показателя: если показатель — чётное число (в том числе равен 0), то 

значение степени положительно; если — нечётное, то значение степени 

отрицательно.  

115. Здесь наиболее трудными для учащихся будут задания  

б) и г). 

а) Представим знаменатели дробей в виде степеней с одним и тем же 

основанием, равным 2. Затем заменим дроби степенями и продолжим 

последовательность. На 10-м месте будет стоять число 2–10, на 100-м — число 

2–100, на n-м месте — число 2–n. 

б) Так как 1 = 20, то получаем последовательность 

20; 2–1; 2–2; 2–3; … . 

На 10-м месте в этой последовательности будет стоять число  

2–9, на 100-м месте — число 2–99, на n-м месте — число 21 – n.  

в) Имеем последовательность: 3–1; 3–2; 3–3; … . На  n-м месте — число 3–n.  

г) Имеем последовательность: 31; 30; 3–1; 3–2;  … .  

На 10-м месте в этой последовательности будет стоять число  

2–8, на 100-м — число 2–98, на месте с номером n — число 22 – n. 

116. Пусть сначала учащиеся заполнят вторую строку таблицы 

(необходимые вспомогательные вычисления нужно проводить письменно): 
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x –6 –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5 6 

2x 
1
64

 1
32

 1
16

 1
8

 1
4

 1
2

 1 2 4 8 16 32 64 

1
2

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
             

 

Затем они начнут выполнять подсчёты, необходимые для заполнения 

третьей строки. Скорее всего, кто-нибудь догадается, что третью строку 

можно заполнить, используя результаты, помещённые во второй. В 

противном случае работу нужно довести до конца (ведь вычисления полезны 

и сами по себе!) и затем обратить внимание учащихся на то, что 11 2
2

−=  и 

1 2
2

x
x−⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

117. Сначала напомним учащимся, что дробь 
a
b

 можно представить в 

виде произведения следующим образом: 1.a a
b b
= ⋅  

Далее при выполнении заданий будем пользоваться формулой 1n
na
a

− = , 

но переписав её справа налево: 1 .nn a
a

−=   

Упражнения 118—120 можно рассматривать в связке и в этом случае 

использовать при работе с сильными учащимися.  

118. а) Воспользуемся определением степени с целыми отрицательным 

показателем и преобразуем дробь 3

1
2 .−

 В общем виде: 1 ,nn a
a−

=  где n — число 

натуральное. (Это равенство вытекает из определения 1n
na
a

− = .) 
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119. Можно каждое задание выполнять на основе определения степени с 

целым отрицательным показателем. Но лучше воспользоваться формулой 

1 n
n a

a−
= , где n — натуральное число, и «перебросить» степень с 

отрицательным показателем из знаменателя в числитель, изменив показатель 

на противоположный.  

120. а) 1-й способ. Будем заменять дробью каждую степень с 

отрицательным показателем.  

2-й способ (он более предпочтителен). Воспользуемся равенствами 

1n
na
a

− =  и 1 n
n a

a−
= , где n — натуральное число. 

3

1 3

2 3 3 4 12 3
4 2 8 2

−

−

⋅ ⋅
= = =  — 

степень с отрицательным показателем можно «перебросить» из числителя в 

знаменатель и из знаменателя в числитель, изменив знак показателя на 

противоположный.  

121. Число, обратное числу a ( 0a ≠ ), записывается так: 
1
a

 или a–1.  

130. При ответах на вопросы учащимся придётся сравнивать и 

упорядочивать числа, записанные в стандартном виде, переходить от одних 

единиц измерения расстояний к другим, округлять числа, отмечать точки на 

координатной прямой.  

1) Ближе всего к Солнцу расположен Меркурий, так как у числа  

5,790 · 107 наименьший порядок. Зато порядок, равный 9, имеют четыре 

числа. И чтобы выяснить, какое из них больше, нужно найти больший из 

множителей, записанных перед 109. Мы видим, что на наибольшем 

расстоянии от Солнца находится Плутон.  

2) Образец рассуждения для выражения расстояния в млн км: 

5,790 · 107 км = 5,790 · 106 · 10 км = 57,90 млн км. 
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3) Чтобы легче было отмечать точки на оси расстояния планет до Солнца, 

выраженные в млн км, нужно округлять. (Это можно делать устно.) 

Дополнительное задание: посмотрите на схему и подумайте, какие 

планеты относят к планетам земной группы.  

131. Так как 0,5% — это 0,005, то число международных телеграмм, 

отправленных в 1995 г., равно  

9,2 · 107 · 0,005 = 9,2 · 5 · 104 = 4,6 · 105. 

133. Обе части равенства должны быть записаны в виде степеней с одним 

и тем же основанием.  

б) 2m = 1
32

, т. е. 2m = 2–5, значит, m = –5; 

в) 3–m = 27, т. е.  3–m = 33, значит, –m = 3, m = –3. 

134. а) Можно воспользоваться определением степени с целым 

отрицательным показателем и известным из курса 7 класса свойством 

степени с натуральным показателем: 
n n

n
a a
b b
⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

в) Для доказательства воспользуемся определением степени с целым 

отрицательным показателем и свойствами степени с натуральным 

показателем:  

1 1n nn

n n n

n

a b b
ab a aa
bb

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Заметим, что указанное свойство степени желательно сообщить всем 

учащимся, так как оно облегчает вычисления. Однако приведённое выше 

рассуждение достаточно сложное. Поэтому в слабом классе можно поступить 

так: предложить проверить (не доказать!) равенство 
2 22 3

3 2

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, вычислив 

отдельно его левую и правую части, и затем сказать, что, вообще, 
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.
n na b

b a

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

135. Можно воспользоваться определением степени с целым 

отрицательным показателем, но лучше прибегнуть к свойству, 

обнаруженному в ходе выполнения упражнения 134. 

136. а) Нужно упорядочить такие числа: 
4 43 3 2, ,

2 2 3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 и 1. 

Воспользуемся тем, что 
42 2 2, 1

3 3 3
⎛ ⎞ < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 
43 1

2
⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

б) Перейти к обыкновенным дробям и рассуждать так же, как при 

решении задания а).  

138. В каждом случае полезно провести «числовой эксперимент».  

а) Возьмём несколько значений a,  больших 1, и найдём для них значения 

a–2  и  a–3. При a = 2 имеем: 2–2 = 2

1 1
2 4
= , 3 2 3

3

1 12 ; 2 2 .
2 8

− − −= = >  При a = 10 

имеем: 10–2 = 2

1 1 ,
10 100

=  3 2 3110 ; 10 10 .
1000

− − −= >  Закономерность очевидна:  

a–2 > a–3. 

б) Возьмём несколько положительных значений a, меньших 1, и найдём 

для них значения a–2 и a–3. При 1
2

a =  имеем: 
2 3

2 31 12 4, 2 8;
2 2

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 31 1 .
2 2

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 При 1
10

a =  имеем: 
2 3

2 31 110 100, 10 1000;
10 10

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 31 1 .
10 10

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞<⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 Очевидно, что в данном случае a–2 < a–3.  

139. а) x–1 = 10, значит, 1 10
x
=  и 1 .

10
x =   

б) x–1 = 0,1, значит, 1 1
10x

=  и x = 10. 
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Отсюда (x + 1)–1 = (10 + 1)–1 = 11–1 = 1 ;
11

 1 1 1(2 ) (2 10) .
20

x − −= ⋅ =  

в) x–1 = 1, значит, 1 1
x
=  и x = 1. 

Отсюда (x + 1)–1 = 2–1 = 
1
2

; (2x)–1 = 2–1 = 
1
2

. 

143. Найдём отношение 1,88 · 108 к 1,68 · 109 и выразим его в процентах. 

Получим, что международные телефонные разговоры составили примерно 

11% всех междугородных переговоров. 

144. Примерная численность населения Земли в 2012 г. должна была 

составить 6,5 · 109 · 1,0127 ≈ 7,07 · 109 чел., а в 2000 г. — 6,5 · 109 · 1,012–5 ≈  

≈≈ 6,12 · 109 чел.  

Рассматриваемая формула — пример использования формул в 

социологических исследованиях. При вычислениях следует использовать 

калькулятор. Полезно обсудить вопрос о том, что умножение на 1,012–5 

равносильно делению на 1,0125.   

 

1.7. Свойства степени с целым показателем 
Методический комментарий 

Можно начать с того, что вспомнить свойства степени с натуральным 

показателем и проиллюстрировать их применение для преобразования 

выражений. Далее нужно сообщить учащимся, что эти свойства 

распространяются и на степень с целым показателем, и продемонстрировать 

на одном-двух примерах принципиальную возможность их доказательства. 

Словесную формулировку свойств следует давать в виде оперативных 

правил действий со степенями. (Например, при умножении степеней с 

одинаковыми основаниями показатели складывают.) Эти правила известны 

учащимся из курса 7 класса.  
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При работе в классах с невысоким уровнем подготовки можно 

ограничиться заданиями из раздела А, а при наличии времени выполнить ещё 

упражнение 162, а также упражнение 164, в котором нужно заполнить какие-

нибудь 3—4 клетки таблицы.  

 

Комментарий к упражнениям 

147. О т в е т: а) 27; б) 1 ;
16

 в) 1 ;
16

 г) 1 .
64

 

150. а) Ответ 11x−  может быть записан и в виде дроби 11

1
x

. 

155. в) (3 · 106) · (6,4 · 10–10) = (3 · 6,4) · (106 · 10–10) = 19,2 · 10–4 =  

= 0,00192. 

Дополнительное задание: можно предложить представить ответ в 

стандартном виде.  

156. а) 4x · 4y = 4x + y = (22)x + y = 22(x + y); или иначе: 4x · 4y =  

= (22)x · (22)y = 22x · 22y = 22x + 2y.  

157. Возможны разные решения: 

а) 310 · 813 · 
101

9
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 310 · (34)3 · (3–2)10 = 310 · 312 · 3–20 = 32 = 9.  

Иначе: 310 · 813 · 
101

9
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= (32)5 · (92)3 · (9–1)10 = 95 · 96 · 9–10 = 9.  

159—161. Задание нужно формулировать так: упростите выражение.  

160.  а) Рассмотрим разные способы решения: 

1) 
1 2 3 22 3 4
3 2 3 2 3 3 2 4

1 1 1
1 1 .

( )
a a a a aa a a a
a a a a a a a a a a a

− = −
−

+ ++ + + +
= = = =

+ + + + ⋅ + +
 

2) 
1 2 3 4 3 2

4
3 2 3 2

( ) .
( )

a a a a a a a a
a a a a a a

− − − −
−+ + ⋅ + +

= =
+ + + +
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3) 
1 2 3 1 2 3 4

4
3 2 3 2 4 4

( ) 1 .
( )

a a a a a a a a
a a a a a a a a

− − − − − −
−+ + + + ⋅

= = =
+ + + + ⋅

 

163. а) Представим все числа в стандартном виде:  

8,7 · 10–7;   6,5 ·10–4;   1,2 · 10–7;    9,4 · 10–10. 

Теперь можно расположить их в порядке возрастания: 

9,4 · 10–10 < 1,2 · 10–7 < 8,7 · 10–7 < 6,5 · 10–4. 

164. Например, на пересечении строки 6 и столбца 5 должно быть 

записано значение выражения 65. Это можно сделать так: 

65 = 62 · 63 = 62 · 23 · 33 = 36 · 8 · 27  

или 

65 = 25 · 35 = 25 · 32 · 33 = 32 · 9 · 27. 

 

1.8. Решение уравнений и задач 
Методический комментарий 

В этом пункте продолжается начатая в курсе 7 класса линия уравнений, и 

главная учебная цель здесь — это развитие умений решать уравнения, а 

также применять алгебраический метод для решения текстовых задач.  

Как и в 7 классе, здесь решаются лишь целые уравнения, которые после 

преобразований сводятся к линейным. Их основная особенность — это 

наличие дробных коэффициентов. Учащиеся уже приобрели некоторый опыт 

решения таких уравнений и, возможно, помнят, что прежде всего 

целесообразно избавиться от дробей. (Целое лучше дроби!) А для этого 

нужно подобрать число, умножив на которое обе части уравнения можно 

дроби «уничтожить».  

Развитие техники решения уравнений позволяет перейти к рассмотрению 

новых, более сложных типов задач, в частности задач на концентрацию, на 

денежные расчёты с процентами. Подчеркнём, что два указанных типа задач 

относятся к числу наиболее сложных, поэтому в учебнике приведены 
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подробные образцы соответствующих рассуждений (см. пример 3 на с. 48, а 

также упражнения 174 и 186). А чтобы создать предпосылки для осознанного 

восприятия этих рассуждений, необходимо заранее убедиться, что учащиеся 

свободно владеют некоторыми элементарными умениями: могут выразить 

процент десятичной дробью, найти указанный процент от заданной 

величины.  

Для восстановления этих умений можно использовать задания типа: 

1. Выразите десятичной дробью 10%, 25%, 50%, 70%, 5%, 35%, 2,8%, 

12,5%. 

2. Найдите 20% от 55 кг; 45% от 1000 м. 

3. Найдите 25% от числа x; сумму числа a и 50% этого числа; число, 

равное числу y, уменьшенному на 10%.  

Основные методические идеи, которые советуем взять на вооружение 

учителю, аналогичны тем, что были реализованы при изучении данной темы 

в 7 классе.  

Прежде всего будем помнить, что составление уравнения по условию 

задачи — это самостоятельная учебная цель, и ей нужно уделить достаточно 

внимания. В некоторых случаях можно ограничиться составлением 

уравнения. 

Как и в 7 классе, нужно подчеркивать возможность составления по 

условию задачи разных уравнений и объяснять, что имеет смысл стараться 

получить более простое уравнение.  

Полученный в результате решения уравнения ответ полезно (хотя бы 

иногда) проверять на соответствие условию. 

 

Комментарий к упражнениям 
169. 1-й способ. Пусть в премиальном фонде было x р. Тогда по 500 р. 

получили бы 
500
x  человек, а по 700 р. получили 

700
x  человек. Далее нужна 
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переформулировка условия: два человека ушли из отдела, поэтому премию 

получили на 2 человека меньше. Имеем уравнение 

500
x  – 

700
x  = 2. 

О т в е т: 3500 р. 

2-й способ. Пусть x — первоначальное число сотрудников.  

Имеем уравнение 

500x = 700(x – 2). 

170. 1-й способ. Пусть расстояние от дома до стадиона равно x км.  

Имеем уравнение  

1
4 12 4
x x
− = . 

О т в е т: 1,5 км.  

2-й способ. Пусть x ч — время на путь от дома до стадиона в том случае, 

когда Сергей идёт пешком. Имеем уравнение 

4x = 112 .
4

x⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

172. 1-й способ. Пусть x км — расстояние от пункта B до места, на 

котором мотоциклист догонит велосипедиста.  

Тогда 30
40
x+  ч — время движения мотоциклиста, 

10
x  ч — время 

движения велосипедиста. Имеем уравнение 

30 .
40 10
x x+
=  

О т в е т: 10 км.  

2-й способ. Пусть мотоциклист и велосипедист были в пути x ч. 

Мотоциклист проехал 40x км, а велосипедист — 10x км. Имеем уравнение  

40x – 10x = 30, 

откуда x = 1. 
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За 1 ч велосипедист проехал 10 км. Это и есть расстояние от пункта B до 

места, на котором его догнал мотоциклист.  

179. Сначала выразим время в часах: 5 мин = 1
12

 ч, 4 мин = 1
15

 ч.  

Пусть x км — расстояние от велотрека до базы. Имеем уравнение  

1 1
15 12 12 15
x x
+ = − . 

Далее получим 

12x + 15 = 15x – 12, 

3x = 27, 

x = 9. 

О т в е т: 9 км.  

В качестве дополнительного вопроса можно предложить составить 

уравнение, приняв за x время, которое оставалось до назначенного срока  

(в ч).  

180. Можно предложить составить разные уравнения:  

20 10,
7 10

x x−
= +  если x соток земли оказались в распоряжении 

предприятия; 

2010 ,
7 10
x x +
− =  если x соток земли получило предприятие для садовых 

участков; 

7x + 20 = 10(x – 10), если на предприятии работали x сотрудников; 

7(x + 10) = 10x – 20, если садовый участок получили x сотрудников.  

183. Пусть требуется добавить x г воды, тогда масса нового раствора 

составит (80 + x) г. Имеем уравнение 

0,15 · 80 = 0,12 · (80 + x). 

О т в е т: 20 г. 
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184. Пусть нужно добавить x г 25%-го сиропа. Тогда масса  

5%-го раствора составит (200 + x) г. Количество сахара в x г 25%-го сиропа 

равно количеству сахара в (200 + x) г 5%-го раствора. Имеем уравнение  

0,25x = 0,05 · (200 + x). 

О т в е т: 50 г.  

185. Пусть нужно выпарить x г воды, тогда масса получившегося 

раствора составит (80 – x) г. Имеем уравнение  

0,06 · 80 = 0,1 · (80 – x). 

О т в е т: 32 г.  

188. Пусть x г — масса первого слитка. Имеем уравнение  

0,35x + 0,65(20 – x) = 0,47 · 20. 

189. Пусть x тыс. р. вложено во второе предприятие.  

Тогда (x + 300) тыс. р. вложено в первое предприятие; 0,15x тыс. р. — 

доход, полученный от второго предприятия; 0,12(x + 300) тыс. р. — доход, 

полученный от первого предприятия. Имеем уравнение  

0,12(x + 300) – 0,15x = 6. 

 

1.9. Сокращение дробей  

(Для тех, кому интересно) 
Методический комментарий 

В этом пункте рассмотрены приёмы решения четырёх задач одной и той 

же тематики. Задачи 2—4 предваряются небольшими теоретическими 

сведениями.  

Разбираться в решении этих задач следует именно в том порядке, в 

котором они изложены. После того как задача разобрана, полезно выполнить 

относящиеся к ней упражнения. Это позволит проверить, понят прочитанный 

текст или нет.  
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К задаче 1 относятся упражнения 190—193. Упражнение 194 дублирует 

задачу 2. В упражнении 195 предлагается доказать теорему, на которой 

основано решение задачи 3. Наконец, упражнения 196 и 197 дублируют 

задачи 3 и 4 соответственно.  

Заметим, что материал этого пункта (если, конечно, он будет 

рассматриваться) вовсе  не обязательно изучать в полном объёме. Можно 

даже ограничиться задачей 1. Это несложный для восприятия фрагмент 

учебного материала, содержащий интересные и полезные сведения. Для 

учащихся, знакомых из курса 5 класса с такими вопросами, как деление с 

остатком, разбиение множества натуральных чисел на классы по остаткам от 

деления на данное число, скорее всего, доступной будет и вторая задача. Что 

касается третьей и четвёртой задач, то тут уже используются более 

изощрённые приёмы рассуждений; это, безусловно, трудные задания. 

Прежде чем сформулировать вопрос, поставленный в задаче 1, полезно 

провести подготовительную беседу, которая сделает его более 

мотивированным. Рассуждения могут быть такими: пусть дана 

алгебраическая дробь 
22 9 .
3

n n
n
+ −
+

 Подставляя вместо переменной n 

некоторые числа, мы можем находить числовые значения этой дроби. Будем 

для простоты брать целые значения n, например n = 0, n = –1, n = –2. 

В каждом из рассмотренных случаев значение дроби — число целое. 

Однако так, конечно, будет не всегда. Если взять, например,  

n = 1, то получим, что 
22 – 9 3.
3 2

n n
n
+

= −
+

 Возникает вопрос: можно ли узнать, 

при каких целых n значение дроби 
22 9
3

n n
n
+ −
+

 является числом целым? Далее 

следуют рассуждения, приведённые в учебнике.  
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Комментарий к упражнениям 
191. а) Будем перебирать все делители числа 10 (именно эти числа могут 

быть значениями знаменателя n + 5, тогда числитель дроби 10
5n +

 будет 

делиться на её знаменатель) и вычислять соответствующие значения n. 

Число 10 имеет следующие делители: ± 1;  ± 2; ± 5; ± 10. Для каждого 

указанного значения выражения n + 5 вычислили соответствующее  

значение n: 

если n + 5 = 1, то n = –4; 

если n + 5 = –1, то n = –6; 

если n + 5 = 2, то n = –3 и т. д. 

Результаты вычислений представлены в таблице: 

 

n + 5 1 –1 2 –2 5 –5 10 –10 

n –4 –6 –3 –7 0 –10 5 –15 

 

Таким образом, значение дроби 10
5n +

 является числом целым при  

n = –15; –10; –7; –6; –4; –3; 0; 5.  

Полезно для убедительности вычислить значения дроби 10
5n +

 при 

некоторых из найденных значений n. 

в) Исследуем аналогичным образом дробь 20 .
3 – 4n

 Выпишем все делители 

числа 20: ± 1; ± 2; ± 4; ± 5; ± 10; ± 20. Решив уравнения 3n – 4 = 1, 3n – 4 = –1, 

3n – 4 = 1, 3n – 4 = –1, 3n – 4 = 2 и т. д.,  найдём соответствующие значения n. 

По условию годятся только те из них, которые являются целыми числами.  
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О т в е т: значение дроби 20
3 4n −

 является числом целым при  

n = – 2; 0; 1; 2; 3; 8.  

193. б) Выделив целую часть дроби 
3 22 3 4 ,

2
n n n

n
+ − −

−
 представим её в 

виде суммы многочлена и правильной дроби: 2 102 5 7
2

n n
n

+ + +
−

. Теперь 

выясним, при каких целых n значение дроби 10
2n −

 есть число целое. Для 

этого будем последовательно придавать выражению n – 2 значения ± 1; ± 2; 

± 5; ± 10 и вычислять соответствующие им значения n. 

Результаты представлены в таблице: 

 

n – 2 –1 1 –2 2 –5 5 –10 10 

n 1 3 0 4 –3 7 –8 12 

 

О т в е т: значение дроби 
3 22 3 4

2
n n n

n
+ − −

−
 является целым числом при  

n = –8; –3; 0; 1; 3; 4; 7; 12. 

194. О т в е т: а) n = 5k + 2, где k = 0; 1; 2; …; б) n = 7k + 5, где  

k = 0; 1; 2; …; в) n = 10k + 9, где k = 0; 1; 2; … .  

195. 1) Пусть числа a и b делятся на c, тогда a = cn и b = cm, где n и m — 

целые числа. Отсюда a – b = cn – cm = c(n – m) и n – m — число целое. 

Значит, a – b делится на c. 

2) Пусть a – b = cn и b = cm, где n и m — целые числа. Тогда  

a = b + cn = cm + cn = c(m + n). Значит, a делится на c.  

196. а) Общие делители чисел 2n + 1 и n – 1 те же, что и у чисел  

(2n + 1) – (n – 1) = n + 2 и n – 1. А общие делители чисел n – 1 и n + 2 такие 

же, как и у чисел (n + 2) – (n – 1) = 3 и n + 2. Таким образом, мы ищем 
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натуральные числа, являющиеся общими делителями чисел 3 и n + 2. Так как 

число 3 — простое, то общим делителем, отличным от 1, может быть только 

3. А это возможно, если при делении на 3 числа n в остатке получается 1. Это 

условие выполняется при n = 3k + 1, где k = 1; 2; 2; … . (Заметим, что k = 0 

брать нельзя, так как в этом случае n = 1, но при n = 1 дробь не имеет 

смысла.)  

б) Проводя аналогичные рассуждения, получим n = 13k + 9, где k = 0; 1;  

2; … . 

197. б) Пусть n = 4k + r, где r  — остаток от деления n на 4. Тогда  

5 3 5(4 ) 3 20 5 3 5 35
4 4 4 4
n k r k r rk+ + + + + +

= = = + , 

где r = 0; 1; 2; 3. 

Теперь выясним, при каких значениях r из указанных выше числа 5r + 3 и 

4 имеют общие делители:  

 

r 0 1 2 3 

5r + 3 3 8 13 18 

Общие делители  

5r + 3 и 4 

нет есть нет есть 

 

Итак, дробь 5 3
4
n +  сократима, если n = 4k + 1 или n = 4k + 3, где k = 0; 1; 

2; … . 

Ответ можно представить в более компактном виде. В самом деле, 

полученными формулами задаются все натуральные числа, которые при 

делении на 4 в остатке дают 1 или 3, т. е. все нечётные числа. Следовательно, 

n = 2k + 1, где k = 0; 1; 2; … . 
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Дополнительные задания 

200, 201. Эти задания составляют цепочку, их целесообразно решать 

последовательно. 

200. В каждом случае в ответе получается 0. Воспользовавшись этим 

результатом, надо предложить учащимся вспомнить условие равенства дроби 

нулю: дробь равна нулю, когда числитель дроби равен нулю, а знаменатель 

отличен от нуля. Это условие применяется при решении следующего 

задания. 

201. в) Найдём значения n, при которых числитель дроби ( 6)(2 10)n n− +  

равен 0, и проверим, выполняется ли при этих значениях n условие 26 0n ≠ . 

( 6)(2 10)n n− + = 0; 

n – 6 = 0 или 2n + 10 = 0; 

n = 6  или  n = –5. 

При n = 6 и n = –5 выражение 26n  не обращается в нуль. 

О т в е т: при n = 6 и при n = –5. 

203. а) ( )( )a b a c
b c
− −

−
−

 = ( )( )a b a c
b c

− − −
−

 = ( )( )b a a c
b c

− −
−

; 

( )( )a b a c
b c
− −

−
−

 = ( )( )a b a c
b c

− − −
−

 = ( )( )a b c a
b c
− −

−
; 

( )( )a b a c
b c
− −

−
−

 = ( )( )
( )

a b a c
b c

− −
− −

 = ( )( )a b a c
c b

− −
−

. 

209. Для доказательства каждого из данных равенств найдём сумму 

дробей в левой части и убедимся, что в результате будет получено 

выражение, стоящее в правой части. 

а) Найдём сумму первых двух слагаемых: 1 11 a
a a

+
+ = .  
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К результату прибавим третью дробь: 1 1a a
a ab
+ +

+  = ( 1) (1 )b a a
ab

+ + +  =  

= (1 )(1 )a b
ab

+ + . 

Найдём следующую сумму: (1 )(1 )a b
ab

+ +  + (1 )(1 )a b
abc

+ +  =  

= (1 )(1 ) (1 )(1 )c a b a b
abc

+ + + + +  = (1 )(1 )(1 )a b c
abc

+ + + . 

И наконец, прибавим к результату последнее слагаемое: 

(1 )(1 )(1 )a b c
abc

+ + +  + (1 )(1 )(1 )a b c
abcd

+ + +  =  

= (1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )(1 )d a b c a b c
abcd

+ + + + + + + = (1 )(1 )(1 )(1 )a b c d
abcd

+ + + + . 

в) Найдём сумму первых двух дробей: 

( )( )
bc

a b a c− −
 + 

( )( )
ac

b a b c− −
 = 

( )( )
bc

a b a c− −
 – 

( )( )
ac

a b b c− −
 =  

=   ( ) ( )
( )( )( )
bc b c ac a c
a b a c b c

− − −
− − −

   =   ( ( ) ( ))
( )( )( )
c b b c a a c
a b a c b c

− − −
− − −

   = 

=  
2 2( )

( )( )( )
c b bc a ac
a b a c b c

− − +
− − −

  =  
2 2(( ) ( ))

( )( )( )
c b a c b a
a b a c b c

− − −
− − −

  =  ( )( )
( )( )( )
c b a b a c
a b a c b c

− + −
− − −

  =  

= ( )
( )( )
c c b a
a c b c

− −
− −

. 

Прибавим к результату третью дробь: 

( )
( )( )
c c b a
a c b c

− −
− −

 + 
( )( )

ab
c a c b− −

 = ( )
( )( )
c c b a
a c b c

− −
− −

 + 
( )( )

ab
a c b c− −

 =  

= 
2

( )( )
c bc ac ab
a c b c
− − +
− −

 = ( ) ( )
( )( )

c c a b c a
a c b c
− − −
− −

 = ( )( )
( )( )
c b c a
a c b c
− −
− −

 = 1. 

210. а) Умножим числитель и знаменатель дроби на u + 1; 

г) умножим числитель и знаменатель дроби на произведение  

(x – z)(y – z). 
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212.  а)  
2 2

2 2
2 2 2 2

( 1) ( 1) 1 1
x x x xx x x x
x x x x

+ = + + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =
+ + − −

  

= 
2 2

22 2
1 1
x xx y y
x x

⎛ ⎞+ − ⋅ = −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
. Использовано представление выражения 

1
xx
x

−
+

 в виде дроби 
2

.
1

xy
x

=
+

 

213. Переформулируем задачу, так она станет очевиднее. 

а) Известно, что a и b — положительные числа и a > b. Сравните 
1
a

 и 
1
b

. 

Очевидно, что 
1
a

 < 
1
b

. Если же ответ сразу не ясен, то можно 

поэкспериментировать с числами. Возьмём, например,  a = 3, b = 2, получим: 

1 1
3 2
< . Возьмём теперь 100, 10a b= = , получим 1 1

100 10
< . О т в е т: a–1 < b–1. 

б) Будем рассуждать аналогично. О т в е т: a–1 < b–1. 

214. а) Так как 0 1a< < , то 2a a> . Значит, 2

1 1
a a
< , или a–1 < a–2. 

б) Если a > 1, то 2a a> , а значит, 2

1 1
a a
< , или a–1 > a–2. 

в)—г) Так как a < 0, то 1 0
a
< , а 2

1 0
a

> . Значит, a–1 < a–2. 

220. а) Пусть x р. — сумма, которую внёс клиент на первый вклад; 

(8000 – x) р. — сумма, которую он внёс на второй вклад; 

0,08 x р. — доход по первому вкладу; 

0,06 (8000 – x) р — доход по второму вкладу.  

Имеем уравнение 

0,8x + 0,06(8000 – x) = 580. 

б) Пусть x р. — величина вклада в банке, по которому начислялось 6% 

годовых. Тогда 4000 р. клиент внёс на вклад, по которому он получил доход 
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0,08 · 4000 р., (x – 4000) р. — на вклад, по которому получил 0,09(x – 4000) р. 

Имеем уравнение 

0,08 · 4000 + 0,09(x – 4000) = 0,06x + 260. 

221. Пусть х г – количество воды, которое надо добавить.  

Тогда (180 + х) г – масса нового сиропа;  

0,2(180 + х) г – масса сахара в новом сиропе; 

0,25·180 г – масса сахара в исходном сиропе.  

Масса сахара при добавлении воды не изменится; получаем уравнение  

0,2(180 + х) = 0,25·180, 

2(180 + х) = 450, 

180 + х = 225, 

х = 45. 

О т в е т: 45 г. 

 

Глава 2. Квадратные корни (15 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 
Пункт учебника Число 

уроков 

Дидактические 

материалы 

Рабочая 

тетрадь 

2.1. Задача о нахождении 

стороны квадрата 

2.2. Иррациональные числа 

2.3. Теорема Пифагора 

4 О-10, П-16, П-17 

 

О-11, П-18 

 

68—79 

 

80—90 

91—95 

2.4. Квадратный корень 

(алгебраический подход) 

2.5. График зависимости 

y x=   

3 О-12, П-19 96 

 

97—99 

2.6. Свойства квадратных 5 О-13 100—115 
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корней 

2.7. Преобразование 

выражений, содержащих 

квадратные корни 

 

О-14, «Проверь 

себя», П-20—П-22,  

116—131 

2.8. Кубический корень 1 О-15 132—137 

Обзор и контроль 2  

 

Основные цели: познакомить с новой операцией — извлечением 

квадратного корня из числа; дать первоначальные представления об 

иррациональных числах; научить выполнять преобразования выражений, 

содержащих квадратные корни, на примере квадратного и кубического корня 

сформировать начальные представления о корне n-й степени. 

Обзор главы. Понятие квадратного корня возникает в курсе при 

обсуждении двух задач — геометрической (о нахождении стороны квадрата 

по его площади) и алгебраической (о числе корней уравнения вида x2 = a, где 

a — произвольное число). В связи с рассмотрением первой из них учащиеся 

получают начальные представления об иррациональных числах. 

В содержание главы включён нетрадиционный для алгебры вопрос — 

теорема Пифагора. Это сделано с целью демонстрации естественного 

применения квадратных корней для нахождения длин отрезков, построения 

отрезков с иррациональными длинами, точек с иррациональными 

координатами. При этом не имеет принципиального значения, где учащиеся 

впервые услышат о теореме Пифагора — в курсе геометрии или в курсе 

алгебры. 

Важнейшим результатом обучения, помимо идейных аспектов, является 

умение выполнять некоторые преобразования выражений, содержащих 

квадратные корни (прежде всего числовых). 

Учащиеся знакомятся также с понятием кубического корня, 

одновременно формируются начальные представления о корне n-й степени. 
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Наконец, через систему упражнений учащиеся получают представление о 

графиках зависимости y = x  и y = 3 x . 

На протяжении всей темы предполагается активное использование 

калькулятора, причём не только в качестве инструмента для извлечения 

корней, но и как средства, позволяющего проиллюстрировать некоторые 

теоретические идеи. В связи с необходимостью применения калькулятора 

для извлечения кубических корней вводится другое обозначение корня из 

положительного числа: n a  = 
1
na . 

Основные виды деятельности. Формулировать определения 

квадратного корня из числа. Применять график функции y = x2 для 

нахождения корней квадратных уравнений, используя при необходимости 

калькулятор; проводить оценку квадратных корней. Строить график функции 

y = x , исследовать по графику её свойства. Доказывать свойства 

арифметических квадратных корней; применять их к преобразованию 

выражений.  

Вычислять значения выражений, содержащих квадратные корни; 

выполнять знаково-символические действия с использованием обозначений 

квадратного и кубического корня.  

Исследовать уравнение x2 = a, находить точные и приближённые корни 

при a > 0.  

Формулировать определение корня третьей степени; находить значения 

кубических корней, при необходимости используя каклькулятор. 

 

2.1. Задача о нахождении стороны квадрата 
Методический комментарий 

Для введения понятия квадратного корня используется характерный для 

данного курса содержательный подход, выдвигающий на первый план 

мотивационный и смысловой аспекты. Логика изложения такова. Нам 
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известна формула S = a2, с помощью которой по стороне квадрата a можно 

вычислить его площадь S, но в математике есть формула и для решения 

обратной задачи — нахождения стороны квадрата a по заданной площади S. 

Она записывается так: a = S . Символом S  обозначена сторона квадрата, 

площадь которого равна S. Если, например, S = 100, то a = 100 . Так как  

100 = 102, то a = 100  = 10. 

Чтобы учащиеся освоили новый символ, можно предложить несколько 

вопросов типа: пусть площадь квадрата равна 81 м2; запишите, используя 

символ , выражение для стороны этого квадрата; чему равна длина 

стороны этого квадрата. 

Переходя с геометрического языка на алгебраический, значение символа 

S  можно описать так: S  — это неотрицательное число, квадрат которого 

равен S. (Длина отрицательным числом выражаться не может!) Таким 

образом, мы приходим к рабочей формулировке, которой и будем 

пользоваться при нахождении значений квадратных корней. 

Обращаем внимание учителя на то, как читается символ S : квадратный 

корень из S. Прилагательное «арифметический» здесь является лишним, так 

как в этом месте темы мы работаем только с положительными корнями. 

Однако позже этот термин использоваться будет. 

Основная практическая цель, которая ставится при изучении этого 

пункта, заключается в формировании умения извлекать квадратные корни 

(пока только «точные»). При выполнении первых упражнений важно 

подробное объяснение, проговаривание вслух. Пусть, например, требуется 

вычислить значение выражения 36 . Это значит, что нужно найти число, 

квадрат которого равен 36, и это число должно быть положительным. 

Получаем 36  = 6. В самом деле, 62 = 36.  

Упражнения в пункте охватывают все существенные аспекты этого 

вводного фрагмента темы. Основное назначение упражнений 225—235 — 
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это овладение новым понятием, выработка умения использовать знак 

радикала. Советуем обратить внимание на задания 230, 231 и 233. Умение 

перейти от равенства a  = b к равенству b2 = a и наоборот требуется очень 

часто. 

Упражнения 236—241 — на вычисление значений числовых и буквенных 

выражений, содержащих квадратные корни. Учащиеся должны усвоить, что 

знак корня, как и скобки, является группирующим символом. 

В упражнениях 242, 243 дальнейшее развитие получает начатая ранее и 

чрезвычайно важная с точки зрения приложений работа с формулами. Теперь 

это формулы, содержащие радикалы или требующие использования 

радикалов при выражении какой-либо переменной через другие.  

Эта работа будет продолжена при изучении следующих пунктов. 

Заданий из раздела Б в этом пункте немного. Их цель — применить 

полученные знания в несколько усложнённой ситуации и ни в коем случае не 

ставится цель отработки соответствующих навыков. 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно выполнить только 

задания из раздела A.  

 

Комментарий к упражнениям 

227. з) 
2

2

169 13 13
9 3 3

= = . Здесь пока нельзя извлекать корень отдельно из 

числителя и из знаменателя; соответствующее свойство корней будет 

рассмотрено позже. 

Полезно, чтобы учащиеся запомнили квадраты некоторых двузначных 

чисел: они будут достаточно часто встречаться. 

235. Число под знаком корня следует представить в виде квадрата 

некоторого числа. Например: 

б) ( )22 2 222 500 15 10 15 10 150 150= ⋅ = ⋅ = = . 
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Здесь также пригодится таблица квадратов двузначных чисел. 

В упражнениях 242 и 243 рассматриваются геометрические формулы, и 

буквами, естественно, обозначены положительные числа.  

242. в) a2 = 
6
S , отсюда a = 

6
S  = 0,96

6
 = 0,16  = 0,4 (м). 

244. В качестве образца следует рассмотреть пример 2 (с. 67 учебника). 

Для разложения подкоренного числа на множители можно использовать 

признаки делимости и таблицу квадратов двузначных чисел. 

а) 18 225 = 5 · 3645 = 5 · 5 · 729 = 52  · 272 = 1352; 2135  = 135. 

245. Подкоренное выражение следует представить в виде квадрата 

некоторого выражения, при этом используются свойства степени с целым 

показателем. 

а) ( )21000 500 5002 2 2= = ; 

б) ( )250 25 253 3 3− − −= = . 

 

2.2. Иррациональные числа 
Методический комментарий 

В этом пункте можно выделить два аспекта: идейный и практический. 

Идейный заключается в первом знакомстве с иррациональными числами, 

практический — в формировании умения оценивать неизвлекающиеся корни, 

находить их приближённые значения как с помощью оценки, так и с 

помощью калькулятора. 

К необходимости введения иррациональных чисел учащиеся приходят в 

результате рассмотрения уже знакомой задачи о нахождении стороны 

квадрата по его площади. 

В учебнике на рисунке 2.3 изображены два квадрата. Один из них — 

единичный, его площадь равна 1 кв. ед. У другого квадрата стороной служит 
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диагональ первого, и его площадь вдвое больше. (В самом деле, маленький 

квадрат состоит из двух равных треугольников, а большой — из четырёх 

таких же треугольников.) Значит, площадь большого квадрата равна 2 кв. ед. 

А какова длина стороны этого квадрата? Обозначим её через a. Используя 

знак квадратного корня, можно записать: a = 2 . 

Учащиеся до сих пор имели дело только с извлекающимися корнями. 

Нужно дать им пару минут на то, чтобы они и в данном случае попытались 

извлечь корень. Убедились бы, что значение a = 1 — недостаточно, а если 

взять a = 2, то это уже слишком много. Попытались бы подобрать 

десятичную дробь и увидели, что 1,42 < 2, а 1,52 > 2. 

Далее приводится достаточно несложное доказательство того, что нет ни 

целого, ни дробного числа, квадрат которого равен 2 (см. с. 70 учебника). 

Таким образом, нет рационального числа, точно выражающего длину 

стороны нашего квадрата. 

Хотелось бы, чтобы учащиеся осознали поразительность открытия, к 

которому пришли математики древности (отрезок есть, а длины у него нет!), 

а также то, что этот факт дал толчок развитию математики (потребовалось 

ввести в употребление новые числа). 

Учащимся сообщается, что число, выражающее длину стороны квадрата, 

площадь которого равна 2 кв. ед., относится к классу так называемых 

иррациональных чисел: 2  — это положительное иррациональное число, 

квадрат которого равен 2, т. е. верно равенство ( )
2

2  = 2. Они должны уметь 

называть и другие иррациональные числа вида a  и выполнять 

преобразования типа ( )
2

a  = a для конкретных положительных значений a, 

причём в обе стороны. 

Итак, первое знакомство с иррациональными числами подчинено 

достаточно узкой цели: оно происходит в связи с изучением квадратных 
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корней и обеспечивает прежде всего потребности этой темы. Кроме 

информации, описанной выше (а именно: среди рациональных чисел нет 

числа, выражающего длину стороны квадрата, площадь которого равна 2; 

помимо рациональных чисел, есть ещё и так называемые иррациональные 

числа; к иррациональным относятся все числа вида a , если a не является 

квадратом целого или дробного числа); учащиеся узнают, что существует 

бесконечно много иррациональных чисел другой природы (пример —  

число π), что иррациональные числа могут быть и отрицательными, что на 

практике их заменяют приближённо десятичными дробями. Более 

основательные сведения об иррациональных и действительных числах 

учащиеся получат при «втором проходе», который будет в курсе  

9 класса. 

Для демонстрации принципиальной возможности нахождения 

десятичного приближения иррационального числа вида a  в учебнике 

используется метод оценки: находятся приближённые значения с 

недостатком и с избытком, выраженные последовательными целыми числами 

(т. е. с точностью до 1), последовательными десятичными дробями с одним 

знаком после запятой (т. е. с точностью до 0,1) и т. д. Основу этого метода 

составляет утверждение: если a и b — положительные числа и a2 < b2, то  

a < b. Алгебраическое доказательство этой теоремы пока не приводится, но 

зато даётся естественное для данного курса и совершенно очевидно 

геометрическое обоснование: если площадь одного квадрата меньше 

площади другого квадрата (если a2 < b2), то и сторона первого квадрата 

меньше стороны второго квадрата (то a < b). 

При оценке корней это утверждение применяется дважды. Возьмём, 

например, 60 . Квадрат этого числа заключён между двумя точными 

квадратами — числами 49 и 64: 

49 < ( )
2

60  < 64, т. е. 72 < ( )
2

60  < 82. 
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Так как 72 < ( )
2

60 , то 7 < 60 ; так как ( )
2

60  < 82, то 60  < 8. Значит,  

7 < 60  < 8. Очевидно, что 60  ближе к 8, чем к 7, т. е. 60  ≈ 8. 

Рассмотренный способ нахождения приближённого значения корня в 

силу своей громоздкости имеет в основном теоретическое значение; 

учащимся достаточно лишь уметь указать два целых числа, между которыми 

заключён данный корень. А при решении задач предполагается широкое 

использование калькулятора. 

Упражнения к пункту предназначены прежде всего для осознанного 

восприятия этого сложного для учащихся материала (см. упражнения 247—

251). Кроме того, использование калькулятора позволяет с помощью 

наблюдений прийти к некоторым теоретическим обобщениям, например к 

выводу о возрастании корня с увеличением подкоренного выражения (см. 

упражнения 252—254). 

В образце к упражнению 261 показаны приёмы сравнения, которыми 

должны овладеть учащиеся. Упражнения 262 и 263 включают 

преобразование выражений, содержащих квадратные корни, которые 

выполняются на основе понимания смысла записи a :  a  (a ≥ 0) — это 

число, квадрат которого равен a, т. е. ( )
2

a  = a. 

В классах с невысоким уровнем подготовки достаточно упражнений из 

раздела А. Вообще, в этом блоке дана представительная группа заданий, 

которой вполне можно ограничиться. 

 

Комментарий к упражнениям 
Упражнения 252—254 образуют связку. Основная цель — увидеть и 

запомнить следующий факт: с увеличением подкоренного выражения 

значение корня увеличивается. 
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252. Некоторые факты учащиеся должны постепенно запомнить, 

например, что 2  ≈ 1,4; 3  ≈ 1,7.  

255. Для нахождения приближённых значений корней используется 

калькулятор; результат записывается с одним знаком после запятой: 

1  = 1; 2  ≈ 1,4; 3  ≈ 1,7; 4  = 2; …; 20  ≈ 4,5. 

После этого показывается примерное положение данных чисел на 

координатной прямой. 

257—261. Это серия различных по фабуле заданий на оценку и сравнение 

квадратных корней. Все они решаются не на основе формальных алгоритмов, 

а на основе содержательных представлений о квадратном корне, способствуя 

формированию понимания и осознанности, важных для изучения 

дальнейшего материала. 

257. 1-й способ. С помощью калькулятора находим приближённые 

значения корней: 5  ≈ 2,24; 6  ≈ 2,45; 7  ≈ 2,65. Значит, каждое из данных 

чисел принадлежит отрезку с концами в точках 2 и 3, и располагаются они на 

этом отрезке в таком порядке: 5 , 6 , 7 . 

Далее: число 5  принадлежит отрезку с концами в точках 2,2 и 2,3; 

число 6  — отрезку с концами в точках 2,4 и 2,5; число 7  — отрезку с 

концами в точках 2,6 и 2,7. 

2-й способ. К тому же результату приходим с помощью оценки. 

Например, для 5  имеем: 

22 < ( )
2

5   < 33, т. е. 2 < 5  < 3; 

2,22 < ( )
2

5  < 2,32, т. е. 2,2 < 5  < 2,3. 

258. а) Определим, какому числовому отрезку принадлежит каждое из 

чисел 12 , 19 , 28 .  Имеем: 

3 < 12  < 4, 4 < 19  < 5, 5 < 28  < 6. 
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Очевидно, что числу 12  соответствует точка A, числу 28  соответствует 

точка E. На отрезке [4; 5] отмечены две точки, одна левее середины отрезка, 

другая правее. Чтобы понять, какая из них соответствует числу 19 , сравним 

его с числом 4,5:  

4,5 = 20,25 ,  19  < 20,25 . 

Отсюда следует, что точка, соответствующая числу 19 , расположена в 

левой половине отрезка, и, значит, это точка C. (Заметим, что к этому выводу 

можно было бы прийти, воспользовавшись калькулятором, однако в данном 

контексте задача не предусматривает его использование.) 

б) Очевидно, что точке K соответствует число 0,4 , так как  

0 < 0,4  < 1. Точно так же легко понять, что число 3  — лишнее, так как на 

отрезке с концами x = 1 и x = 2 точка не отмечена. 

Сложнее с точкой L: ведь каждое из оставшихся чисел — 5  и 7  — 

располагается на отрезке с концами 2 и 3. Но точка L расположена в левой 

половине отрезка, значит, число, которое ей соответствует, должно быть 

меньше 2,5. 

Ответ почти очевиден: это 5 . Но всё же какое-то подтверждение 

необходимо. Можно обратиться к калькулятору, а можно рассуждать так:  

2,52 = 6,25; так как ( )
2

5  < 2,52, то 5  < 2,5. 

259. Числа 2  и 3  мы сравнивать уже умеем: 2  < 3 . Числа – 2  и  

– 3  сравниваем с опорой на координатную прямую. Число – 3  

расположено левее, значит, оно меньше: – 3  < – 2 . 

Чтобы сравнить числа 1 – 2  и 1 – 3 , можно найти их приближённые 

значения: 1 – 2  ≈ 1 – 1,4 = –0,4 и 1 – 3  ≈ 1 – 1,7 = –0,7. Следовательно, 

получаем 1 – 2  > 1 – 3 . 
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Но лучше получить ответ рассуждением. Мы знаем, что  

2  < 3 . Если из 1 вычесть меньшее число, то результат получится больше. 

Отсюда делаем вывод: 1 – 2  > 1 – 3 . 

Дополнительное задание: покажите положение на координатной прямой 

точек 1 – 2  и 1 – 3 . 

260. Пользуемся очевидным фактом: если из большего числа вычесть 

меньшее, то разность будет положительной; если из меньшего вычесть 

большее, то разность будет отрицательной. 

262, 263. В предыдущих упражнениях равенство ( )
2

a  = a для a ≥ 0 

применялось неоднократно на содержательном уровне с опорой на 

определение квадратного корня из неотрицательного числа. Здесь и в 

следующем упражнении уже есть основа показать его применение в другом 

аспекте — для преобразования выражений. Следует иметь в виду, что при 

этом не преследуется цель отработки навыка, которая будет решаться позже, 

при изучении пунктов 2.6 и 2.7. 

262. Сначала записываем выражения для вычисления площади, а затем 

замечаем, что произведение одинаковых радикалов, такое, как, например,  

3  · 3 , можно заменить степенью ( )
2

3 , а уже вместо этого выражения 

записать 3. Запись полезно вести подробно.  

а) 3 6  · 3 6  = 3 · 3 · 6  · 6  = 9( )
2

6  = 9 · 6 = 54.  

263. Учащиеся выполняют те же действия, но в более формальном 

контексте. 

в) 3 7  · 7  = 3( )
2

7  = 3 · 7 = 21; 

г) 10  · 10  · 2  = ( )
2

10  · 2  = 10 2 . 
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Цель упражнений 264, 265 — продолжение формирования умения 

работать с формулами. Для выражения из формулы требуемой величины 

учащиеся должны будут применить квадратные корни. 

264. б) S = 
2

4
dπ ; d 2 = 4S

π
; d = 4S

π
. (Если учащимся труден переход к 

равенству с радикалами, можно предложить им в качестве наглядной опоры 

числовой пример: 22 = 4, отсюда 2 = 4 .) 

265. а) Из формулы S = 
2

2
a  имеем: a2 = 2S. Следовательно, 2a S= . 

Подставив в формулу S = 10, получим a = 2 10⋅  = 20  ≈ 4,5 (см). 

Вычисления проводятся с помощью калькулятора. 

б) Выразим из формулы h = 
2

2
gt  время t; получим t = 2h

g
. Подставим в 

последнюю формулу значения h и g: t ≈ 4 (с). 

266. Ответ находится по здравому смыслу. Получим: а) 7; б) 5; в) 3;  

г) 6; д) 9. 

267. а) Сначала находим, что 8 < 73,25  < 9, а затем сравниваем числа 

8,5 и 73,25 . Так как 8,52 = 72,25 < 73,25, то 8,5 < 73,25 , значит, число 

73,25  ближе к 9. 

268. Можно воспользоваться таблицей, составленной в ходе выполнения 

упражнения 252, или же непосредственно калькулятором. 

271. Задача-исследование. 1) При нахождении всех делителей числа 

указанным способом запись удобно вести в виде таблицы. Например, для 

числа 18 эта таблица выглядит так: 

 

1 2 6 

18 9 3 
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Таким образом, число 18 имеет 6 делителей. 

2) Это любое число, являющееся квадратом натурального числа: 4; 9; 16; 

25 и т. д. Число 4 имеет делитель 4  = 2; число 9 имеет делителем число  

9  = 3 и т. д. 

3) Доказывается способом от противного. 

4) Перебор следует осуществлять до числа a  (если a  — число 

натуральное) или до наибольшего целого числа, не превосходящего a  

(если a  не является числом натуральным). 

Так, для нахождения всех делителей числа 144 перебор надо 

осуществлять до числа 144  = 12, а для нахождения всех делителей числа 

238 перебор надо осуществлять до числа 15, так как 238  ≈ 15,4. 

 

2.3. Теорема Пифагора 
Методический комментарий 

Как уже говорилось во введении, целью включения в данную главу этого 

нетрадиционного для алгебры вопроса является демонстрация применения 

квадратных корней для решения ряда практических задач, а именно 

вычислительных задач на нахождение длин отрезков, выражаемых 

иррациональными числами, и задач на построение отрезков с 

иррациональными длинами. В соответствии с планированием в курсах 

алгебры и геометрии теорема Пифагора изучается почти одновременно, и не 

имеет принципиального значения, где именно этот вопрос будет рассмотрен 

раньше. Если, например, к моменту изучения данного пункта теорема 

Пифагора была уже рассмотрена в геометрии, то учителю надо будет только 

сказать: «Поговорим ещё раз об этой знаменитой теореме, рассмотрим другое 

её доказательство и порешаем ещё некоторые задачи с её применением». 
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В основу доказательства теоремы Пифагора, приведённого в учебнике, 

положены геометрические соображения. На рисунке 2.15 учебника 

построены два квадрата — со сторонами, равными гипотенузе треугольника 

c и сумме его катетов a и b. Из рисунка ясно, что площадь малого квадрата, 

т. е. c2, равна разности площади большого, т. е. (a + b)2, и площадей четырёх 

одинаковых прямоугольных треугольников, т. е. 4 · 
2
ab . С помощью 

несложных преобразований равенства c2 = (a + b)2 – 4 · 
2
ab  приходим к 

нужному результату: c2 = a2 + b2. 

Напомним, что с идеей использования геометрических соображений для 

установления некоторых алгебраических фактов учащиеся встречались уже 

неоднократно (см., например, учебник «Алгебра, 7» под ред.  

Г. В. Дорофеева). Таким образом, приведённое доказательство вполне 

гармонично встраивается в данный курс. 

В связи с применением теоремы Пифагора для вычисления длины 

гипотенузы прямоугольного треугольника по его катетам (см. пример 1 на  

с. 79) в учебнике упоминаются «пифагоровы тройки». Заметим, что, хотя их 

бесконечно много, тройка, составленная из последовательных натуральных 

чисел, только одна. 

Желательно, чтобы построение с помощью циркуля и линейки отрезков с 

иррациональными длинами (или точек на координатной прямой с 

иррациональными абсциссами) было не просто разобрано по тексту учебника 

(см. с. 80), но и реально выполнено каждым учеником у себя в тетради. 

Такую работу можно предложить, например, в качестве домашнего задания. 

Учащихся надо предупредить, что чертёж должен быть аккуратный, 

достаточно крупный и легко читаемый. В качестве дополнительного задания 

можно предложить найти по этому чертежу приближённые значения корней, 
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отмеченных на координатной прямой, и сопоставить с результатом, 

полученным с помощью калькулятора. 

При решении задач, естественно, предполагается использование 

калькулятора. 

В классах с невысоким уровнем подготовки из раздела А можно 

ограничиться заданиями 272—277 (они отвечают уровню обязательных 

требований), а также рассмотреть задачу-исследование 287. 

 

Комментарий к упражнениям 

272. О т в е т: а) 117  ≈ 10,82; б) 25. 

273. О т в е т: 10  ≈ 3,2 (км); короче примерно на 800 м. 

275. AC = 2 26 6 72+ =  (см);  

AD = ( )
2

272 6+ =  72 36+  108=   (см). 

278. Так как 2 280 60 10 000 100+ = = , то наибольшая длина трости, 

которую можно положить на дно чемодана, равна 1 м. (Такую трость можно 

поместить, расположив её по диагонали.) 

279. Задачу фактически можно решить устно. Легко сообразить, что 

стороны и диагонали экрана, по существу, образуют египетский треугольник. 

Если на его катеты приходится 3 и 4 части, то на гипотенузу — 5 частей. 

Тогда одна часть составляет 50 : 5 = 10 см. Теперь можно найти длины 

сторон экрана: 10 · 3 = 30 см и 10 · 4 = 40 см. 

280. б) Найдём сначала сторону квадрата по формуле a = S . Получим  

a = 30  см. Теперь по теореме Пифагора найдём длину диагонали:  

d = ( ) ( )
2 2

30 30 60 7,7+ = ≈  (см). 

После этой задачи в качестве более трудной можно решить задачу 282 из 

раздела Б. 
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281. Маршрут туристов можно представить в виде схемы по-разному в 

зависимости от того, продвинулись ли они на восток больше или меньше, 

чем на запад (рис. 1, а, б). 

 
Остановимся сначала на первом варианте. В треугольнике ABC известна 

гипотенуза AC и катет AB. По теореме Пифагора найдём, что  

BC = 2 26,4 3,2−  ≈ 5,5. Значит, на восток туристы прошли 1,6 + 5,5 = 7,1 км. 

Легко понять, что такой случай, как показан на рисунке б, невозможен. 

Упражнения 284—286 образуют цепочку задач, в которой теорема 

Пифагора применяется в пространственной конфигурации — при 

вычислении элементов прямоугольного параллелепипеда. 

284. Задача решается с опорой на рисунок 2.23 в учебнике. Из наглядных 

соображений ясно, что отрезок наибольшей длины — это диагональ 

параллелепипеда. Сравним длину диагонали с длиной трости. Сначала 

найдём длину диагонали основания l: 

l = 2 2 2 280 30 7300a b+ = + =  (см). 

Теперь найдём длину диагонали параллелепипеда d: 

d = ( )
2

27300 50 9800+ =  (см). 
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Так как 9800 10 000<  = 100, то трость данных размеров поместить в 

коробку нельзя. 

286. а) В том, что 2 23 4+  ≠ 3 + 4, убеждаемся непосредственным 

вычислением. Теперь запишем соответствующее неравенство в общем виде и 

дадим его геометрическое обоснование: 2 2a b+  < a + b, где a > 0 и b > 0. 

Если построить прямоугольный треугольник с катетами, равными a и b, 

то его гипотенуза будет равна c = 2 2a b+ . Но по неравенству треугольника 

c < a + b, т. е. 2 2a b+  < a + b. 

б) Геометрически выражение 2 2 2a b c+ +  можно истолковать как длину 

диагонали прямоугольного параллелепипеда, измерения которого a, b и c 

(рис. 2). В самом деле, из прямоугольного треугольника KLM имеем, что  

LM = 2 2a b+ . А из прямоугольного треугольника LMN получим, что  

NM = ( )
2

2 2 2c a b+ +  = 2 2 2a b c+ + . 

 
Из неравенства треугольника следует неравенство  
2 2 2a b c+ +  < c + 2 2a b+ ; аналогично 2 2a b+  < a + b. Значит, 

2 2 2a b c+ +  < a + b + c. 

287. 1) AB = 2 21 1 2+ = ;   AD = ( )
2

22 1 3+ = ; 

AE = ( )
2

23 1 4 2+ = = ;   AF = 2 22 1 5+ =  и т. д. 
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3) Например, так: 2 210 3 1= + ; 2 213 3 2= + ; 2 217 4 1= + . Но 

можно и иначе. Так, отрезок длиной 10  можно получить следующим 

образом: ( ) ( )
2 2

10 5 5= + . 

 

2.4. Квадратный корень (алгебраический подход) 
Методический комментарий 

Этот пункт можно считать центральным с точки зрения сообщения 

теоретических сведений по данной теме. Изложение материала сроится на 

основе знаний, приобретённых при изучении предыдущих пунктов. В 

сущности, здесь происходит уточнение и расширение полученных ранее 

представлений о квадратных корнях. 

Формулируется определение квадратного корня и исследуется вопрос о 

числе квадратных корней из произвольного числа a. Учащиеся должны уметь 

использовать обозначения a  и – a  для записи квадратных корней из 

положительного числа a и знать, что квадратный корень из отрицательного 

числа не существует.  

Вводится термин «арифметический квадратный корень». Учащиеся 

должны понимать, что знакомая формулировка «неотрицательное число, 

квадрат которого равен a», по существу, есть определение этого понятия. Для 

понимания дальнейшего материала (см., например, доказательство свойств 

квадратных корней) важно твёрдое знание того, что равенство a  = b 

означает одновременное выполнение двух условий: b2 = a и b ≥ 0. 

Наконец, рассматривается вопрос о числе решений уравнения x2 = a. (По 

сути, на другой язык переводятся установленные выше факты о квадратных 

корнях из числа a.) 

Бо́льшая часть упражнений из раздела А направлена на обучение 

решению уравнений вида x2 = a, а также некоторых несложных уравнений, 
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сводящихся к такому виду (упражнения 292—297). Особого внимания 

заслуживают уравнения типа (x + a)2 = b (упражнение 298). Соответствующая 

идея получает развитие в более сложных задачах раздела Б (упражнения  

302—305). 

Кроме того, продолжается линия преобразования выражений с 

использованием равенства ( )
2

a  = a, а также выражения переменных из 

формул. 

В классах с невысоким уровнем подготовки рекомендуем выполнить все 

задания раздела А и, возможно, упражнения 301 и 304 из раздела Б. 

 

Комментарий к упражнениям 
295. Желательно, чтобы в каждом случае было составлено несколько 

уравнений, имеющих заданные корни. 

а) Простейшее уравнение — это уравнение вида x2 = a, т. е. x2 = 9. С 

помощью известных преобразований этого уравнения из него можно 

получить другие, имеющие те же корни: 3 и –3. Например, x2 – 9 = 0, 2x2 = 18, 

x2 – 4 = 5,  4 – x2 = –5, 0,5x2 – 4,5 = 0,  (x – 3)(x + 3) = 0 и т. д. 

297. Применив основное свойство пропорции, получим уравнение вида  

x2 = a. 

298. Рассуждения могут быть такими: 

г) равенство (2x – 1)2 = 4 выполняется, если 2x – 1 = 2 или 2x – 1 = –2, т. е. 

2x = 3 или 2x = –1. Отсюда получаем, что x = 1,5 или x = –0,5. 

Запись решения:  

(2x – 1)2 = 4, 

2x – 1 = 2 или 2x – 1 = –2, 

2x = 3 или 2x = –1, 

x = 1,5 или x = –0,5. 

О т в е т: 1,5; –0,5. 
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305. б) Имеем: a2 + b2 = 106 и ab = 45. Отсюда  

a2 + b2 – 2ab = 106 – 90, 

(a – b)2 = 16, 

a – b = 4 или a – b = –4. 

О т в е т: 4 и –4. 

г) Имеем: (a – b)2 = 5 и ab = 1. Отсюда  

a2 – 2ab + b2 = 5, 

a2 – 2 + b2 = 5, a2 + b2 = 5. 

Теперь имеем: a2 + b2 = 7 и ab = 1. Отсюда  

(a + b)2 = 9. 

a + b = 3 или a + b = –3. 

О т в е т: 3 и –3. 

д) Имеем: a2 + b2 = 40 и a + b = 8. Отсюда  

(a + b)2 – 2ab = 40, 

64 – 2ab = 40, 

ab = 12. 

Далее:  

a2 + b2 – 2ab = 16, 

(a – b)2 = 16, 

a – b = 4 или a – b = –4. 

О т в е т: 4. 

306. а) ( )
2

10 10= ; б) ( )
2

2 2 2 2= . Решаем с опорой на равенство  

a = ( )
2

a . 

307. а) ( )
2

8 8= ;    б) ( )
2

2 3 2 3= ; 

в) ( ) ( ) ( )
24 2 2

5 5 5 5⎛ ⎞= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 
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г) ( ) ( ) ( ) ( )
24 2 2 2

23 2 3 2 3 2 3 2⎛ ⎞= = = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 9 · 2 = 18.  

 

2.5. График зависимости y = x  

Методический комментарий 
Основное содержание данного пункта — это построение графика 

зависимости y = x  и рассмотрение свойств этого графика. Упражнения 

направлены на усвоение свойств графика, их применение в разнообразных 

ситуациях. Желательно, чтобы этот график вошёл в активный запас знаний 

учащихся. Учащиеся должны знать особенности его положения в 

координатной плоскости, понимать, что это «половина параболы», уметь 

быстро построить график по нескольким точкам: (0; 0), (1; 1), (4; 2), (9; 3). 

При построении графика в ходе объяснения материала целесообразно 

продублировать таблицу соответственных значений x и y, составив её вместе 

с учащимися, выполняя вычисления с помощью калькулятора. 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно опустить 

доказательство того, что точки M(a; b) и N(b; a), симметричные относительно 

прямой y = x, принадлежат соответственно параболе 2y x=  и графику  

y = .x  Достаточно проиллюстрировать этот факт на конкретных примерах. 

При выполнении упражнений в таких классах можно ограничиться  

разделом A. 

 

Комментарий к упражнениям 
308. Полезно сравнить ответ с числом, полученным с помощью 

калькулятора. 

309. При ответе на вопросы полезно воспользоваться схематическим 

рисунком (рис. 3, 4). 
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312. Понятие «приращение» определять не надо, достаточно 

интуитивного представления: на сколько вырастет x , если x вырастет от 0 

до 10, от 10 до 20 и т. д. Результаты удобно оформить в виде таблицы, 

например, следующим образом: 
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 x1 x2 y1 y2 y2 – y1 

а 0 10 0 3,2 3,2 

б 10 20 3,2 4,5 1,3 

в 20 30 4,5 5,5 1 

г 100 110 10 10,5 0,5 

 

После заполнения таблицы целесообразно предложить учащимся сделать 

вывод: при увеличении переменной x на одно и то же число единиц 

приращение x  не остаётся постоянным, оно уменьшается с удалением 

соответствующего промежутка значений x от начала координат. 

315. Можно построить графики зависимостей y = x  и y = – x  в одной и 

той же системе координат, тогда более очевидной будет их симметрия 

относительно оси x. 

317. Можно начать с сопоставления формул y = x2 и x = y2. В первом 

случае мы можем придавать переменной x любые значения — 

положительные и отрицательные (а также 0) и всегда получаем y ≥ 0. 

Противоположным значениям x соответствует одно и то же значение y. 

(Сказанное ещё раз подчёркивается особенностями графика.) 

Формула x = y2 похожа на рассмотренную выше, но переменные x и y 

поменялись ролями. Теперь y может быть любым числом, а значения x всегда 

неотрицательны. (Попробуйте уже на этом основании сделать какие-либо 

предположения о расположении графика на координатной плоскости.) 

Составим таблицу значений x и y, удовлетворяющих равенству x = y2. 

Здесь удобно брать произвольные значения y и находить соответствующие 

значения x. Таблица может быть такой: 
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y 0 1 –1 2 –2 3 –3 

x 0 1 1 4 4 9 9 

 

 
Отметим на координатной плоскости соответствующие точки (рис. 5, а) и 

соединим их плавной линей (рис. 5, б). Мы получили такую же параболу, что 

и парабола y = x2, только она иначе расположена на координатной плоскости. 

Её осью симметрии служит не ось y, а ось x. 

В сильном классе можно показать, что верхняя ветвь этой параболы 

отвечает соотношению y = x , а нижняя — y = – x . 

 

2.6. Свойства квадратных корней 
Методический комментарий 

В пункте рассматриваются свойства корней (точнее, арифметических 

квадратных корней), на основе которых выполняются преобразования 

выражений с радикалами. Прежде всего вводится уже знакомое свойство:  

( )2a  = a при a ≥  0. 

Основными здесь являются теоремы о корне из произведения и частного. 

Учащиеся должны почувствовать преимущество, которое даёт применение 

соответствующих свойств корней. В самом деле, например, преобразовать 
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выражение 25 9⋅  на основе определения квадратного корня мы должны 

были так: 225 9 = 225 = 15 =15.⋅  Свойство корня из произведения 

позволяет прийти к тому же результату проще: 25 9 = 25 9 = 5 3 = 15.⋅ ⋅ ⋅  

Учащиеся должны знать формулировки свойств, уметь записывать их в 

символической форме, а хорошо подготовленные учащиеся — проводить 

доказательства. Вообще, доказательство равенств вида a  = b постоянно 

присутствует в теме и желательно, чтобы учащиеся им овладели. 

Переписав формулы ab a b= ⋅  и a a
b b
=  справа налево, мы 

получаем правила умножения и деления корней.  

Можно напомнить учащимся, что с таким «двусторонним» применением 

алгебраических равенств они встречались неоднократно. Так, например, 

равенство a2 – b2 = (a – b)(а + b) выражает правило разложения на 

множители разности квадратов двух выражений, а равенство (a – b)(а + b) =  

= a2 – b2 — правило умножения разности двух выражений на их сумму. 

Наконец, применяя теорему о корне из произведения, получаем приёмы 

вынесения множителя из-под знака корня и обратного преобразования. В 

теоретической части пункта эти приёмы рассматриваются  на конкретных 

примерах, а в буквенном виде вынесение множителя из-под знака корня 

предлагается выполнить в упражнении 367. 

Кроме перечисленных преобразований, в упражнениях к пункту 

встречаются задания на упрощение выражений типа 82 . В теоретической 

части соответствующий приём специально не рассматривается; 

предполагается, что учащиеся могут действовать по следующему алгоритму: 

8 4 2 42 = (2 ) = 2 . Кроме того, в упражнении 324 рассмотрено числовое 

равенство 8 45 = 5  и затем приведено соответствующее буквенное равенство, 

которое предлагается доказать. 
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Упражнения к пункту в основном направлены на прямое применение 

рассмотренных правил. В классе с невысоким уровнем подготовки следует 

выполнить задания из раздела А, которые, в общем, соответствуют уровню 

обязательных требований. Кроме того, желательно рассмотреть упражнения 

346 и 347. 

 

Комментарий к упражнениям 
324. б) an > 0 и (an)2 = a2n, равенство доказано. 

При выполнении таких заданий нужно обратить внимание на 

возможность рационального счёта.  

333. Предварительно выражение представляется в виде a . Например, 

22 22 2,2 1,483.
2 52 5

= = ≈
⋅⋅

  

345. Обсуждение вопроса об области допустимых значений не 

предполагается. Не нужно также освобождаться от иррациональности в 

знаменателе дроби. 

347. См. образец к упражнению 327. 

350. а) Числители дробей 1 1 1, ,
310 2 2

 одинаковые, поэтому сравним 

их знаменатели, т. е. числа 10 , 9  и 8 . Поскольку 8  < 9  < 10 , имеем 

2 2  < 3 < 10 , следовательно, 1 1 1 .
310 2 2

< <   

 

2.7. Преобразование выражений, содержащих 

квадратные корни 
Методический комментарий 

Основное назначение данного пункта — применение знаний о 

квадратных корнях в ходе выполнения различных преобразований. Объём 
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новых сведений невелик, и все они излагаются в процессе рассмотрения 

примеров. Так, в примере 1 вводится термин «подобные радикалы» (можно 

было бы говорить о подобных слагаемых). В примере 3 рассматривается 

новый вид преобразований — освобождение от иррациональности в 

знаменателе дроби. В примере 4 показывается, что при любом x верно 

равенство 2x  = |x|. Подчеркнём, что знание последнего факта и, главное, 

умение применять его в преобразованиях очень часто оказываются для 

учащихся непростым делом (как, впрочем, практически все вопросы, 

связанные с понятием модуля). И естественно, все задания на преобразование 

выражений с использованием равенства 2x = |x| относятся к продвинутому 

уровню. 

В упражнениях из раздела А можно выделить три блока. Первый блок 

(упражнения 352—355) — упражнения на выделение подобных радикалов и 

приведение подобных слагаемых. Второй блок (упражнения 356—362) — это 

упражнения на преобразование выражений, содержащих корни, с 

использованием формул сокращённого умножения. В третьем блоке 

(упражнения 363—365) содержатся задания на освобождение от 

иррациональности в знаменателе дроби, при этом уровень обязательных 

требований при выполнении указанных преобразований ограничивается 

преобразованием лишь числовых выражений. 

В классах с невысоким уровнем подготовки рекомендуем выполнить 

задания из раздела А, а также упражнения 368 и 369. 

 

Комментарий к упражнениям 
356. Образец приведён в примере 2 (с. 100). 

362. а) Из формулы P = 2(a + b) и условия a = 2  получаем, что  

b = 3 – 2 ,  S = 2  · (3 – 2 ) = 3 2  – 2 см2. 
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375. а) Иными словами, надо выяснить, какое из трёх равенств верно. 

Напомним, что равенство a  = b верно в том и только том случае, когда 

выполняются два условия: b ≥  0 и b2 = a. Так как 7  < 3, то 7  – 3 < 0 и 

первое равенство неверно. Второе и третье равенства этому условию 

удовлетворяют.  

Легко догадаться, что на удовлетворение второму условию есть смысл 

проверять только третье равенство. Имеем:  

(3 – 7 )2 = 9 – 6 7  + 7 = 16 – 6 7 . 

378. а) Вычисления будут проще, если данное выражение предварительно 

преобразовать следующим образом:  

x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = x(x + 3)(x + 1)(x + 2) = (x2 + 3x)(x2 + 3x + 2). 

383. 1) Числители и знаменатели дробей умножаем соответственно на 

такие выражения: 2  – 1, 3  – 2 , 4  – 3 , 5  – 4 . Знаменатель каждой 

дроби станет равным 1, и в результате левая часть равенства примет вид: 

( 2  – 1) + ( 3  – 2 ) + ( 4  – 3 ) + ( 5  – 4 ) = –1 + 5  = 5  – 1. 

2) Используя закономерность, обнаруженную при выполнении 

предыдущего задания, получаем такие ответы:  а) 100 1 9− = ; б)  1n − . 

384. а) 281a  = 9 · |a|; так как a < 0, то |a|= –a, поэтому 9 · |a| = –9a. 

385. Здесь необходимо подумать о том, при каких значениях переменной 

(или переменных) имеет смысл выражение, и с учётом этого выполнять 

преобразование. 

в) Выражение 
3

3

x
y

 имеет смысл, если переменные x и y имеют один и 

тот же знак. Понятно, что если x > 0 и y > 0 или x < 0 и y < 0, то x
y

 > 0. 

387. б) Преобразуем выражение, стоящее в правой части равенства, 

учитывая область допустимых значений: при x ≥ 0  2x  = x. Итак, мы строим 
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график зависимости y = x при x ≥ 0. Это луч, являющийся биссектрисой 

первого координатного угла. 

 

2.8. Кубический корень 
Методический комментарий 

Рассмотрение вопроса о корне третьей степени, кроме самостоятельной 

ценности этого знания, важно ещё и потому, что учащиеся на примерах 

квадратных и кубических корней получают представление о более общем 

понятии — корне n-й степени (для n чётного и n нечётного). Если 

квадратный корень вводится на основе задачи о нахождении стороны 

квадрата по его площади, то понятие кубического корня, естественно, 

возникает при рассмотрении вопроса о вычислении ребра куба с заданным 

объёмом. Схема изложения материала похожа на ту, которая была принята 

при изучении квадратных корней. 

Знакомство с понятием кубического корня полезно проводить в 

сопоставлении с квадратным корнем. Прежде всего нужно подчеркнуть 

единство в подходе к определению этих понятий. В связи с этим уместно 

предложить задания типа: 

Докажите, что число 10 является квадратным корнем из 100; 

число –10 является кубическим корнем из –1000; 

число 5 является кубическим корнем из 125. 

Можно сразу же сказать, что в математике рассматривают также корни 

четвёртой степени, пятой степени и т. д., попросив сформулировать 

соответствующие определения и выполнить такие задания: докажите, что 

числа 2 и –2 — корни четвёртой степени из 16; докажите, что число 3 — 

корень пятой степени из 243. 

Прежде чем перейти к исследованию вопроса о существовании 

кубического корня, которое проводится с опорой на график функции у = х3  
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(рис. 2.31, с. 107), нужно восстановить в памяти соответствующие 

рассуждения о квадратном корне (рис. 2.29, с. 90). 

Квадратный корень из числа а существует при условии, что а ≥  0; 

кубический корень, как следует из наглядных соображений, существует для 

любого числа а, причём этот корень единственный. 

Следует также подчеркнуть, что для записи положительного и 

отрицательного квадратных корней из положительного числа а применяются 

соответственно символы a  и – a ; такие выражения, как 4− , смысла не 

имеют. Для обозначения кубического корня всегда используют символ 3 a , 

например 3 27 , 3 27− . 

Наконец, из определения квадратного корня следует, что равенство  

( a )2 = а верно при любом а ≥  0. В свою очередь, из определения 

кубического корня следует, что ( 3 a )3 = а при любом значении а. 

Чтобы учащиеся смогли использовать калькулятор и для нахождения 

кубических корней, в учебнике вводится обозначение 
1
na , которое 

применяется для положительного основания а (например, вместо 3 10  пишут 
1
310 ), и показывается алгоритм вычисления значений таких выражений с 

помощью калькулятора. Использование калькулятора позволяет усилить 

практическую составляющую данной темы, решать расчётные задачи. 

При выполнении упражнений следует прежде всего обратить внимание 

на задачи, в которых требуется выразить одну переменную через другие 

(упражнения 395, 396, 398). Остальной материал даётся в ознакомительном 

плане и отработки не требует. 

 

Комментарий к упражнениям 
Используя калькулятор, можно предложить учащимся указать 

приближённое значение, например, с тремя знаками после запятой. Кроме 
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того, полезно хотя бы раз выполнить обратную операцию — возведение в 

куб — и посмотреть, велико ли расхождение с исходным числом. 

Нужно иметь в виду, что на разных моделях калькулятора эта операция 

выполняется по различным алгоритмам.  

392. В выражение a  можно подставить только положительные числа 15 

и 56. В выражение 3 a  можно подставить любые из данных чисел. Оценивая 

выражения 18−  и 110− , получим: 

–3 < 3 18−  < –2; –5 < 3 110−  < –4. 

396. D = 3 6V
π

. Если V = 34 дм3, π ≈ 3,14, то D = 3 6 34
3,14
⋅  ≈ 3 65  ≈ 4 (дм). 

401. 1) При x = 0 и x = 1 x  = 3 x ; при x > 1 x  > 3 x . 

4) Если 0 < x < 1, x  < 1 и 3 x  < 1. При x > 1 выполняются неравенства  

x  > 1 и 3 x  > 1. Поэтому данные числа разобьём на две группы: меньшие 1 

и большие 1. А затем упорядочим каждую из них.  

 

2.9. Двойные радикалы 

(Для тех, кому интересно) 

404. б) 2 14 6 5 2 3 5 12 4 5 10 2+ = + = + = + . 

405. Правая часть равенства неотрицательна. Легко убедиться, что её 

квадрат равен a + b c . 

 

Дополнительные задания 

408. Для преобразования формулы пользуемся определением  

арифметического квадратного корня: равенство h = ab  означает, что  

h2 = ab.  
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414. Преобразуем левую часть равенства, чтобы получить очевидное 

верное или неверное равенство.  

О т в е т: а) верно; б) верно; в) верно; г) верно. 

417, 418. Эти упражнения направлены на овладение методом введения 

новой переменной, в данном случае — для упрощения преобразований. 

417. Хотя в рассматриваемых выражениях преобразования почти 

очевидны, все же удобнее воспользоваться введением новой переменной. 

а) Введём замену a  = x, b  = y; в) введём замену x  = a. 

418. а) Введём замену a  = x. Разложим на множители числитель дроби, 

используя группировку: 

2 – 3x + x2 = 2 – 2x – x + x2 = 2(1 – x) – x(1 – x) = (1 – x) (2 – x). 

Затем сократим дробь и вернёмся к исходным переменным.  

 

Глава 3. Квадратные уравнения (19 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 
Пункт 

учебника 

Число 

уроков 

Дидактические 

материалы 

Рабочая 

тетрадь 

3.1. Какие уравнения 

называют квадратными 

3.2. Формула корней 

квадратного уравнения 

3.3. Вторая формула 

корней квадратного 

уравнения 

3.4. Решение задач 

9 О-16, 

П-23, П-24 

О-17 

 

О-18, П-25, П-26 

 

 

О-19, «Проверь себя», 

П-27—П-29 

138—147 

 

148—152 

 

153—155 

 

3.5. Неполные квадратные 3 О-20, П-30—П-31  156—159 
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уравнения 

3.6. Теорема Виета 

3.7. Разложение 

квадратного трёхчлена на 

множители 

5 О-21, П-32—П-34 

О-22, «Проверь себя», 

П-35, П-36 

160—169 

170—177 

Обзор и контроль 2   

 

Основная цель: научить решать квадратные уравнения и использовать 

их при решении текстовых задач.  

Обзор главы. Глава «Квадратные уравнения» содержит весь материал, 

традиционно относящийся к этой теме. В то же время имеются и некоторые 

существенные отличия и по содержанию, и по структуре: рассмотрение 

теоремы Виета связывается с задачей разложения квадратного трёхчлена на 

множители; в систему упражнений постоянно включаются задания на 

решение уравнений высших степеней; активно используется метод 

подстановки. 

Большое место отводится решению текстовых задач. Именно здесь 

появляется естественная возможность поговорить об особенностях 

математических моделей, описывающих реальные ситуации. 

В связи с рассмотрением вопроса о разложении на множители 

квадратного трёхчлена дальнейшее развитие получает линия преобразований 

алгебраических выражений. 

Основные виды деятельности. Распознавать квадратные уравнения, 

классифицировать их. Выводить формулу корней квадратного уравнения. 

Решать полные и неполные квадратные уравнения. Проводить простейшие 

исследования квадратных уравнений. 

Решать уравнения, сводящиеся к квадратным путём преобразований, а 

также с помощью замены переменной. 
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Наблюдать и анализировать связь между корнями и коэффициентами 

квадратного уравнения. Формулировать и доказывать теорему Виета, а также 

обратную теорему, применять эти теоремы для решения разнообразных 

задач.  

Решать текстовые задачи алгебраическим способом: переходить от 

словесной формулировки условия задачи к алгебраической модели путём 

составления уравнения; решать составленное уравнение; интерпретировать 

результат. 

Распознавать квадратный трёхчлен, выяснять возможность разложения 

на множители, представлять квадратный трёхчлен в виде произведения 

линейных множителей.  

Применять различные приёмы самоконтроля при выполнении 

преобразований.  

Проводить исследования квадратных уравнений с буквенными 

коэффициентами, выявлять закономерности. 

 

3.1. Какие уравнения называют квадратными 
Методический комментарий 

Для введения понятия квадратного уравнения используется уже 

знакомый учащимся из курса 7 класса приём: квадратное уравнение 

появляется в результате перевода фабульной ситуации на математический 

язык. Обращаем внимание на то, что о степени уравнения говорят только 

после приведения его к стандартному виду, т. е. к виду f(x) = 0, где f(x) — 

многочлен стандартного вида. 

В результате изучения пункта учащиеся должны усвоить определение 

квадратного уравнения, уметь записать квадратное уравнение в общем виде, 

знать, что первый коэффициент не может быть равен нулю, уметь 
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неприведённое квадратное уравнение преобразовать в приведённое, а также 

свободно владеть соответствующей терминологией. 

В этом пункте квадратные уравнения решаются путём выделения 

квадрата двучлена. С этим приёмом учащиеся могли познакомиться  

в 7 классе при изучении темы «Разложение на множители». Подчеркнём, что 

целью такого приёма решения квадратных уравнений является прежде всего 

подготовка к осознанному восприятию вывода общей формулы корней; 

выработка навыка здесь не предполагается. В связи с этим задерживаться на 

изучении данного пункта нецелесообразно. 

Непосредственно на усвоение основного содержания пункта направлены 

упражнения 423—431. Цель упражнений 423—425 — усвоение понятия 

квадратного уравнения, 427, 428 — формирование умения выделять из 

квадратного трёхчлена квадрат двучлена, 429—431 — решение уравнения 

указанным приёмом. В упражнениях 432—434 заложены другие более 

сложные идеи; это упражнения повышенного уровня. Число заданий на 

решение уравнений невелико, причём в разделе А предлагаются лишь 

приведённые квадратные уравнения. Как уже говорилось выше, увеличение 

числа таких заданий и их техническое усложнение нецелесообразны.  

При выполнении упражнений этого пункта от учащихся потребуется 

свободное умение решать уравнения вида x2 = a и (x + k)2 = m. С такими 

уравнениями они уже встречались при изучении п. 2.4 главы «Квадратные 

корни». При необходимости навык их решения можно восстановить, 

предложив для фронтальной работы несколько уравнений из п. 2.4. 

 

Комментарий к упражнениям 
423. Ошибки в определении коэффициентов квадратного уравнения 

относятся к типичным, поэтому при выполнении упражнений этого и 

следующего пунктов полезно, чтобы учащиеся сначала указывали 

коэффициенты уравнения. 
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425. Прежде всего следует вспомнить определение корня уравнения. В 

слабом классе можно ограничиться заданиями а) и б). 

427. Соответствующие рассуждения проводятся устно, а записывается 

только результат. 

а) Так как 8x = 2 · 4 · x, то имеем трёхчлен x2 + 8x + 16. 

г) Так как a = 2 · 1
2

 · a, то имеем трёхчлен a2 + a + 
21

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, т. е.  

a2 + a + 
1
4

. 

431. Хотя упражнение достаточно трудное, полезно хотя бы одно 

уравнение разобрать со всем классом — это поможет осознанному 

восприятию вывода формул корней квадратного уравнения. 

432—434. Упражнения трудные. В классе с невысоким уровнем 

подготовки их можно не рассматривать. 

432. Идею решения подскажет анализ хода рассуждений в примерах 1—

3, разобранных в объяснительном тексте учебника. В каждом случае нужно 

сначала составить соответствующее уравнение вида (x + k)2 = m, а затем 

преобразовать его к виду ax2 + bx + c = 0. 

а) Например, (x – 1)2 = –3, т. е. x2 – 2x + 4 = 0. 

б) Например, (x + 5)2 = 9, т. е. x2 + 10x + 16 = 0. 

в) Например, (x + 1)2 = 2, т. е. x2 + 2x – 1 = 0. 

г) Например, (x – 8)2 = 0, т. е. x2 – 16x + 64 = 0. 

433. а) x2 – 2x + c = x2 – 2x + 1 – 1 + c = (x – 1)2 – 1 + c. 

б) x2 + bx + c = x2 + 2 · 
2
b x + 

2

2
b⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 
2

2
b⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 + c = 
2

2
bx⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
– 

2

4
b  + c. 

434. а) Если m — корень, то должно выполняться равенство  

m2 – (m + n)m + mn = 0. Преобразовав левую часть, убеждаемся, что это 

равенство верно. Аналогично доказывается, что и число n является корнем 

данного уравнения. 
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Возьмём, например, m = 2 и n = 3. Получим уравнение x2 – (2 + 3)x +  

+ 2 · 3 = 0, т. е. x2 – 5x + 6 = 0. Его корни — числа 2 и 3. Учащиеся могут 

убедиться в этом, подставив каждое из чисел 2 и 3 в уравнение. 

Возможно, кто-то из учеников поймёт, что, по сути, он познакомился со 

способом составления квадратного уравнения с заданными корнями и уже с 

этого момента будет им пользоваться. Более глубоко осознать этот факт 

такой ученик сможет при изучении п. 3.6 «Теорема Виета». 

 

3.2. Формула корней квадратного уравнения 
Методический комментарий 

Важно, чтобы учащиеся поняли, что при выводе формулы корней мы 

действуем точно так же, как и при решении конкретного квадратного 

уравнения (фактически мы решаем квадратное уравнение общего вида). Для 

этого можно поступить следующим образом: записать в столбик решение 

какого-нибудь квадратного уравнения, например 2x2 + 3x + 1 = 0, и затем 

параллельно, шаг за шагом, провести вывод формулы корней. Запись на 

доске может выглядеть так: 

2x2 + 3x + 1 = 0           ax2 + bx + c = 0 

x2 + 3
2

x + 
1
2

 = 0          x2 + b
a

x + c
a

 = 0 

x2 + 2 · 3
4

x + 
1
2

 = 0          x2 + 2 · 
2
b
a

 · x + c
a

 = 0 

x2 + 2 · 3
4

x +
2 23 3

4 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 + 
1
2

 = 0              … 

23
4

x⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – 9
16

 + 1
2

 = 0 

23
4

x⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1
16
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23

4
x⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
21

4
⎛ ⎞±⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

x + 3
4

 = 1
4

 или x + 3
4

 = – 1
4

 

x1 = –
1
2

 или x2 = –1 

Заметим, что вывод формулы корней, безусловно, относится к числу 

трудных вопросов школьного курса математики. Поэтому в слабом классе 

можно ограничиться предъявлением этой формулы, разъяснением её 

значимости и удобства, после чего перейти к решению уравнений. 

Важно, чтобы учащиеся понимали структуру формулы и хорошо усвоили 

алгоритм вычисления корней. На первых уроках формула обязательно 

должна быть перед глазами учащихся, а запомнить они её смогут постепенно 

в процессе многократного применения. Если учитель сочтёт целесообразным, 

то можно разрешить пользоваться справочным материалом постоянно. 

При выводе формулы корней никаких ограничений на коэффициенты не 

накладывалось (кроме условия a ≠ 0), т. е. подставлять в неё можно любые 

числа. Однако есть смысл разъяснить учащимся, что при решении уравнений 

с отрицательным первым коэффициентом удобнее поменять знаки всех 

членов уравнения на противоположные (см. пример 2). Точно так же 

целесообразно сразу же избавляться от дробных коэффициентов (см.  

пример 3). 

Подчеркнём ещё раз, что при изучении этой главы учащиеся через 

систему упражнений приобретают навыки решения уравнений высших 

степеней с помощью разложения на множители и с использованием замены 

переменных (см. упражнения 445, 446). Следует иметь в виду, что этот 

вопрос достаточно основательно будет рассматриваться и в учебнике для 

9 класса, т. е. в соответствии с принципом развития содержания курса по 

спирали предусматривается «второй проход» его изучения. 
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В классах с невысоким уровнем подготовки можно ограничиться 

заданиями раздела А (кроме упражнения 443), полезно также выполнить 

упражнение 444. 

 

Комментарий к упражнениям 
438. г) Можно действовать так. Сначала подставить в формулу корней  

a = –1, b = –1 и c = 20 и вычислить корни; затем заменить данное уравнение 

уравнением x2 + x – 20 = 0 и снова вычислить корни; обсудить, в каком 

случае было удобнее пользоваться формулой; предложить далее всегда при 

решении уравнения с отрицательным первым коэффициентом прежде всего 

умножать обе его части на –1. 

439. Следует обратить внимание на то, что каждое уравнение из этого 

упражнения можно упростить, разделив обе его части на одно и то же число; 

вычисления при этом будут проще. 

443. Прежде всего задачу надо переформулировать: требуется подобрать 

какие-нибудь три значения c, при которых D > 0, и три значения c, при 

которых D < 0. 

а) D = 9 – 4c. В первом случае можно взять значение c, равное, например, 

–5; 0; 2; во втором случае –3; 10; 12. 

445, 446. Левую часть уравнения следует разложить на множители и 

воспользоваться условием равенства произведения нулю. 

447. В каждом случае уравнение распадается на два квадратных. Для 

каждого из этих квадратных уравнений выясняется, имеет ли оно корни, и 

если имеет, то сколько. Наибольшее число корней, которое может иметь 

уравнение такого вида, равно 4, уравнение также может иметь три, два, один 

корень или не иметь корней. Понятно, что сами корни находить 

необязательно. 

О т в е т: а) 2 корня; б) нет корней; в) 4 корня; г) 3 корня; д) 4 корня. 
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448. На первый вопрос отвечаем утвердительно, убедившись в том, что  

D > 0 (корни, естественно, вычислять не нужно). Далее сопоставляем каждое 

уравнение с исходным и убеждаемся, что оно имеет тот же самый 

дискриминант. Результаты можно обобщить следующим образом: пусть дано 

квадратное уравнение ax2 + bx + c = 0; если оно имеет корни, то каждое из 

уравнений ax2 – bx + c = 0, cx2 + bx + a = 0, cx2 – bx + a = 0 также имеет корни. 

 

3.3. Вторая формула корней квадратного уравнения 
Методический комментарий 

Прежде всего на примере решения конкретного уравнения с чётным 

вторым коэффициентом следует показать, что новая формула корней 

позволяет упростить вычисления. А далее можно разрешить пользоваться 

любой из двух формул. Неиспользование указанной формулы при решении 

уравнения со вторым чётным коэффициентом нельзя считать недочетом. 

Через упражнения 462, 463 учащиеся знакомятся также с формулой 

корней приведённого квадратного уравнения и могут при желании в 

дальнейшем пользоваться и ею.  

В системе упражнений этого пункта продолжается развитие умений 

решать уравнения высших степеней (упражнение 457) и использовать метод 

замены переменных (упражнения 457—461). Целесообразность 

использования этих заданий определяется учителем и зависит от уровня 

подготовки учащихся. Сильным учащимся эти упражнения можно 

предложить для самостоятельной работы, так как сама идея замены 

переменной им хорошо знакома. 

 

Комментарий к упражнениям 
457. О т в е т: а) –3; 3; –2; 2; б) –2; 2; –1; 1. 

459. О т в е т: а) 4; б) корней нет. 
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460. б) Пусть x2 – 4x + 3 = y, уравнение примет вид:  

y2 + 6(y + 3) – 34 = 0. 

461. О т в е т: а) 1 ± 5 ; 1 ± 6 ; б) –5; 1; –2 ± 3 . 

464. На данном этапе решение основывается на определении понятия 

корня уравнения. Однако эти же задания можно выполнить, опираясь на 

теорему Виета. Поэтому к ним можно вернуться при изучении п. 3.6. 

1) б) Лучше уточнить условие: числа m и n отличны от нуля. Так как 

числа m и n — корни уравнения ax2 + bx + c = 0, то каждое из выражений  

am2 + bm + c и an2 + bn + c равно 0. Покажем, что в этом случае числа 1
m

 и 1
n

 

удовлетворяют такому уравнению: cx2 + bx + a = 0. 

Подставим в это уравнение число 1
m

, получим 
2

2 .c bm am
m

+ +  Так как 

числитель полученной дроби равен 0, а знаменатель отличен от 0, то дробь 

равна 0. Аналогично доказывается, что число 1
n

 также является корнем. 

в) Корни уравнения x2 – 5x + 6 = 0 будут обратны корням уравнения 6x2 – 

5x + 1 = 0. В самом деле, решив каждое из них, найдём, что корнями первого 

уравнения служат числа 2 и 3, а второго — числа 
1
2

 и 1
3

. 

2) б) Пусть x1 и x2 — корни уравнения ax2 + bx + c = 0, т. е. каждое из 

равенств ax1
2 + bx1 + c = 0 и ax2

2 + bx2 + c = 0 является верным. Покажем, что 

в этом случае числа –x1 и –x2 — корни уравнения ax2 – bx + c = 0: 

a(–x1)2 – b(–x1) + c = ax1
2 + bx1 + c = 0, 

a(–x2)2 – b(–x2) + c = ax2
2 +bx2 + c = 0. 
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3.4. Решение задач 
Методический комментарий 

С идеей решения текстовых задач алгебраическим методом учащиеся уже 

хорошо знакомы. Однако здесь возникают новые важные аспекты. 

До сих пор при решении задач алгебраическим методом выделялось два 

этапа: первый — составление уравнения, т. е. перевод с естественного языка 

на математический, второй — решение уравнения. Найденный корень 

уравнения автоматически оказывался и решением задачи. Проверка по 

условию не являлась обязательной частью решения. Если она проводилась, 

то служила для самоконтроля, для осознания ситуации. 

Теперь ситуация качественно меняется: оказывается, корень уравнения, 

составленного по условию задачи, может не удовлетворять этому условию. 

Поэтому при решении задач алгебраическим методом всегда необходим ещё 

один этап: соотнесение найденных корней с условием задачи, или, как 

говорят, интерпретация полученного решения. Интерпретация требуется и в 

том случае, когда составленное уравнение корней не имеет. 

Кроме того, в этом пункте появляется новый для учащихся термин: 

«математическая модель». Речь идёт также о некоторых простейших 

аспектах составления математических моделей текстовых задач. Было бы 

хорошо заострить внимание учащихся на сюжетах задач, предлагаемых в 

пункте: здесь есть задачи с арифметическим, геометрическим, физическим 

содержанием, задачи с экономическими фабулами, и в каждом случае 

моделью служит квадратное уравнение. 

Среди задач этого пункта есть несколько весьма трудных задач  

487, 488, а также задача-исследование 489. Их целесообразно рассмотреть в 

хорошо подготовленном классе или же предложить для самостоятельной 

работы сильным ученикам (обсудив предварительно идею составления 
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уравнения). Вообще же задач достаточно много, и некоторые могут 

изучаться в дальнейшем. 

В заключение подчеркнём, что решение текстовых задач — один из 

самых сложных видов упражнений. Сложность определяется, в частности, 

комплексным характером работы, которую должен выполнить ученик: нужно 

правильно составить уравнение, суметь его решить, не забыть соотнести 

корни с условием. Поэтому в ряде случаев можно ограничиться составлением 

уравнения по условию задачи. (Может быть, даже составить разные 

уравнения.) 

Часто учителя предлагают решить составленное уравнение дома. В таком 

случае полезно наметить некоторые «вехи» решения: например, указать 

квадратное уравнение, которое должно получиться после упрощения. 

 

Комментарий к упражнениям 
465, 466. Полезно убедиться, что все ученики правильно понимают такие 

обороты речи, как «последовательные целые числа», «последовательные 

нечётные числа». Для этого можно предложить учащимся следующие 

задания: 

укажите два каких-нибудь последовательных целых числа; два нечётных 

числа; 

пусть n — целое число; запишите число, следующее за n, и число, 

предшествующее n; 

пусть n — нечётное число; запишите нечётное число, следующее за n, и 

число, предшествующее n. 

468—472. По условию задачи необходимо сделать рисунок. 

469. Пусть сторона квадрата равна x см. Тогда стороны получившегося 

куска прямоугольной формы будут x см и (x – 20) см. Имеем уравнение  

x(x – 20) = 3500. 
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470. Пусть один катет прямоугольного треугольника равен x см. Тогда 

второй катет равен (x + 7) см, а гипотенуза равна 30 – x – (x + 7) =  

= 23 – 2x (см). По теореме Пифагора x2 + (x + 7) = (23 – 2x)2. Это уравнение 

имеет два положительных корня, а именно x1 = 5 и x2 = 48. Нужно пояснить, 

почему корень x = 48 не удовлетворяет условию. 

Обращаем внимание учителя на типичную ошибку, которую в подобных 

случаях допускают учащиеся: в качестве ответа они указывают 5 см, забывая 

о том, что требуется найти все стороны треугольника. Поэтому нужно 

настойчиво повторять: прежде чем записать ответ, ещё раз прочитайте 

вопрос задачи. 

471. Решение понятно из рисунка 6. Пусть скорость одного 

велосипедиста была x км/ч, тогда скорость второго велосипедиста равнялась 

(x + 4) км/ч. За 1 ч они проехали расстояния, соответственно равные x км и  

(x + 4) км. По теореме Пифагора получаем уравнение x2 + (x + 4)2 = 202. Его 

корни x1 = 12 и x2 = –16. Не забыть, что нужно найти скорость каждого 

велосипедиста, т. е. в ответе следует указать две величины. 

 
472. Многоугольник существует в том случае, когда соответствующее 

уравнение имеет корень, являющийся натуральным числом. Уравнение 

( 3)
3

n n −  = 77 имеет корень, равный 28. (Второй корень отрицателен.) Значит, 

77 диагоналей имеет выпуклый 28-угольник. Корни уравнения ( 3)
3

n n −  = 25 
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не являются натуральными числами. Понятно, что эти корни не надо даже 

вычислять, т. е. решение уравнения можно не доводить до конца. 

473. См. указание к упражнению 472. 

О т в е т: среди треугольных чисел нет числа 30; число 120 является 

треугольным, его номер равен 15. 

475. б) Подставим сначала в формулу h = vt – 5t2 значения  

v = 20 и h = 15. Получим такое уравнение: 15 = 20t – 5t2. Его корни  

t1 = 1 и t2 = 3. Это следует трактовать так: на высоте берёзы мяч будет через 1 

с и через 3 с после удара, а в промежутке между 1 с и 3 с он будет выше 

берёзы. Таким образом, ответ на вопрос утвердительный. 

Теперь подставим в формулу h = vt – 5t2 значения v = 20 и h = 22. 

Получим уравнение 22 = 20t – 5t2. Оно не имеет корней, т. е. мяч не может 

взлететь на высоту 22 м. 

476. Воспользуемся формулой, указанной в задаче 475. Корень вычислим 

приближённо с помощью калькулятора. 

477. Пусть ширина листа была x дм, тогда его длина 1,5x дм. Размеры дна 

коробки равны (x – 6) дм и (1,5x – 6) дм; её высота равна 3 дм. Имеем 

уравнение 3(1,5x – 6)(x – 6) = 216. 

Заметим, что было бы полезно сначала изготовить реальную коробку: 

взять лист бумаги прямоугольной формы, вырезать по его углам квадраты и 

загнуть боковые грани. Учащиеся смогут увидеть и понять, что высота 

коробки равна стороне вырезанного квадрата. 

478. Необходим рисунок (рис. 7). Пусть ширина дорожки равна x м. 

Тогда размеры клумбы будут (7 – 2x) м и (6 – 2x) м. Имеем уравнение  

(7 – 2x)(6 – 2x) = 12. Его корни x1 = 1,5, x2 = 5. Число 5 не подходит по 

условию. 
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480. Нужен рисунок. Пусть ширина ленты равна x м. Тогда стороны не 

заклеенного прямоугольника (4 – 2x) м и (3 – 2x) м. Его площадь равна 

1 3 4
2
⋅ ⋅  = 6 (м2). Имеем уравнение (4 – 2x)(3 – 2x) = 6. Корни этого уравнения 

x1 = 3, x2 = 0,5. По условию задачи подходит корень x = 0,5. 

481. Пусть длины сторон прямоугольного треугольника выражаются 

числами n, n + 2, n + 4. Тогда n2 + (n + 2)2 = (n + 4)2. Находим корни этого 

уравнения: n1 = 6, n2 = –2. Отрицательный корень, естественно, не подходит. 

Значит, задача имеет единственное решение: длины сторон прямоугольного 

треугольника равны 6, 8 и 10 единицам. Таким образом, получаем ответ сразу 

на оба вопроса: треугольник, длины сторон которого выражаются 

последовательными чётными числами, существует, а треугольник, у которого 

длины сторон — последовательные нечётные числа, не существует. 

482. Уравнение ( 1)
2

n n +  = 66 имеет натуральный корень n = 11 (второй 

корень отрицателен). Значит, если сложить все натуральные числа от 1 до 11, 

то в сумме получится 66. Учащимся будет интересно убедиться, что это 

действительно так. Сумму 1 + 2 + … + 10 + 11 можно найти 

последовательным сложением или воспользоваться методом Гаусса: 

1 + 2 + 3 + … + 10 + 11 = (1 + 11) · 5 + 6 = 66. 
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Для ответа на второй вопрос можно воспользоваться оценкой: 

произведение n(n + 1) должно быть больше 55 · 2, т. е. больше 110;  

10 · 11 = 110, 11 · 12 = 132 > 110, следовательно, n = 11. 

483. Такие ситуации рассматривались в ходе решения комбинаторных 

задач в 6 и 7 классах. Пусть в семье n человек. Тогда каждый должен 

приготовить n – 1 подарок, а всего оказалось n(n – 1) подарков. Имеем 

уравнение n(n – 1) = 30. 

484. См. указание к упражнению 483. 

485. Пусть в турнире участвовало n шахматистов. Имеем уравнение 

( 1)
2

n n +  = 120. Полезно сравнить это решение с решением задачи 483. 

487. Рассмотрим два способа решения задачи. Первый — понятнее: это 

решение «в лоб». Зато второй легче в техническом отношении. 

1-й способ. Пусть цена каждый раз повышалась на x процентов, т. е. на 

100
x  величины. Тогда 

200 + 2x р. — цена после первого повышения; 

(200 + 2x) + (200 + 2x) · 0,01 · x р. — цена после второго повышения. 

Имеем уравнение  

(200 + 2x) + (200 + 2x) · 0,01 · x = 338, 

200 + 2x + 2x + 0,02x2 = 338, 

2x2 + 400x – 13 800 = 0, 

x2 + 200x – 6900 = 0, 

x1 = 30, x2 < 0. 

Значит, цена дважды повышалась на 30%. 

2-й способ. Цена повышалась на одно и то же число процентов, иными 

словами, она увеличивалась в одно и то же число раз. Пусть цена дважды 

повышалась в x раз. Тогда после второго повышения она стала равной  
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(200 · x) x р. Имеем уравнение 200x2 = 338. Его корни x1 = 1,3, x2 = –1,3. 

Значит, цена повышалась в 1,3 раза, т. е. на 30%. 

489. Вводный текст можно дополнить, сообщив учащимся, что термин 

«золотое сечение» ввёл в XV в. Леонардо да Винчи, великий итальянский 

учёный и художник. 

1) Найдём число, выражающее «золотое сечение», т. е. найдём значения 

равных отношений, составляющих пропорцию. Для этого будем считать, что 

b = 1. Получим пропорцию 1.
1
a a

a
+

=  Решив эту пропорцию, т. е. вычислив a, 

найдём значение «золотого сечения». Получим: 

a2 = a + 1, 

a2 – a – 1 = 0, 

a = 1 5
2
+  (отрицательный корень отбрасываем). 

Итак, точное значение «золотого сечения» равно 1 5
2
+ . С помощью 

калькулятора находим, что 1 5
2
+  ≈ 1,618. 

2) Каждый ученик может построить в тетради свой «золотой» 

прямоугольник. Для этого он должен сначала взять отрезок произвольной 

длины (например, длиной 25 мм) — это будет меньшая сторона 

прямоугольника. Тогда длина большей стороны получится умножением 

длины меньшей на 1,618 (в нашем случае: 25 · 1,618 ≈ 40,5 мм, вычисления, 

естественно, выполняются с помощью калькулятора). По известным 

сторонам ученик строит прямоугольник. Все прямоугольники, построенные 

учащимися, разные, но отношение сторон каждого из них равно «золотому 

сечению». 

Теперь отрежем от прямоугольника квадрат. Для этого удобно 

воспользоваться циркулем (рис. 8). Получится новый прямоугольник. Нужно 
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найти отношение большей его стороны к меньшей. (В нашем случае длина 

большей стороны равна 25 мм, а меньшей — примерно 15,5 мм; отношение 

длин равно примерно 1,6.) Возникает гипотеза: получившийся 

прямоугольник также является «золотым». Этим можно ограничиться, 

добавив лишь, что эту гипотезу можно доказать и что если продолжить такие 

же построения, то всё время будут получаться «золотые» прямоугольники. 

 
Если же учитель сочтёт возможным привести доказательство, то оно 

может быть таким: 

Пусть имеется «золотой» прямоугольник. Обозначим меньшую его 

сторону через x, тогда большая равна 
( )1 5

2

x +
. После того как от 

прямоугольника отрезали квадрат, получился новый прямоугольник со 

сторонами x и 
( )1 5

2

x +
 – x = 

( )5 1

2

x −
. Найдём отношение его сторон и 

получим, что наша гипотеза оказалась верной. 

 

3.5. Неполные квадратные уравнения 
Методический комментарий 

С решением неполных квадратных уравнений учащиеся уже встречались, 

причём не один раз. Поэтому цель данного пункта состоит прежде всего в 

том, чтобы привести знания в систему и отработать нужные навыки. В 

результате изучения пункта учащиеся должны владеть термином «неполное 
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квадратное уравнение», распознавать такие уравнения и решать их, 

используя соответствующий приём. 

Заметим, что решение неполных квадратных уравнений часто вызывает у 

учащихся определённые трудности. Вот типичные ошибки, которые 

встречаются в их работах: 

1) 2x2 – x = 0,  2) 4y2 = y,  3) 4x2 = 0,   4) z2 – 1 = 0, 

x(2x) = 0;      4y = 1;       x = 4;      z = 1. 

Можно проследить причины каждой из них и заранее принять 

соответствующие меры. Например, первая ошибка означает, что учащиеся не 

могут выполнять разложение на множители в случае, когда один из членов 

многочлена выносится целиком и вместо него приходится записывать 1. 

Поэтому целесообразно в ходе устных упражнений убедиться, что все 

учащиеся умеют правильно выполнять такое преобразование. 

Теоретические выводы в пункте сформулированы на основе 

рассмотрения конкретных примеров. Но при работе в классе с сильными 

учащимися можно провести соответствующие доказательства. В этом случае 

нужно будет сказать, что доказательство сводится к решению уравнения с 

буквенными коэффициентами (как при выводе формулы корней квадратного 

уравнения). 

Возьмём, например, квадратное уравнение ax2 + c = 0. Получим, что  

x2 = – c
a

. Если числа a и с одного знака, то c
a

 > 0, тогда – c
a

 < 0. Значит, 

уравнение корней не имеет. Если числа a и c разных знаков, то c
a

 < 0, тогда  

– c
a

 > 0. В этом случае уравнение имеет два корня: x1 = c
a

−  и x2 = – c
a

− . 

Эти корни — противоположные числа. 
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В то же время обращаем внимание учителя на то, что подобного рода 

исследование уравнений с буквенными коэффициентами предусмотрено в 

упражнениях 508, 509. 

Упражнения к пункту нацелены на развитие широкого круга умений. 

Помимо стандартных неполных квадратных уравнений (см. упражнения 

490—493), здесь содержатся задания, требующие выполнения различных 

преобразований (упражнения 495, 503). Как и всюду в этой главе, 

встречаются уравнения высших степеней, решаемые разложением на 

множители (упражнение 497) и введением новой переменной (упражнение 

510), продолжается также решение текстовых задач (упражнения 498—502, 

511, 512) и др. 

Для работы в классах с невысоким уровнем подготовки можно 

ограничиться лишь частью заданий из раздела А, а именно упражнениями 

490—500. При желании можно также решить задачи 511, 512. 

 

Комментарий к упражнениям 
496. Уравнение с дробными коэффициентами следует преобразовать в 

уравнение с целыми коэффициентами. 

499. а) Отношение катетов равно 3
4

. Это означает, что один из катетов 

составляет 3
4

 другого. Пусть x дм — длина одного катета, тогда длина 

другого катета — 3
4

x дм. По теореме Пифагора x2 + 
23

4
x⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 1. 

500. Пешеход и велосипедист окажутся на расстоянии 26 км друг от 

друга через t ч. Тогда 5t км — расстояние, пройденное пешеходом, 12t км — 

расстояние, которое проехал велосипедист (рис. 9). Имеем уравнение  

(5t)2 + (12t) = 262.  
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О т в е т: через 2 ч. 

501. Из рисунка в учебнике видно, что меньшие стороны всех пластин 

равны между собой. Кроме того, стороны маленьких пластин находятся в 

отношении 1 : 2. 

Пусть длина меньшей стороны каждой пластины равна x см. Тогда 

стороны маленьких пластин равны x см и 2x см, а стороны больших  

пластин — x см и 3x см. Имеем уравнение  

2 · (x · 2x) + 4(x · 3x) = 400, 

x2 + 3x2 = 100, 

4x2 = 100, 

x2 = 25, 

x = ±5. 

О т в е т: размеры маленькой пластины 5 см и 10 см, размеры большой 

пластины 5 см и 15 см. 

502. а) Уравнение 10t – 5t2 = 0. 

б) Уравнение 12t – 5t2 = 0. 

504, 505. Решается разложением на множители. В некоторых заданиях 

можно (но не обязательно!) ввести для удобства новую переменную. 
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504. О т в е т: а) –0,5 и 0; б) 4 и 0; в) 1
3

 и 1; г) 3 и 0. 

506. а) Учащиеся, скорее всего, составят приведённое квадратное 

уравнение, рассуждая при этом следующим образом: корни 0 и 3 может 

иметь уравнение x(x – 3) = 0, т. е. x2 – 3x = 0. Полезно обратить внимание на 

то, что легко получить сколько угодно неполных квадратных уравнений с 

такими корнями. Для этого достаточно умножить уравнение x2 – 3x = 0 на 

какое-нибудь число, отличное от 0.  

508. В каждом случае можно начинать с конкретного примера. 

509. Сначала решается уравнение ax2 + bx = 0. Имеем: x1 = 0, x2 = – b
a

. 

Затем определяется знак выражения – b
a

 в каждом из указанных случаев. 

510. а) Используя замену y = 6 – 3x, получим уравнение  

(3 + y)(40 + y) = 120, 

120 + 43y + y2 = 120, 

y2 + 43y = 0, 

y = 0 и y = –43. 

Обратите внимание: замена подобрана таким образом, чтобы 

уничтожилась правая часть уравнения. 

О т в е т: x1 = 2 и x2 = 16 1
3

. 

б) Введите замену: y = 5x – 8. 

О т в е т: x1 = 1,6 и x2 = 14,6. 

511. а) Пусть x — меньшее число. Имеем уравнение  

x2 + (x + 1)2 – 2x = 19. 

б) Пусть x — меньшее число. Имеем уравнение 

x2 + (x + 2)2 – 72 = 2(x + (x + 2)). 

512. πR2 – πr2 = 36, т. е. (2r)2 – r2 ≈ 12, r2 ≈ 4, r ≈ 2.  



124 

 

О т в е т: ≈ 2 см и ≈ 4 см. 

 

3.6. Теорема Виета 
Методический комментарий 

Изучение материала целесообразно начать с исследовательской работы, 

подобной той, которая описана в учебнике. В левый столбец таблицы, 

начерченной на доске, учитель записывает несколько приведённых 

квадратных уравнений и предлагает учащимся вычислить их корни (работа 

организуется по группам). После этого заполняются остальные столбцы 

таблицы. Сумма и произведение корней каждого уравнения сравниваются с 

его коэффициентами. Результат сравнения учащиеся должны 

сформулировать в словесной форме и записать соответствующие буквенные 

равенства. Таким образом, итогом исследования окажется утверждение, 

которое, как сообщит учитель классу, называют теоремой Виета. 

Идея доказательства также вполне понятна, и в техническом отношении 

оно не является сложным, а поэтому изучение этого вопроса может быть 

проведено с максимальной долей самостоятельности школьников. 

Обращаем внимание учителя на типичные ошибки, которые допускают 

учащиеся при работе с этим материалом: 

1) говорят о сумме и произведении корней, забывая проверить, имеет ли 

уравнение корни; 

2) рассматривая неприведённое квадратное уравнение, применяют к нему 

формулы Виета, выражающие соотношение между корнями и 

коэффициентами приведённого квадратного уравнения. 

Упражнения этого пункта по своей тематике весьма разнообразны. В то 

же время обязательным требованием является лишь знание формулы Виета и 

умение выполнить упражнения типа 513—515. В сильном классе учитель 

выбирает задания из раздела Б, не выходя за рамки отведённого времени. 
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В классах с невысоким уровнем подготовки, помимо указанных 

упражнений, желательно ещё выполнить задания 517 (частично), 520. 

Комментарий к упражнениям 

516. а) 1-й способ. Так как x1 · x2 = 10 и x1 = 2, то x2 = 5. 

2-й способ. Так как x1 + x2 = 7 и x1 = 2, то x2 = 5. 

522. а) Предложенная замена приводит к уравнению y(y + 6) = –5, т. е.  

y2 + 6y + 5 = 0. Его корни находятся устно с помощью формул Виета. 

Заметим, что можно было бы использовать и другую подстановку:  

y = 18 – 3x. 

523. а) 1-й способ. Так как x1x2 = –20 и x1 = –5, то x2 = 4 и p = –(x1 + x2) = 1. 

2-й способ. Подставив x1 = –5 в уравнение, получим 25 – 5p – 20 = 0, 

откуда p = 1. Так как x1 + x2 = –p, то x2 = 4. 

526. а) Поскольку по условию q > 0, то корни имеют один и тот же знак. 

Так как их сумма равна –5, то оба корня отрицательны. Число  

–5 представляется в виде суммы двух целых отрицательных чисел двумя 

способами: –5 = –1 + (–4) = –2 + (–3). Отсюда получаем два значения q: q = 4 

и q = 6. 

Условие q < 0 означает, что корни имеют разные знаки. Так как сумма 

корней по-прежнему равна –5, то в качестве корней уравнений можно взять, 

например, пары: –6 и 1; –7 и 2; –8 и 3. Значения q будут соответственно 

равны: –6; –14; –24. Понятно, что все такие значения q перечислить нельзя. 

528. а) Найдём сумму корней: 

(x1 + x2)2 = (x1
2 + x2

2) + 2x1x2, 

(x1 + x2)2 = 40 + 24, 

(x1 + x2)2 = 64, 

x1 + x2 = 8 или x1 + x2 = –8. 

Получаем два уравнения: x2 – 8x + 12 = 0 и x2 + 8x + 12 = 0. 

529. Так как уравнение x2 + px + q = 0 имеет корни x1 и x2, то  

x1 + x2 = –p и x1x2 = q. 
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а) x1
2 + x2

2 = (x1 + x2)2 – 2x1x2 = p2 – 2q; 

б) x1
3 + x2

3 = (x1 + x2)(x1
2 – x1x2 + x2

2) = (x1 + x2)((x1 + x2)2 – 3x1x2) =  

= –p(p2 – 3q) = –p3 + 3pq; 

в) x1
4 + x2

4 = x1
4 + x2

4 + 2x1
2x2

2 – 2x1
2x2

2 = (x1
2 + x2

2)2 – 2x1
2x2

2 =  

= (p2 – 2q)2 – 2q2 = p4 – 4p2q + 2q2. 

530. 1) Воспользуемся определением корня уравнения. Подставив в 

уравнение ax2 +bx + c = 0 вместо x число 1, получим 

a · 12 + b · 1 + c = 0, т. е. a + b + c = 0. 

По условию полученное равенство является верным.  

2) Воспользуемся доказанным утверждением. Подберём три какие-

нибудь числа, сумма которых равна 0. Пусть, например, a = 5, b = –7, c = 2. 

Получим уравнение 5x2 – 7x + 2 = 0. По доказанному выше утверждению 

один из его корней равен 1. (При желании в этом можно убедиться с 

помощью подстановки.) Второй корень находим с помощью формул Виета:  

x1 · x2 = 2
5

 и x1 = 1; x2 = 2
5

. 

3) Легко заметить, что сумма коэффициентов каждого из уравнений 

равна нулю, т. е. один из корней уравнения уже известен: он равен 1. 

 

3.7. Разложение квадратного трёхчлена на множители 
Методический комментарий 

Включение вопроса о разложении квадратного трёхчлена на множители в 

главу «Квадратные уравнения» методически целесообразно. В самом деле, 

при таком подходе к структурированию материала линия уравнений 

естественным образом переплетается с линией тождественных 

преобразований, и знания о квадратных уравнениях, применяемые в новой 

ситуации, выстраиваются в более широкую систему математических 

понятий.  
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В результате изучения этого пункта учащиеся должны прочно овладеть 

новой терминологией (квадратный трёхчлен, корень квадратного трёхчлена, 

дискриминант квадратного трёхчлена). При этом принципиально важно, 

чтобы они отчётливо осознали связь между квадратным уравнением и 

квадратным трёхчленом. Заметим, что на вопрос о том, что называют корнем 

квадратного трёхчлена, ученик имеет право ответить, например, так: 

«Корнем квадратного трёхчлена ax2 + bx + c называют корень квадратного 

уравнения ax2 + bx + c = 0». Конечно, полезно тут же предложить 

сформулировать определение корня квадратного трёхчлена без опоры на 

понятие квадратного уравнения. Но это должно прозвучать именно как 

другая (эквивалентная) формулировка, т. е. то же самое, но сказанное 

другими словами.  

Основное внимание в пункте уделяется, естественно, вопросу о 

разложении квадратного трёхчлена на множители. В результате изучения 

этого материала учащиеся должны усвоить следующее:  

— если квадратный трёхчлен имеет корни, то его можно разложить на 

множители; если квадратный трёхчлен корней не имеет, то и на множители 

(линейные) разложить его нельзя;  

— чтобы выяснить, разлагается ли трёхчлен на множители, достаточно 

вычислить его дискриминант; 

— существует специальная формула, с помощью которой квадратный 

трёхчлен, имеющий корни, можно разложить на множители:  

ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2). 

Полезно, чтобы учащиеся приобрели привычку проверять правильность 

выполненного разложения трёхчлена на множители с помощью обратной 

операции, т. е. умножением. Умножение нужно выполнять устно  

(в противном случае возможны лишние вычисления: 3x2 + 3x – 6 =  

= 3(x – 1)(x + 2) = 3x2 + 3x – 6). 

Формированию навыков самоконтроля помогут также такие упражнения:  
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1. Раскладывая на множители трёхчлен –2x2 – x + 1, ученик записал:  

–2x2 – x + 1 = 12
2

x⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x + 1). Докажите, что он не прав.  

Можно предложить здесь и такие равенства:  

–2x2 – x + 1 = (1 – 2x)(x – 1); 

–2x2 – x + 1 = (2x – 1)(x + 1). 

2. Какие из следующих произведений являются разложением на 

множители квадратного трёхчлена 6x2 – 19x + 10: 

(5 + 2x)(2 – 3x);  (3x – 2)(2x + 5); 

(3x – 2)(2x – 5);  (2 – 3x)(5 –2x)? 

В системе упражнений к пункту, кроме заданий, посвящённых основной 

тематике, прослеживаются все основные идеи, рассмотренные ранее. 

Например, здесь есть работа с многочленами и уравнениями выше 2-й 

степени (упражнения 539, 546), разложение на множители с использованием 

подстановок (упражнения 546, 547). В задачах из раздела Б активно 

используются формулы Виета.  

В классах с невысоким уровнем подготовки нужно прежде всего отвести 

достаточно времени на выполнение заданий 531—536 и, по возможности, 

выполнить задания 538, 539. 

 

Комментарий к упражнениям 
531. Дополнительный вопрос. Какие из чисел –1, 1, 2 и –3 являются 

корнями квадратного трёхчлена –2x2 + 8x – 6? 

532. Можно добавить: в случае утвердительного ответа выполните 

разложение (сначала формула должна быть перед глазами учащихся). 

537. Покажем самое простое решение, которое основано на утверждении: 

чтобы найти корни квадратного трёхчлена, надо решить соответствующее 

квадратное уравнение.  
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Уравнение x2 + 2x – 3 = 0  имеет корни –3 и 1, а значит, и трёхчлен  

x2 + 2x – 3 имеет корни –3 и 1.  

Теперь решим уравнение 2x2 + 4x – 6 = 0. Упростим его, разделив обе 

части на 2. Получим уравнение x2 + 2x – 3 = 0. Значит, трёхчлен 2x2 + 4x – 6 =  

= 0 имеет те же корни –3 и 1. Аналогично показывается, что те же самые 

корни имеет и трёхчлен –5x2 – 10x + 15. 

Таким образом,  

x2 + 2x – 3 = (x + 3)(x – 1), 

2x2 + 4x – 6 = 2(x + 3)(x – 1), 

–5x2 – 10x + 15 = –5(x + 3)(x – 1). 

Можно было бы рассуждать иначе. Например, найти корни первого 

трёхчлена и с помощью подстановки убедиться, что они являются также 

корнями второго и третьего трёхчленов.  

Приведем ещё одно решение. Оно красивее и технически проще. Но как 

показывает опыт, так могут рассуждать только сильные учащиеся.  

Трёхчлен x2 + 2x – 3 имеет корни –3 и 1. Поэтому  

x2 + 2x – 3 = (x + 3)(x – 1). 

В каждом из трёхчленов 2x2 + 4x – 6 и –5x2 – 10x + 15 вынесем за скобки 

числовой множитель:  

2x2 + 4x – 6 = 2(x2 + 2x –3) = 2(x + 3)(x – 1); 

–5x2 – 10x + 15 = –5(x2 + 2x – 3) = –5(x + 3)(x – 1). 

Заметим, что именно такие рассуждения приведены в учебнике в ходе 

рассмотрения вводного примера. 

542. Осуществляем перебор всех возможных вариантов.  

а) Представим число 10 в виде произведения двух целых чисел всеми 

возможными способами:  

10 = 1 · 10 = (–1) · (–10) = 2 · 5 = (–2) · (–5). 

Значит,  

–m = 1 + 10 = 11, т. е. m = –11; 
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–m = (–1) + (–10) = –11, т. е. m = 11; 

–m = 2 + 5 = 7, т. е. m = –7; 

–m = (–2) + (–5) = –7, т. е. m = 7. 

543. Условие каждой задачи надо переформулировать, используя термин 

«корень квадратного трёхчлена».  

а) Из условия ясно, что трёхчлен 2x2 + 5x + k имеет корень, равный –3. 

Так как x = –3 – корень трёхчлена, то 2 · (–3)2 + 5 · (–3) + k = 0. Из этого 

равенства находим k = –3.  

О т в е т: б) k = 4; в) k = 3; г) k =  –12; д) k = 3. 

Заметим, что если задача вызывает трудности, то можно выполнить такое 

вспомогательное упражнение: «Квадратный трёхчлен разложили на 

множители и получили 6(x + 4)(x – 7). Укажите корни этого трёхчлена».  

547. а) Введя подстановку x + y = a, получим уравнение a2 – 3a – 10 =  

= (a – 5)(a + 2). Заменив переменную a суммой x + y, получим  

(x + y)2 – 3(x + y) – 10 = (x + y – 5)(x + y + 2). 

548. а) В трёхчлене m2  –11mn + 28n2 буквенные коэффициенты. Второй 

коэффициент равен –11n, а свободный член равен 28n2. Представим 11n2 и 

28n2 соответственно в виде суммы и произведения одних и тех же 

выражений: 11n = 7n + 4n, 28n2 = 7n · 4n. Значит, m1 = 7n и m2 = 4n. 

Отсюда m2 – 11mn + 28n2 = (m – 7n)(m – 4n). 

О т в е т: б) (a + 2b)(a – 18b); в) (x + 20y)(x + y); г) (b + 11c)(b – 5c);  

д) (n + 12a)(n + 2a); е) (a – 12c)(a + 3c). 

 

3.8. Целые корни уравнения с целыми 

коэффициентами 

(Для тех, кому интересно) 
Методический комментарий 
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В объяснительном тексте легко выделяется несколько смысловых 

фрагментов. Первый, вводный, носит объяснительно-мотивационный 

характер. Его нужно просто внимательно прочитать и для проверки понятого 

выполнить упражнение 549. 

Второй фрагмент небольшой; к нему относятся формулировка теоремы, 

на которой основан приём отыскания целого корня уравнения, и пример 1. 

Для закрепления материала предлагается упражнение 550. 

Указанный материал достаточно прост и доступен большинству 

учащихся, но следующий фрагмент можно рассматривать только с хорошо 

подготовленными учащимися. Здесь прежде всего требуется развитая 

техника тождественных преобразований целых выражений: нужно свободно 

владеть приёмами разложения на множители, в частности способом 

группировки, приёмом «прибавить—вычесть», а также хорошо знать 

формулы сокращённого умножения.  

В оставшемся материале пункта можно выделить две части: приём 

разложения на множители левой части уравнения, для которого известен 

целый корень, а также использование разложения на множители для решения 

уравнения. В соответствии с указанным порядком советуем сначала 

выполнить упражнение 552, а затем упражнение 551. 

 

Комментарий к упражнениям 
550. В качестве образца воспользуемся примером 1 на с. 161.  

а) Делители свободного члена: 1; –1; 2; –2. Подставив каждый из них в 

уравнение, получим, что ни одно из чисел не обращает левую часть 

уравнения в нуль. Таким образом, уравнение целых корней не имеет.  

г) Уравнение целых корней не имеет.  

551. а) Выясняем, что уравнение имеет целый корень, равный 1. 

Раскладывая на множители многочлен x4 + 2x3 – x – 2, выделяем в качестве 

одного из них двучлен x – 1: 
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x4 + 2x3 – x – 2 = (x4 – x3) + 3x3 – x – 2 = 

= x3(x – 1) + (3x3 – 3x2) + 3x2 – x – 2 = 

= x3(x – 1) + 3x2(x – 1) + (x – 1)(3x + 2) = 

= (x – 1)(x3 + 3x2 + 3x + 2). 

Далее получаем, что 

x3 +3x2 + 3x + 2 = (x + 2)(x2 + x + 1). 

Таким образом, данное уравнение можно представить в виде: 

(x – 1)(x + 2)(x2 + x + 1) = 0. 

Трёхчлен x3 + x + 1 корней не имеет. Значит, уравнение имеет два корня: 1 

и –2. 

в) Уравнение имеет корень, равный –1. Раскладываем левую часть на 

множители:  

2x3 – 7x2 + 9 = 2x3 + 2x2 – 9x2 + 9 = 2x2(x + 1) – 9(x + 1)(x – 1) =  

= (x + 1)(2x2 – 9x + 9). 

Квадратное уравнение 2x2 – 9x + 9 имеет корни 3 и 1,5. Значит, данное 

уравнение имеет три корня: –1; 3; 1, 5. 

552. В качестве образца рассуждений можно использовать пример 2 из 

учебника. 

а) Многочлен имеет корень, равный 1. Поэтому одним из множителей 

должен быть двучлен x – 1. Получим 

x4 – 2x3 + 2x – 1 = (x4 – x3) – x3 + 2x – 1 =  

= x3(x – 1) – (x3 – x2) – x2 + 2x – 1 = x3(x – 1) – x2(x – 1)– (x – 1)2 =  

= (x – 1)(x3 – x2 – (x – 1)) = (x – 1)(x2(x – 1) – (x – 1)) = (x – 1)2 (x2 – 1) =  

= (x – 1)3(x + 1). 

б) Находим корень, равный –1, и выделяем множитель x + 1.  

x4 + x3 – 7x2 – 13x – 6 = x3(x + 1) – (x2 + x) – 6x2 – 12x – 6 =  

= x3(x + 1) – x(x + 1) – 6(x2 + 2x + 1) =(x + 1)(x3 – x – 6x – 6) =  

= (x + 1)(x3 – 7x – 6).  
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Теперь раскладываем на множители многочлен x3 – 7x – 6. Он тоже имеет 

корень, равный –1. Получим 

x3 – 7x – 6 = (x3 + x2) – (x2 + x) – (6x + 6) = (x + 1)(x2 – x – 6) = 

= (x + 1)(x + 2)(x – 3). 

Таким образом:  

x4 + x3 – 7x2 – 13x – 6 = (x + 1)2(x + 2)(x –3). 

в) Многочлен имеет корень, равный 1. Поэтому будем выделять 

множитель x – 1: 

4x3 + 21x2 – 25 = (4x3 – 4x2) + 25x2 – 25 = 4x2(x – 1) +  

+ 25(x – 1)(x + 1) = (x – 1)(4x2 + 25x + 25). 

Разложив на множители квадратный трёхчлен 4x2 + 25x + 25, получим 

произведение (4x + 5)(x + 5). Окончательный ответ: 

4x3 + 21x2 – 25 = (x – 1)(4x + 5)(x + 5). 

553. Упражнение трудное. Можно отложить его и до 9 класса. Раскроем 

скобки в левой части уравнения:  

(x – x1)(x – x2)(x – x3)  =  (x2 – xx1 – xx2 + x1x2)(x – x3) = 

= x3 – x2x1 – x2x2 + xx1x2 – x2x3 + xx1x3 + xx2x3 – x1x2x3 = 

= x3 – (x1 + x2 + x3)x2 + (x1x2 + x1x3 + x2x3)x – x1x2x3. 

Итак, мы получили уравнение  

x3 – (x1 + x2 + x3)x2 + (x1x2 + x1x3 + x2x3)x – x1x2x3 = 0. 

Это уравнение третьей степени. По аналогии с приведённым квадратным 

уравнением можно сказать, что такое уравнение имеет вид  x3 +  px2 + qx + r =  

= 0. 

Теперь можно записать формулы, связывающие коэффициенты и корни 

приведённого уравнения третьей степени:  

x1 + x2 + x3 = –p; 

x1x2 + x1x3 + x2x3 = q; 

x1x2x3 = –r. 
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Дополнительные задания  

В упражнениях 554—557 применяем известный учащимся метод 

подстановки.  

554. а) Обозначим x + 1 через y; получим уравнение y2 – 2y + 1 = 0. Решив 

его, найдём, что y = 1. Значит, x + 1 = 1, т. е. x = 0. 

557. а) Обозначим x2 + 1 через y; получим уравнение 

2 1 3.
3 2 4
y y yy + + +

− = −  Решив его, найдём, что y = 1. Значит, x2 + 1 = 1, т. е.  

x = 0. 

559. Пусть сторона получившейся квадратной крышки равна x дм. Тогда 

длины сторон листа фанеры прямоугольной формы равны (x + 5) дм и  

(x + 6) дм. Имеем уравнение (x + 5) (x + 6) = 240. 

О т в е т: 10 дм. 

561. 1-й способ. Пусть цена завтрака n раз повышалась на 5 р. Тогда один 

завтрак стал стоить (3 + 5n) р., а количество учащихся, покупающих завтрак 

по этой цене, стало равным (400 – 10n). 

После повышения цены столовая заработала (30 + 5n) · (400 – 10n) р. 

Значение этого выражения известно из условия: 400 · 30 + 3200 = 15200 (р.). 

Имеем уравнение (30 + 5n) · (400 – 10n) = 15200. Находим, что n = 2. Значит, 

повышение цены завтрака на 5 р. произошло дважды, и это привело к тому, 

что 20 человек перестали покупать завтрак. 

2-й способ. Пусть n человек стали приносить завтрак из дома, тогда 

покупали завтрак в столовой (400 – n) человек. Цена одного завтрака 

увеличилась на 5
10 2
n n
⋅ =  р., и он стал стоить 30

2
n⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 р. Имеем уравнение 

30 (400 ) 12000 3200.
2
n n⎛ ⎞+ − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 Его корни: n1 = 20, n2 = 320. Подходит 

только первый корень.  
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562. 1-й способ. Пусть n — число снижений цены одной книги на 0,2 р. 

Тогда магазин купил партию в (500 + 50n) книг по цене (4 – 0,2n) р. на 

общую сумму (500 · 4 + 210) р. Имеем уравнение  

(4 – 0,2n)(500 + 50n) = 2210, 

n2 – 10n + 21 = 0, 

n1 = 7, n2 = 3. 

Если n = 7, то партия составила 500 + 50 · 7 = 850 книг, что превосходит 

750 книг. Если n = 3, то магазин дополнительно купил 50 · 3 = 150 книг.  

О т в е т: 150 книг.  

2-й способ. Пусть закупаемая партия увеличилась на n книг. Тогда цена 

одной книги снизилась на 0,2
50 250
n n
⋅ =  р., и одна книга стала стоить 

4
250
n⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 р. Имеем уравнение 4

250
n⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 · (500 + n) = 500 · 4 + 210. 

563. а) mx1 и mx2 — корни искомого уравнения. Так как их сумма равна  

m(x1 + x2) = m ,b mb
a a

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 а произведение равно mx1 · mx2 = m2(x1 · x2) = 

2m c
a
⋅ , то искомое уравнение 

2
2 0.mb m cx x

a a
+ + =  

Можно записать иначе: ax2 + mbx + m2c = 0. 

б) О т в е т: cx2 + mbx + am2 = 0. 

564, 565. Воспользуйтесь указанием к упражнениям 528 и 529. 

566. а) По теореме Виета найдём корни квадратного трёхчлена  

a2 – 7a + 10 и представим его в виде (a – 2)(a – 5). Это произведение станет 

общим знаменателем для дробей, рассматриваемых в левой части равенства.  
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Глава 4. Системы уравнений (20 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 

Пункт учебника 
Число 
уроков 

Дидактические 
материалы 

Рабочая 
тетрадь 

4.1. Линейное уравнение с двумя 

переменными 

4.2. График линейного 

уравнения с двумя переменными 

4.3. Уравнение прямой вида 

y kx l= +  

7 О-23, 

П-37 (1,2) 

О-24, 

П-37 (3, 4) 

 

О-25, П-38 

178—179 

 

180—184 

 

 

185—191 

4.4. Системы уравнений. 

Решение систем уравнений 

способом сложения  

4.5. Решение систем уравнений 

способом подстановки 

4.6. Решение задач с помощью 

систем уравнений 

9 О-26, 

П-39 

 

О-27, 

П-40 

О-28, 

П-41 

192—195 

 

 

196—199 

 

— 

4.7. Задачи на координатной 

плоскости 

2 О-29, «Проверь 

себя», П-42  

— 

 

Обзор и контроль 2   

 
Основные цели: ввести понятие уравнения с двумя неизвестными, 

графика уравнения, системы уравнений; обучить решению систем линейных 

уравнений с двумя переменными, а также использованию приёма 

составления систем уравнений при решении текстовых задач. 

Обзор главы. Основное содержание главы связано с рассмотрением 

линейного уравнения и решением систем линейных уравнений. В то же 

время в главе приводятся примеры и нелинейных уравнений, 
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рассматриваются их графики, решаются системы, в которых одно уравнение 

не является линейным. 

Особенностью изложения материала в учебнике является акцентирование 

внимания на блоке вопросов, относящихся к аналитической геометрии. Глава 

начинается с вопроса о прямых на координатной плоскости: рассматривается 

уравнение прямой в различных формах, специальное внимание уделяется 

уравнению вида y = kx + l, формулируется условие параллельности прямых, а 

через систему упражнений учащиеся знакомятся и с условиями 

перпендикулярности прямых. Сформированный аналитический аппарат 

применяется к решению задач геометрического содержания. 

Продолжается решение текстовых задач алгебраическим методом. Теперь 

математической моделью задач является система уравнений. Продвижение 

здесь заключается не только в использовании нового алгебраического 

аппарата, но также и в том, что в явном виде формулируется следующая 

мысль: при переводе текстовой задачи на математический язык удобно 

вводить столько переменных, сколько неизвестных содержится в условии. 

Основные виды деятельности. Определять, является ли пара чисел 

решением уравнения с двумя переменными; приводить примеры решений 

уравнений с двумя переменными. 

Решать задачи, алгебраической моделью которых является уравнение с 

двумя переменными; находить целые решения путём перебора. 

Распознавать линейные уравнения с двумя переменными; строить 

прямые — графики линейных уравнений; извлекать из уравнения вида  

y = kx + l информацию о положении прямой в координатной плоскости. 

Распознавать параллельные и пересекающиеся прямые по их уравнениям; 

конструировать уравнения прямых, параллельных данной прямой. 

Использовать приёмы самоконтроля при построении графиков линейных 

уравнений.  
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Решать системы двух линейных уравнений с двумя переменными; 

использовать графические представления для исследования систем линейных 

уравнений; решать простейшие системы, в которых одно из уравнений не 

является линейным. Применять алгебраический аппарат для решения задач 

на координатной плоскости. Решать текстовые задачи алгебраическим 

способом: переходить от словесной формулировки условия задачи к 

алгебраической модели путём составления системы уравнений; решать 

составленную систему уравнений; интерпретировать результат. 

Комментарий к использованию ЭИ. Использование ЭИ позволяет 

усилить роль графических представлений при формировании основных 

понятий темы; увеличить удельный вес заданий, предполагающих работу с 

графиками линейных уравнений. 

Назначение п. 3.1 «Линейное уравнение с двумя переменными и его 

график» — это работа с уравнениями прямой общего вида, т. е. с уравнением 

ax + by = c, где хотя бы один из коэффициентов a и b отличен от нуля. При 

этом задания направлены прежде всего на отработку основных, базовых 

умений:  

— распознавание уравнения данного вида и умение правильно указывать 

коэффициенты a, b и c; 

— распознавание важных частных случаев, когда прямая — график 

уравнения — параллельна одной из координатных осей; 

— умение определять по графику координаты указанных точек, в 

частности точек пересечения с осью x и с осью y и т. д. (см. задания 2—6). 

Кроме того, учащиеся знакомятся с обратной задачей подбора уравнения 

конкретной прямой (задание 8), а также с более сложными графиками, 

«сконструированными» из прямых (задание 7).  

В п. 3.2 «Уравнение прямой вида y = kx + l» аналогичная работа 

продолжается с уравнением прямой, разрешённым относительно переменной 

y, т. е. с уравнением вида y = kx + l. Здесь использование компьютера 
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облегчит формирование полезного умения — по коэффициентам k и l  

уравнения y = kx + l представлять положение прямой на координатной 

плоскости (см. задания 3, 4). Важная роль в этом месте курса должна быть 

отведена исследовательской деятельности, организованной с помощью 

компьютера. Так, учащиеся путём наблюдений должны открыть для себя 

такие факты, как положение в плоскости прямой y = kx в зависимости от 

знака коэффициента k (задание 5), влияние коэффициента k на угол наклона к 

положительному направлению оси x (задание 6), параллельность прямых с 

одинаковым угловым коэффициентом (задание 8). Эта исследовательская 

деятельность должна предшествовать изучению материала по учебнику; 

учебный процесс здесь целесообразно строить по схеме: наблюдение — 

вербальное выражение установленного факта — обоснование (если оно 

доступно на данном этапе) — применение. 

Назначение п. 3.3 «Системы двух линейных уравнений с двумя 

переменными» — это создание наглядной основы для усвоения таких 

понятий, как «система уравнений с двумя переменными», «решение 

системы», а также графическое исследование систем двух линейных 

уравнений с двумя переменными. 

В п. 3.4 «Графическая интерпретация линейного неравенства с двумя 

переменными» содержатся привлекательные для многих учащихся 

упражнения — построение на координатной плоскости различных областей, 

ограниченных прямыми. Компьютер берёт на себя все проблемы 

технического характера, что позволяет учащимся дать простор фантазии при 

создании собственных картинок. Немаловажным является и то 

обстоятельство, что учащиеся многократно наблюдают, какая полуплоскость 

задаётся неравенством вида y ≥ kx + l, а какая — неравенством вида y ≤ kx + l. 

Одновременно формируется основа для умения самостоятельно указывать 

соответствующую полуплоскость. 
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Учебник ЭИ 

Глава Пункт Раздел Тема Пункт 

4. Системы 

уравнений 

4.1. Линейное уравнение с 

двумя переменными и его 

график 

Алгебра, 

7—9 

3. Линейные 

уравнения с 

двумя пере-

менными 

3.1. Линейное урав-

нение с двумя пере-

менными и его 

график 

4.2. Уравнение прямой 

вида y = kx + l 

3.2. Уравнение пря-

мой вида y = kx +l 

4.3. Системы уравнений. 

Решение систем уравне-

ний способом сложения 

3.3. Системы двух 

линейных уравне-

ний с двумя пере-

менными 

4.7. Задачи на координат-

ной плоскости 

3.4. Графическая 

интерпретация ли-

нейных неравенств 

 

4.1. Линейное уравнение с двумя переменными 
Методический комментарий 

Этот пункт чрезвычайно важен с точки зрения возможности осознанного 

усвоения последующего материала главы. Здесь вводится целый круг новых 

понятий и фактов, которые должны быть прочно усвоены учащимися. Они 

должны не только  понимать новые термины, встречая их в тексте учебника, 

но и свободно использовать в собственной речи. 

К уравнению с двумя переменными учащиеся приходят, как и к 

уравнению с одной переменной, в результате перевода текстовой задачи на 

математический язык. В дополнение и развитие того, что по этому поводу 

сказано в учебнике, можно использовать следующие задачи: 

1. Площадь прямоугольника равна 36 см2. Каковы длины его сторон? 

2. Периметр равнобедренного треугольника равен 16 см. Чему равны 

длины боковой стороны и основания? 
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3. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 5 см. Чему равны его 

катеты? 

Внимание учащихся обращается на общую особенность этих задач: в 

каждом случае неизвестны две величины, поэтому и для перевода условия на 

математический язык будем использовать две буквы (например, x и y). 

Получаются следующие уравнения:  

1) xy = 36;  

2) 2x + y = 16 (x — длина боковой стороны, y — длина основания); 

3) x2 + y2 = 25. 

Первые два из составленных уравнений удобно использовать и для 

введения понятия «решение уравнения с двумя переменными». 

Рассматривая, к примеру, уравнение xy = 36, уместно поговорить также о 

том, что оно имеет бесчисленное множество решений, но не всякое решение 

этого уравнения удовлетворяет условию задачи. Так, пара x = –4, y = –9 — 

решение уравнения, но не ответ задачи. 

При введении понятия «линейное уравнение с двумя переменными» 

также можно опираться на составление уравнения. Учащиеся должны 

установить, что линейным является только одно из них. В качестве 

дополнительного задания можно предложить придумать ещё несколько 

линейных уравнений и несколько уравнений, не являющихся линейными. 

Пункт заканчивается рассмотрением задач, приводящих к решению 

уравнений с двумя переменными в натуральных числах. Решения уравнений, 

составленные из натуральных чисел, находятся путём непосредственного 

перебора всех возможных вариантов. С этим приёмом учащиеся, работающие 

по данной системе учебников, знакомы с 5 класса. 

Основные результаты по изучению пункта связаны с понятием линейного 

уравнения с двумя переменными. Учащиеся должны уметь: 

— распознавать линейные уравнения с двумя переменными и приводить 

примеры таких уравнений; 
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— выражать из линейного уравнения одну переменную через другую; 

— находить пары чисел, являющиеся решением линейного уравнения с 

двумя переменными. 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно ограничиться 

упражнениями из раздела А. 

 

Комментарий к упражнениям 
Упражнения 575—577 — это цепочка заданий, их надо выполнять 

последовательно. 

577. а) y = 6 – x. Подставляя вместо x последовательные натуральные 

числа, начиная с 1, получим пары: (1; 5), (2; 4), (3; 3), (4; 2), (5; 1). При x ≥ 6 

значение переменной y не является  натуральным числом. 

578. Записав уравнение 3x + 4y = 27, дальше можно идти от ответа. 

Подставим, например, вместо x число 2. Получим 4y = 21. Так как 21 на 4 не 

делится, то ответ а) не подходит, и т. д.  

579. Если класс сильный, то можно предложить описать всё множество 

решений каждого уравнения. Следует обратить внимание на то, чтобы 

учащиеся, приводя примеры решений, использовали и отрицательные числа, 

и дробные. 

а) Решением является любая пара, состоящая из равных или 

противоположных чисел. 

в) Решением является любая пара чисел, в которой хотя бы одно из чисел 

есть 0.  

г) Уравнение имеет бесчисленное множество решений. В качестве x 

можно брать любое неотрицательное  число, а соответствующее значение y 

вычислять по формуле y = x± . Решением уравнения x = y2 являются, 

например, пары: (0; 0); (4; 2); (4; –2); (0,01; 0,1); (0,01; –0,1); (2; 2 );  

(2; – 2 ). Заметим, что в данном случае было бы удобнее задаваться 
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значением y и вычислять соответствующее значение x по формуле x = y2, но 

при этом надо следить за тем, чтобы учащиеся не путали порядок чисел при 

записи пары. 

д) Уравнение имеет единственное решение (0; 0). 

е) Уравнение не имеет решений, так как значение левой части при любых 

x и y положительно. 

Каждая из задач 582—585  решается в целых числах методом перебора. 

582. Пусть x — количество пятиугольников, а y — количество 

шестиугольников; имеем уравнение  

5x + 6y = 100. 

Далее нужно выразить из этого уравнения одну переменную через другую. 

Учащиеся, скорее всего, предложат выразить y через x:  

y = 100 5
6
x− . 

Будем подставлять вместо x натуральные числа 1, 2, 3 и т. д. и вычислять 

соответствующие значения y. Если y также окажется натуральным числом, то 

соответствующая пара является решением задачи. Получаем x = 1, y = 95
6

 — 

не подходит; x = 2, y = 95
6

 = 15 — подходит; и т. д.  

В результате перебора выясняем, что задача  имеет четыре решения: 

можно выложить 2 пятиугольника и 15 шестиугольников, 8 пятиугольников 

и 10 шестиугольников, 14 пятиугольников и 5 шестиугольников или только 

одни шестиугольники — их получится 20 штук. 

Закончив это решение, есть смысл обратить внимание на то, что в данном 

случае было бы удобнее выразить x через y, т. е. работать с формулой  

x = 100 6
5
y− , или x = 20 – 6

5
y. 

Понятно, что для того, чтобы x было натуральным числом, необходимо брать 

значения y, кратные 5. Перебор прекращаем, когда правая часть равенства 
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начнёт принимать отрицательные значения. Число вариантов будет невелико, 

поэтому решение удобно оформить в виде таблицы: 

 

y 0 5 10 15 

x 20 14 8 2 

 

Истолковывая ответ, надо не ошибиться: число пятиугольников 

обозначено буквой x, а число шестиугольников — буквой y. 

583. Пусть x — число заданий теста по алгебре, а y — число заданий по 

геометрии. Имеем уравнение  

3x + 4y = 100, т. е. y = 20 – 3
4

x. 

Будем перебирать натуральные значения x, кратные 4. Так как тест включал и 

те и другие задания, то число 0 исключается из рассмотрения. Решения 

представлены в таблице: 

 

x 4 8 12 16 20 24 28 32 

y 22 19 16 13 10 7 4 1 

 

584. Пусть Андрей работал x ч и разбил y тарелок. Имеем уравнение  

100x –  20y = 1800, т. е. x = 18 + 1
5

y. 

Так как Андрей работает не более 3 ч в день, то за неделю он всего работал 

не более 21 ч. Это условие ограничивает число значений переменной x. 

Кроме того, значения переменной y должны быть кратны 5. Решения задачи 

представлены в таблице: 

 

y 0 5 10 15 

x 18 19 20 21 
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4.2. График линейного уравнения с двумя 

переменными 
Методический комментарий 

Чрезвычайно важно, чтобы учащиеся понимали эквивалентность 

формулировок типа: «точка с координатами x и y принадлежит графику 

уравнения» и «пара чисел x и y является решением уравнения». Они должны 

свободно переходить с одного языка на другой, прибегать в ходе решения 

задач как к вычислениям, так и к получению ответа по графику. 

В итоге изучения этого пункта учащиеся также должны: 

— уметь по уравнению с двумя переменными выяснять, принадлежит ли 

его графику точка с заданными координатами;  

— знать, что графиком уравнения вида ax + by = c, где коэффициенты a и 

b не равны нулю одновременно, является прямая, и уметь построить эту 

прямую, найдя две её точки; 

— знать, что представляют собой графики уравнений x = c и y = c. 

Уроки, отведённые на изучение пункта, можно спланировать следующим 

образом. На первом рассмотреть блок теоретических вопросов, включающий 

понятие графика уравнения с двумя переменными и утверждение о графике 

линейного уравнения с двумя переменными, приёмы построения графика 

линейного уравнения с двумя переменными. На следующем уроке 

рассмотреть примеры графиков линейных уравнений и выполнить 

соответствующие упражнения (597, 598, 604—606). 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно ограничиться 

заданиями из радела А. 

 



146 

 

Комментарий к упражнениям 
587. Нужно предложить учащимся сформулировать задачу иначе, а 

именно вместо терминов «уравнение» и «решение уравнения» употребить 

термины «график уравнения» и «точка графика». Требование задачи будет 

звучать так: найти несколько точек графика уравнения, имеющих целые 

координаты. 

Основная цель упражнений 588—591 — выработка навыка построения 

прямой, заданной уравнением общего вида. Нужно рассмотреть оба приёма 

построения, описанные в учебнике, а затем позволить учащимся 

использовать тот, который им кажется предпочтительнее. Исследование 

положения прямой в зависимости от коэффициентов здесь не 

предполагается. 

590. Уравнение прямой имеет вид ax + by = c. 

а) Подставив в уравнение a = 0, b = 3, c = 6,  получим 0x + 3y = 6, т. е. 

y = 2. Эта прямая параллельна  оси x и проходит через точку (0; 2). 

д) Имеем уравнение 2x + 4y = 0, т. е. x + 2y = 0. Находим координаты 

любых двух точек графика этого уравнения и строим прямую. 

е) Имеем уравнение 2x + y = 0. Можно начать с вопроса: «Данная прямая 

проходит через начало координат. Как это можно установить?» 

591. Подчеркнуть, что с помощью графика на вопрос ответить трудно 

(нужен большой, аккуратный чертеж). Поэтому ответ получим с помощью 

вычислений. 

594. Можно сначала построить данную прямую и ответы на вопросы 

считать с графика. Для проверки найденные пары чисел следует подставить в 

уравнение. После этого ставится вопрос: «Как получить ответ, не прибегая к 

построению графика?» 

Упражнения 596, 597. Задачи типа «определите, принадлежит ли точка 

графику», часто вызывают у учащихся затруднения, так как решаются 

совершенно формально, вне всякой связи с геометрическим образом. 
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Поэтому ссылка на рисунок в формулировке заданий имеет принципиальное 

значение. 

596. а)—в). Проходит. Эти точки нужно показать на окружности. 

Дополнительное задание: укажите координаты ещё нескольких точек, 

принадлежащих окружности. 

600. Сначала нужно построить в координатной плоскости указанные 

прямые и получить треугольник, о котором идёт речь (рис. 10). Этот 

треугольник прямоугольный, его площадь равна половине произведения 

катетов. 

 
Длины катетов легко определить, зная координаты вершин треугольника. 

Эти координаты можно найти по чертежу или с помощью вычислений. 

Получим: C(–2; –5); A(–2; 10); B(4; –5).  

Найдём длину катета AC. Точка A отстоит от оси x на расстоянии, равном 

10 единицам, а точка C — на расстоянии, равном 5 единицам. Поэтому  

AC = 10 + 5 = 15. Аналогично находим, что CB = 2 + 4 = 6. 

Теперь можно вычислить площадь треугольника: 
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1
2ABCSΔ =  · 15 · 6 = 45 кв. ед.  

603. а) Имеем уравнение y = –
3
x

 + 4. Подставляем вместо x целые 

неотрицательные числа, кратные 3, и вычисляем соответствующие 

значения y. Получаем, что всего имеется пять точек, координаты которых 

удовлетворяют условию задачи: 

 

x 0 3 6 9 12 

y 4 3 2 1 0 

 

Полезно также построить указанную прямую и получить наглядное 

подтверждение найденного ответа. 

В упражнениях 604—606 по ходу вычислений надо всё время обращаться 

к рисунку. 

604. 1) Если y = 0, то x2 = 25, т. е. x = ± 5. Точки пересечения с осью x 

(5; 0) и (–5; 0). 

Если x = 0, то y2 = 16, т. е. y = ± 4. Точки пересечения с осью y (0; 4) и 

(0; –4). 

2) Если x = 1, то y2 = 16 24
25
⋅ , т. е. y = ± 8 6

5
  ≈ ± 3,9. 

3) Используем результаты, полученные выше. Так как эллипс — 

симметричная фигура, а оси симметрии эллипса совпадают с осями 

координат, то, кроме точек (1; 3,9) и (1; –3,9), отмечаем также точки, им 

симметричные: (–1; 3,9) и (–1; –3,9). 

4.3. Уравнение прямой вида y = kx + l 
Методический комментарий 

Первое, что должно быть осознано учащимися, это возможность 

представления уравнения прямой в виде y = kx + l (если, конечно, эта прямая 
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не вертикальная). В каждом конкретном случае они должны уметь перейти от 

уравнения вида ax + by = c к уравнению вида y = kx + l и указать 

коэффициенты k и l. Для выработки такого навыка предназначены 

упражнения 607, 608. 

В ходе всей дальнейшей работы должна постоянно проводиться 

следующая мысль: коэффициенты k и l в уравнении y = kx + l позволят 

судить о положении прямой в координатной плоскости. Итоговый желаемый 

результат, к которому нужно стремиться, — это умение схематически 

показать положение прямой, заданной уравнением указанного вида. 

Изучение этого материала целесообразно организовать так, чтобы 

каждый ученик самостоятельно открывал новые факты, которые затем 

обсуждались бы и чётко формулировались в ходе коллективной работы, 

направляемой и организуемой учителем. Опишем примерную схему 

проведения уроков. 

Сначала перед учащимися ставится задача исследовать влияние на 

положение прямой y = kx + l в координатной плоскости коэффициента k. Для 

этого из уравнения убирается коэффициент l, т. е. рассматриваются прямые, 

которые задаются уравнениями вида y = kx.  

Ученикам предлагается построить в одной и той же координатной 

плоскости прямые y = 2x и y = – 1
3

x, т. е. выполнить задание, описанное в 

примере на с. 183 учебника. (Так как у них уже имеется опыт  такой работы, 

то все построения здесь и далее должны выполняться быстро, но аккуратно.) 

На основании  полученного чертежа делается вывод о графике уравнения 

y = kx: принадлежность начала координат графику, расположение в 

координатной плоскости при k > 0 и при k < 0. Обсуждая обнаруженные 

факты, полезно использовать схематические рисунки, а также разные 

формулировки (например при k > 0 прямая проходит через I и III 

координатные углы; если k > 0, то при движении слева направо прямая 
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поднимается вверх;  при k > 0 прямая образует острый угол с положительным 

направлением оси x). В сильном классе обнаруженные  свойства полезно 

доказать. 

Для закрепления изученного материала можно использовать упражнения 

610—613. Приступая к выполнению упражнения 610, можно предложить 

учащимся показать положение в координатной плоскости каждой из 

рассматриваемых прямых на отдельном схематическом рисунке, а затем 

обсудить алгоритм построения прямой вида y = kx: 1) в качестве одной из 

точек всегда нужно брать начало координат; 2) удобно, чтобы вторая точка 

имела целые координаты; если k — целое число, можно брать точку (1; k). 

Выполняя упражнения, учащиеся встретятся с хорошо знакомыми им 

прямыми y = x и y = –x (см. упражнение 610). Таким образом, уточняются 

сведения, полученные ранее: биссектрисы I и III, II и IV координатных углов 

относятся к семейству прямых, задаваемых уравнениями вида y = kx. 

Далее можно обсудить вопрос о зависимости крутизны графика от 

значения k. Для этого предлагается построить в одной и той же координатной 

плоскости прямые y = kx при k = 0,25; 1; 2; 5 (см. рис. 4.17 учебника) и 

сделать соответствующие выводы (для k > 0). Можно также обратить 

внимание на симметрию графиков уравнений вида y = kx при 

противоположных значениях k, например, прямых y = 2x и y = –2x. Заметим, 

однако, что в классах с невысоким уровнем подготовки этот аспект данной 

темы пока лучше не затрагивать.  

Следующий этап в изучении материала — это исследование вопроса о 

взаимном расположении прямых, заданных уравнением вида y = kx + l, при 

одном и том же значении k. Учащимся предлагается построить в одной и той 

же системе координат прямые y = 0,5x и y = 0,5x + 3, y = 0,5x – 4 (см.  

с. 184—185 учебника). Следует вывод о параллельности прямых  с одним и 

тем же коэффициентом при переменной x. Коэффициент k получает название 

«угловой коэффициент прямой» (от значения k зависит угол, который прямая 
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образует с положительным направлением оси x), формулируется условие 

параллельности прямых, уточняется геометрический смысл коэффициента l. 

Для закрепления этих теоретических сведений следует использовать 

упражнения 615—617. 

При выполнении упражнений 619, 620 можно предложить посмотреть на 

все задания в целом, указать параллельные прямые, показать схематически 

положение некоторых прямых в координатной плоскости. Обращаем 

внимание учителя на упражнения 623, 624. Такие задания формируют навыки 

самоконтроля, а кроме того, они ещё и просто нравятся ученикам. 

В классах с невысоким уровнем подготовки вполне достаточно 

упражнений из раздела А.  

 

Комментарий к упражнениям 
627. Имеем уравнение y = 20 – 9x. Чтобы облегчить работу, можно 

подсказать учащимся, что в качестве единицы по вертикальной оси, на 

которой откладывается расстояние, следует взять 1 клетку, а ось x провести 

на расстоянии 9 клеток от нижнего края листа (при этом график займёт 

целую страницу). 

Результаты интерпретируются следующим образом: за час до указанного 

момента лодка находилась в 29 км от наблюдателя (x = –1, y = 29); через 2 ч 

после указанного момента она будет в 2 км от наблюдателя (x = 2, y = 2); 

через 3 ч после указанного момента она минует наблюдателя и удалится от 

него на 7 км (x = 3, y = –7). 

630, 631. Полезно каждый раз начинать со схематического рисунка. 

632. Для каждой координатной четверти записывается линейное 

уравнение, которое получается после раскрытия модулей, тонкой линией 

проводится соответствующая прямая и выделяется (жирной линией или 

цветом) та её часть, которая принадлежит этой четверти. 

а) |x| + |y| = 1; 
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если x ≥  0 и y ≥  0, то x + y = 1, т. е.  y = –x + 1; 

если x ≤  0 и y ≥  0, то –x + y = 1, т. е.  y = x + 1; 

если x ≤  0 и y ≤  0, то –x – y = 1, т. е.  y = –x – 1; 

если x ≥  0 и y ≤  0, то x – y = 1, т. е.  y = x – 1. 

График изображён на рисунке 11. 

                  
б) |x| – |y| = 1. График изображён на рисунке 12. 

 

4.4. Системы уравнений. Решение систем способом 

сложения 
Методический комментарий 

Изложение материала в учебнике начинается с постановки проблемы, 

которая понятна учащимся в силу предыдущей подготовки: две прямые 

заданы своими уравнениями, и требуется найти координаты точки их 

пересечения. Графический метод даёт лишь приближённый результат, 

поэтому координаты придётся вычислить. В итоге задача с геометрического 

языка переводится на алгебраический: требуется найти общее решение двух 

уравнений с двумя переменными. 

Перевод задачи на алгебраический язык сопровождается введением 

новых понятий: система уравнений и решение системы уравнений с двумя 

переменными; показывается также принятый в математике способ записи 
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систем с помощью фигурной скобки. Чтобы дать возможность учащимся 

освоить новые термины и символику, есть смысл сразу же выполнить 

вводные упражнения 633—635. 

Подчеркнём, что к безусловно обязательному результату обучения по 

этой теме относится понимание следующего: координаты точки пересечения 

графиков уравнений, входящих в систему, образуют пару чисел, которая 

удовлетворяет каждому из уравнений системы, а значит, является решением 

этой системы; если графики имеют общие точки, то система имеет решения, 

а если у графиков нет общих точек, то система решений не имеет. 

Далее учащиеся знакомятся с решением систем способом сложения. В 

техническом отношении этот способ является более удобным и простым, чем 

способ подстановки. Однако само понятие «сложение уравнений» требует 

специального пояснения: составляют сумму левых частей, входящих в 

систему, и сумму их правых частей, а затем соединяют полученные 

выражения знаком равенства. Учащиеся должны понимать, что целью такого 

преобразования системы является исключение одной из двух переменных, 

поэтому складывают те уравнения, в которых коэффициенты при какой-либо 

из переменных являются противоположными числами. 

Для отработки навыков решения систем методом сложения в простейшей 

ситуации предназначено упражнение 636. В ряде заданий этого номера 

коэффициенты при одной из переменных являются равными числами. 

Можно предложить учащимся на выбор два приёма решения таких систем: 

вычитанием одного уравнения из другого или умножением одного из 

уравнений на –1. Из методических соображений, как показывает опыт, 

целесообразнее второй приём: сложение всегда легче вычитания. 

Естественно, что основное внимание в упражнениях уделяется системам, 

имеющим единственное решение. Что касается систем, не имеющих решений 

или имеющих бесконечно много решений, то  они рассматриваются в разделе 

Б. Кроме того, в разделе Б есть задача-исследование 648, в ходе выполнения 
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которой учащиеся узнают о возможности определения  числа решений 

системы по отношениям коэффициентов при переменных и свободных 

членов. 

В заключение заметим, что в классах с невысоким уровнем подготовки 

акцент надо сделать на упражнениях из раздела А, в частности обратить 

внимание  на упражнение 641. При наличии времени полезны упражнения 

642, 643. 

 

Комментарий к упражнениям 
В упражнениях 645, 646 напоминаем приём, уже известный из 7 класса: 

прежде всего избавляемся от дробей. 

645. б) Чтобы привести уравнения системы к целому виду, умножим 

левую и правую части первого из них на 10, а второго — на 6. Затем из 

уравнения 2u + 5v = 20 находим, что u = 2,5. 

646. в) Уравнения, входящие в систему, будем упрощать 

последовательно: сначала умножим каждое уравнение на 10 и тем самым 

избавимся от дробей, затем разделим обе части первого на 6, а второго на 3  

и т. д.  

647. Начнём с рисунка. Для этого решим каждое из уравнений 

относительно y и изобразим схематически соответствующие прямые в 

координатной плоскости. Затем из точки пересечения прямых М опустим 

перпендикуляры на ось x и ось y и соединим эту точку с началом координат 

(рис. 13). 
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Теперь понятно, длины каких отрезков нам надо определить. Но без 

вычислений обойтись нельзя. Решив систему уравнений, найдём, что x = 0,6 

и y = 0,8. Значит, расстояние от точки пересечения прямых до оси x равно 0,8, 

а расстояние до оси y равно 0,6: MA = 0,8; MB = 0,6. Расстояние до начала 

координат находим с помощью теоремы Пифагора. 

648. 1) Признак может быть сформулирован, например, так: если 

отношение коэффициентов при одной из переменных равно отношению 

коэффициентов при другой переменной и равно отношению свободных 

членов, то система имеет бесчисленное множество решений. Можно также 

предложить записать этот признак для системы общего вида: 1 1 1

2 2 2.
a x b y c
a x b y c

+ =⎧
⎨

+ =⎩
  

4) Так как отношение коэффициентов при переменной y не равно 

отношению свободных членов, то случай, когда данная система имеет 

бесконечно много решений, невозможен. 

Система не будет иметь решений в том и только в том случае, если 
2
a  = 3, 

т. е. при a = 6. Можно записать систему и убедиться, что одновременное 

выполнение двух заданных условий невозможно. 
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4.5. Решение систем уравнений способом подстановки 
Методический комментарий 

Назначение данного пункта состоит в развитии умения решать системы 

уравнений с двумя переменными. Учащиеся знакомятся с приёмом решения 

систем с помощью подстановки, который применяется как к системам 

линейных уравнений, так и к системам, содержащим уравнение второй 

степени. Продолжается также линия изучения графиков уравнений: 

обсуждается вопрос о том, что представляет собой график уравнения вида 

x2 + y2 = r2, где r > 0. В ходе выполнения упражнений графики могут 

использоваться для исследования вопроса о существовании и числе решений 

рассматриваемой системы, а также для иллюстрации решения. 

Задания из раздела Б вводят учащихся в круг некоторых новых идей. 

Прежде всего это решение систем, содержащих три уравнения с тремя 

переменными (упражнения 659—661). Кроме того, учащиеся смогут 

убедиться, что при решении систем эффективным может оказаться и хорошо 

знакомый приём замены переменных, позволяющий свести систему к более 

простой, способ решения которой известен (см. упражнение 658). 

Вообще система упражнений к этому пункту весьма разнообразна и 

богата идеями, тем более что для многих предлагаемых систем возможны 

разные  способы решения. В связи с этим хотелось бы подчеркнуть, что это 

пока только «первый проход»; решение систем ещё раз, причём более 

основательно, будет рассматриваться в 9 классе. Поэтому обозначим цели, 

достижение которых предполагается на данном этапе изучения темы. 

Учащиеся должны: 

— уметь решать системы двух линейных уравнений с двумя 

переменными (способ решения — по выбору ученика); 
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— знать, что для ответа на вопрос типа «Каковы координаты точек 

пересечения графиков уравнений?» нужно составить и решить 

соответствующую систему уравнений; 

— приобрести некоторый первоначальный опыт решения способом 

подстановки систем уравнений, в которых одно уравнение линейное, а 

другое — второй степени; 

— на конкретных примерах познакомиться с уравнением окружности с 

центром в начале координат. 

В классах с невысоким уровнем подготовки или при недостатке времени, 

кроме заданий из раздела А, желательно выполнить упражнения 657 и 659. 

 

Комментарий к упражнениям 
651. Полезно рассмотреть всё задание в целом и в каждом случае 

обсудить, из какого уравнения и какую именно переменную удобно 

выражать. 

654. Решив систему, полезно проиллюстрировать ответ с помощью 

графиков, наглядно подтвердив тот факт, что система имеет два решения. В 

качестве образца можно использовать последний абзац и рисунок 4.34 

учебника. 

655. Из опыта работы: учитель заранее на откидной доске заготовил 

графические решения некоторых систем из этого номера, которые 

демонстрировал учащимся после того, как они аналитическим способом 

получали соответствующий результат; это было интересно и наглядно. 

656. Предлагается аналитическое решение. Система сводится к 

квадратному уравнению с одной переменной. Если оно не имеет решений, то 

и система не имеет решений, а значит, прямая и парабола не пересекаются.  

Каждое задание полезно проиллюстрировать графически. Заметим, что 

рисунки могут быть схематическими. 
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657. Учащиеся, конечно, догадаются, что надо избавиться от дробей. 

После упрощения получим систему двух линейных уравнений с двумя 

переменными. 

658. а) Пусть 1
x

 = a, 1 b
y
= . Записав систему и решив её, найдём, что  

a = –1; b = 3. После чего вернёмся к переменным x и y. 

659. Задание нетрудное, хотя требуется решить систему уравнений с 

тремя переменными. Прежде всего нужно подчеркнуть, что решением такой 

системы служит тройка чисел. Ответ удобно записывать с указанием 

переменных. Например: а) x = 90, y = 120, z = 3. 

661. а) 1-й способ. Из первого уравнения выразим x: x = 3 – z. Подставим 

выражение 3 – z вместо x в третье уравнение, получим систему с 

переменными y и z. Решая её, находим, что y = 0 и z = 1. Из условия x = 3 – z 

получаем, что x = 2. 

О т в е т: x = 2, y = 0, z = 1. 

2-й способ. Из первого уравнения системы вычтем второе, получим 

уравнение x – y = 2. Вместе с третьим уравнением оно составит систему, 

решив которую, найдём x и y и т. д. 

3-й способ. Сложим все три уравнения, получим 2x + 2y + 2z = 6, т. е.  

x + y + z = 3. Далее будем подставлять поочерёдно в это уравнение значения 

сумм x + z, y + z и x + y и находить значение третьей переменной. 

О т в е т: б) x = 20, y = 5, z = 15; в) x = 6, y = 1, z = –4; г) x = 12, y = 2, z = –4. 

662. В заданиях а) и б) используем способ подстановки. 

663. а) Имеем три системы:  

{ 1
64,

x y
x y
− =
+ =

        { 2
32,

x y
x y
− =
+ =

       { 4
16.

x y
x y
− =
+ =

 

Условию задачи удовлетворяют решения второй и третьей систем. 

О т в е т: 17 и 15; 10 и 6. 
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4.6. Решение задач с помощью систем уравнений 
Методический комментарий 

Сама идея алгебраического решения задач учащимся уже хорошо 

знакома. Новой же здесь является следующая мысль: составляя 

математическую модель задачи, можно вводить столько переменных, 

сколько неизвестных содержится в условии; при этом в результате перевода 

задачи на математический язык будет получена система уравнений, с 

которой и нужно будет потом работать. 

Что касается методики проведения этих уроков, то она аналогична 

работе, организуемой при решении задач путём составления уравнения с 

одной переменной. Решение текстовых задач, как, безусловно, знает каждый 

опытный учитель, — это деятельность, сложная для учащихся. Сложность её 

определяется прежде всего комплексным характером работы: нужно ввести 

переменные и суметь перевести условие на математический язык; решить 

получившееся уравнение или систему, что требует определённых 

технических умений; соотнести полученный результат с условием задачи и, 

если нужно, найти значения ещё каких-то величин. Каждый из этих этапов — 

самостоятельная и часто трудно достижимая для учащихся  цель. И из 

дидактических соображений на уроках, отведённых на изучение данного 

пункта, специальный акцент желательно сделать на первом этапе, т. е. на 

составлении математического описания задачи. Для этого в ряде случаев при 

работе с задачей можно ставить только одну цель — составление системы. 

Заметим, что в учебнике предлагается богатая система задач, разнообразных 

по сюжетам и математическим отношениям между рассматриваемыми 

величинами, и такая работа при хорошей организации может оказаться для 

учащихся прекрасным логическим тренингом. 

Понятно, что достаточное число задач должно быть решено полностью. 

При этом, с одной стороны, будет продолжено развитие чисто технических 
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навыков, необходимых для решения систем уравнений, а с другой — 

учащиеся ещё раз смогут убедиться в значимости и полезности 

математического аппарата.  

Бо́льшая часть задач из раздела А сводится к решению систем двух 

линейных уравнений с двумя переменными, но в задачах 672—674 

получаются системы, в которых одно уравнение — нелинейное. Задачи  

681—683 сводятся к решению несложных систем трёх линейных уравнений с 

тремя переменными. Понятно, что возможность решения той или иной 

задачи во многом определяется уровнем сформированности 

соответствующих технических навыков. Задачи из раздела Б являются более 

сложными прежде всего с точки зрения составления систем. 

В классах с невысоким уровнем подготовки желательно выполнить 

задания 664—666, 668, 670, 672—674 из раздела А (можно ограничиться 

составлением систем). Из раздела Б можно решить задачи 675, 677,  

681—683 (или хотя бы составить по условию системы). 

 

Комментарий к упражнениям 
669. а) Пусть в прошлом году прибыль компании составила x р., а в 

этом — y р. Тогда y = x + 200 000. Так как 25% от x составляют 0,25x, то в 

этом году прибыль оказалась равной  x + 0,25x = 1,25x (р.). Таким образом,  

y = 1,25x.  

О т в е т: 800 тыс. р. и 1 млн р. 

671. а) Обозначим стоимость (в р.) тетради и ручки соответственно через 

x и y, тогда данную ситуацию можно описать  с помощью системы, которая 

решений не имеет, значит, такая ситуация невозможна. 

б) Пусть в начале учебного года в школе было x девочек и y мальчиков. 

Составим систему, решив которую найдём, что x = 300 и y = 350. Таким 

образом, система имеет решение, причём найденные значения x и y — числа 

натуральные. Это означает, что описанная ситуация возможна. 
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675. Известны скорость туристов при подъёме и спуске и время их 

движения к озеру и обратно. Длина маршрута к озеру складывается из длины 

подъёма и длины спуска. Для упорядочивания рассматриваемых в задаче 

величин сведём их в таблицы. 

 

Путь к озеру S, км v, км/ч t, ч 

При подъёме x 3 
3
x  

При спуске y 6 
6
y  

 

По условию задачи 3,5
3 6
x y
+ = . 

 

Обратный путь   S, км v, км/ч t, ч 

При подъёме y 3 
3
y

 

При спуске x 6 
6
x

 

 

По условию задачи 
3
y

 + 
6
x

= 4. 

Имеем систему 
2 21
2 24.

x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 

Далее можно, как обычно, решив систему, найти значения x и y, а затем 

ответить на поставленный вопрос. Но есть и другое, более красивое и 

экономное решение.  

В задаче требуется найти длину маршрута, т. е. значение выражения  

x + y. Сложив уравнения составленной системы, получим, что 3x + 3y = 45, а 

значит, x + y = 15. Таким образом, длина маршрута равна 15 км.  
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676. Пусть на вклад с доходом 6% положили x р., а на вклад с доходом 

5% — y р. Составим таблицу: 

 

Процентная 

ставка 

Величина 

вклада, р. 

Доход по  

вкладу, р. 

Величина  

вклада, р. 

Доход по  

вкладу, р. 

6% x 0,06 y 0,06y 

5% y 0,05y x 0,05x 

 

Имеем систему 

0,06 0,05 51
0,05 0,06 48, т. е. 

x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

  
6 5 5100
5 6 4800.
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 

Сложив уравнения системы, получим 11x + 11y = 9900, т. е. x + y = 900, а 

это и есть общая сумма вклада.  

О т в е т: 900 р.  

677. а) Пусть x — количество шестиугольников, y — количество 

квадратов. Красные фишки задействованы в вершинах шестиугольников и в 

центрах квадратов, т. е. всего использовали 6x + y красных фишек. 

Аналогично получим, что синих фишек использовали x + 4y.  

Имеем систему 
6 40
4 45.

x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 

Решив систему, найдём, что x = 5 и y = 10. Следовательно, указанный в 

задаче способ разложения фишек существует; получится 5 шестиугольников 

и 10 квадратов.  

б) Решением системы 
6 42
4 43

x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 служит пара  10 95 , 9 .
23 23

x y= =  

Так как значения x и y не являются натуральными числами, то такой 

способ разложения фишек не существует.  
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678. Пусть в одном килограмме смеси содержится x кг конфет по 110 р. за 

килограмм и y кг конфет по 150 р. за килограмм. Имеем систему 

1
110 150 120.
x y
x y

+ =⎧
⎨

+ =⎩
 

Решив её, найдём, что 3
4

x =  и 1 .
4

y =  Значит, в одном килограмме смеси 

750 г конфет по 110 р. за килограмм и 250 г конфет по 150 р. за килограмм. 

679. Будем действовать по плану, предложенному в учебнике.  

1) Пусть взяли x мл 60%-го раствора соли и y мл 80%-го раствора.  

2) x + y = 35. 

3) 0,6x + 0,8y (выражение, показывающее количество соли в 

получившемся растворе).  

4) 0,6x + 0,8y = 35 · 0,72, т. е. 0,6x + 0,8y = 25,2. 

5) 
35

0,6 0,8 25,2.
x y
x y

+ =⎧
⎨

+ =⎩
 

Решим эту систему:  

35
6 8 252,
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 
35

3 4 126,
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 
4 4 140
3 4 126,
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 

x = 14, y = 21. 

О т в е т: 14 мл 60%-го раствора и 21 мл 80%-го раствора.  

б) Пусть взяли x мл 4%-го раствора и y мл 10-%-го раствора. Имеем 

систему 

75
0,04 0,1 0,08 75.
x y

x y
+ =⎧

⎨
+ = ⋅⎩

   

Отсюда x = 25, y = 50. 

680. а) Пусть со скоростью 35 км/ч автобус ехал x ч, а со скоростью  

55 км/ч он ехал y ч. На весь путь он затратил 17 ч, поэтому x + y = 17.  

Двигаясь со скоростью 35 км/ч, автобус проехал 35x км, а со скоростью 

55 км/ч он проехал 55y км. Весь путь составил 35x + 55y км. Так как на этот 
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путь ушло 17 ч, то средняя скорость движения была равна 35 55 .
17
x y+  Значит, 

35 55 50.
17
x y+

=   

Имеем систему 

17
35 55 50,
17

x y
x y
+ =⎧

⎪
⎨ +

=⎪⎩

 т. е. 
17

7 11 170.
x y
x y
+ =⎧

⎨
+ =⎩

 

Решив её, найдём: 1 34 , 12 .
4 4

x y= =  

О т в е т: со скоростью 35 км/ч автобус ехал 4 ч 15 мин, а со скоростью  

55 км/ч — 12 ч 45 мин.  

б) Пусть автомобиль со скоростью 70 км/ч ехал x ч, а со скоростью  

90 км/ч — y ч. Имеем систему 

4
70 90 60.

4

x y
x y
+ =⎧

⎪
⎨ +

=⎪⎩

 

682. Пусть расстояние от A до B равно x км, от B до C —  y км, от A до  

C — z км (рис. 14).  

 
Переводя каждое условие задачи на алгебраический язык, получим 

систему 
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5
4
85.

z y x
x y z
x z

+ = +⎧
⎪

+ =⎨
⎪ + =⎩

 

Решим эту систему, воспользовавшись способом подстановки. Выразив 

из третьего уравнения x через z, получим x = 85 – z. Приходим к системе двух 

уравнений с переменными z и y:  

85 5
85 4 .
z y z

z y z
+ = − +⎧

⎨
− + =⎩

 

Решив её, найдём, что y = 40, z = 25. Из условия x = 85 – z получаем, что  

x = 60. 

683. Обозначив массу (в кг) помидоров, огурцов и перца соответственно 

через x, y и z, получим систему двух уравнений с тремя переменными:  

8
4 2 7 32.
x y z
x y z
+ + =⎧

⎨
+ + =⎩

 

Исключим с помощью уравнивания коэффициентов и сложения 

уравнений одну из переменных, например переменную y: 

2 2 2 16
4 2 7 32,
x y z
x y z
− − − = −⎧
⎨

+ + =⎩
   2x + 5z = 16, т. е. x = 8 – 5 .

2
z  

По условию x, y и z — целые числа. В качестве значения z можно взять 

только число 2. Если z = 2, то x = 3. Подставив x = 3 и z = 2 в уравнение  

x + y + z = 8, найдём, что y = 3. 

 

4.7. Задачи на координатной плоскости 
Методический комментарий 

Основное назначение этого пункта состоит в развитии представлений о 

возможности применения алгебраического аппарата к решению задач с 

геометрической тематикой. Новые теоретические сведения здесь не 

сообщаются. Однако рассматриваемые в этом пункте задачи потребуют от 



166 

 

учащихся свободного владения всем спектром теоретических знаний и 

практических умений, которые формировались в ходе изучения данной 

главы. В частности, учащиеся должны: 

— знать геометрический смысл коэффициентов k и l в линейном 

уравнении y = kx + l; 

— знать и уметь применять условие параллельности прямых; 

— знать алгебраическое выражение факта «точка с заданными 

координатами принадлежит (или не принадлежит) графику уравнения»; 

— уметь свободно решать системы линейных уравнений (проблемы 

технического характера не должны отодвигать на задний план идейную 

сторону вопроса); 

— уметь находить координаты точки пересечения прямых, составив и 

решив соответствующую систему.  

Задачи, рассматриваемые в данном пункте, по своей сути превосходят 

уровень обязательных программных требований. И в классах с невысоким 

уровнем подготовки этот пункт вообще можно пропустить. В то же время, 

если возможности детей и учебное время позволяют, то его изучение весьма 

желательно. Заметим, что эти же идеи находят продолжение в учебнике  

для 9 класса, и учащиеся будут уже подготовлены к их восприятию.  

 

Комментарий к упражнениям 
684—686. В качестве образца воспользоваться задачей 1 из учебника.  

687. Сначала надо записать уравнение прямой в виде y = kx + b.  Тогда 

придём к упражнению типа 685 б). В качестве образца можно 

воспользоваться задачей 1 из теоретической части текста.  

688. В качестве образца можно воспользоваться задачей 2 из 

теоретической части текста.  

689. По графику устанавливаем две точки с целыми координатами, через 

которые проходит данная прямая.  
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а) Прямая проходит через точки (0; 1) и (2; 4). 

О т в е т: 3 1
2

y x= +  или 3x – 2y + 2 = 0.  

б) Прямая проходит через точки (–2; 4) и (2; 1). 

О т в е т: 3x + 4y – 10 = 0. 

690. а) Решив систему уравнений 
2 2

4,
x y
x y
+ =⎧

⎨
− =⎩

 найдём координаты точки 

пересечения прямых 2x + y = 2 и x – y = 4: x = 2, y = –2. Подставив найденные 

значения x и y в уравнение x + 2y = 6, верное числовое равенство не получим: 

2 + 2 · (–2) ≠  6. Значит, прямая x + 2y = 6 не проходит через точку 

пересечения прямых 2x + y = 2 и x – y = 4. 

б) Воспользоваться планом, предложенным в пункте а). 

691. Найдём координаты точки пересечения прямой 1 2
2

y x= −  и прямой 

y = –2x – 12: x = –4, y = –4. Затем подставим координаты этой точки в 

уравнение y = kx. Получим, что k = 1. 

692.  Составим уравнение прямой, проходящей через две точки: (–2; –14) 

и (2; 6). Получим y = 5x – 4. Подстановкой убеждаемся, что координаты 

третьей точки удовлетворяют этому уравнению. Следовательно, все три 

точки лежат на одной прямой, а именно прямой y = 5x – 4 (или 5x – y – 4 = 0). 

694. Решив три системы:  

2 2
3
4 16,

y x

y x

⎧ = − +⎪
⎨
⎪ = +⎩

  

2 2
3
6 2,
5

y x

y x

⎧ = − +⎪⎪
⎨
⎪ = +
⎪⎩

  
4 16
6 2,
5

y x

y x

= +⎧
⎪
⎨

= +⎪⎩

 

найдём координаты трёх точек, в которых пересекаются соответствующие 

прямые: A(–3; 4), B(0; 2), C(–5; –4). 

695. Каждое построение следует выполнять на отдельном чертеже. 

Коэффициенты в уравнениях новых прямых определяются из соображений 

симметрии: 
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а) 1 1;
3

y x= +   б) 1 1;
3

y x= −   в) 1 1.
3

y x= − −  

(Последняя прямая параллельна исходной; фактически мы строим 

параллелограмм.) 

При желании в сильном классе замеченные закономерности можно 

записать в буквенном виде. Пусть исходная прямая задаётся уравнением  

y = k1x1 + l1, а симметричная ей прямая — уравнением y = k2x + l2. Тогда 

коэффициенты этих двух уравнений связаны между собой следующим 

образом: 

а) k1 = –k2, l1 = l2; 

б) k1 = –k2, l1 = –l2; 

в) k1 =  k2, l1 = –l2. 

696. Эта задача, как и большинство задач данной рубрики, строится по 

схеме: в ходе практической работы (опыта, эксперимента) подмечается 

закономерность; установленная закономерность формулируется словами и 

записывается в символической форме; новый математический факт 

применяется в ходе решения задач.  

2) Произведение угловых коэффициентов каждой пары прямых равно –1: 

а) 3 · 1 1;
3

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 б) –2 · 1 1.
2
= −  

3) k1 · k2 = –1. 

4) а) Например: y = 4x; y = 4x + 1; y = 4x – 6. 

б) Например: y = –x; y = –x + 3.   

5) а) 2 ;
3

y x=   б) 2 4;
3

y x= −  в) 2 3.
3

y x= +  
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4.8. Геометрическая интерпретация неравенств с 

двумя переменными 

(Для тех, кому интересно) 
Методический комментарий 

В этом пункте излагается красивый материал, который, как правило, 

вызывает интерес у учащихся. Приступая к его рассмотрению, следует 

убедиться, что учащиеся могут свободно строить прямые, заданные своими 

уравнениями (в том числе горизонтальные и вертикальные), а также 

представлять по уравнению положение прямой в координатной плоскости; 

строить графики уравнений y = x2, y = x3, y = |x|, x2 + y2 + y2 = r2 (r > 0). 

Полезно также вспомнить соответствующий материал из курса 7 класса, в 

частности, проверить, умеют ли учащиеся строить множества точек 

координатной плоскости, которые задаются неравенствами типа: x ≥ 3,  

y ≤  –4, x ≥ 0, y ≤  0, –1 ≤  x ≤  2, 0 ≤  y ≤  6.  

Заметим, что достаточное внимание следует уделить примеру 1 из 

объяснительного текста и упражнениям 697 и 698. При этом должны быть 

сформированы базовые умения, без владения которыми невозможно 

выполнение следующих заданий. Систему упражнений учебника можно 

дополнить таким заданием: записать неравенства, которыми задаются 

области, показанные на рисунке 15, а—г.  
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Комментарий к упражнениям 
699. Решения показаны на рисунке 16, а—г. 

 
700. Искомое множество точек показано на рисунке 17. Его можно задать 

следующей системой неравенств:  

0 5
0 5
3 16

2 12.

x
y

x y
x y

≤ ≤⎧
⎪ ≤ ≤⎪
⎨

+ ≤⎪
⎪ + ≤⎩
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701. а) Круг с центром в начале координат и радиусом,  

равным 1. 

б) Часть плоскости, расположенная вне круга с центром в начале 

координат и радиусом, равным 3.  

в) Кольцо, ограниченное двумя концентрическими окружностями с 

центрами в начале координат и радиусами, равными 1 и 3.  

702. Множества, изображённые на рисунках 4.40—4.43 учебника, могут 

быть заданы следующими системами:  

2

4,
y x
y

⎧ ≥
⎨ ≤⎩

   
2
2

0,

y x
y x
y

≤ +⎧⎪
≤ − +⎨

⎪ ≥⎩

  
2

2 ,
y x
y x

⎧ ≥
⎨ ≤⎩

  
2 2 4
| | 1.
x y
x

⎧ + ≤
⎨ ≥⎩

 

 

Дополнительные задания 

Комментарий к упражнениям 
707. Используем условие равенства произведения нулю. Каждый  

график — объединение двух прямых.  

710. а) Предположим, можно. Пусть требуется x двухрублёвых и y 

пятирублёвых монет. Имеем уравнение 2x + 5y = 35, т. е. y = 7 – 2 .
5
x  Далее 
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решаем уравнение в натуральных числах. Заметим, что нужно брать значения 

x, кратные 5. Подходят x = 5; 10; 15. 

715. а) Пусть x лет — возраст сестры, y лет — возраст брата. Тогда через 

год возраст каждого из них будет соответственно равен  

x + 1 и y + 1 годам. Имеем систему  

{ 4
1 3( 1).

x y
x y
− =
+ = +

 

б) Пусть сестре x лет, а брату y лет. Тогда 8 лет назад сестре было (x – 8) 

лет, а брату (y – 8) лет. Имеем систему 

3
4

2( 8) 8.

x y

x y

⎧⎪ =
⎨
⎪ − = −⎩

 

717. а) Пусть нужно съесть x порций мяса и y порций хлеба. Используя 

данные, представленные в таблице, получаем систему:  

{16 2 26
11 17,5.
x y
x y
+ =
+ =

 

Отсюда x = 1,5 и y = 1, т. е. нужно съесть 1,5 порции мяса и одну порцию 

хлеба. 

720. Если x, y, z соответственно вместимость первого, второго и третьего 

сосудов (в литрах), то имеем систему  

3
5

1
2

80,

x y z

x y z
x y z

⎧ = +⎪
⎪⎪

= +⎨
⎪ + + =⎪
⎪⎩

  или  
5 5 3 0
2 2 0

80.

x y z
x y z
x y z

− − =⎧
⎪

− − =⎨
⎪ + + =⎩

 

Решим второе уравнение относительно y, получим y = 2x – 2z. Подставив 

выражение для y в первое и третье уравнения, получим  

{ 5 7 0
3 80.
x z
x z
− + =
− =

 

Отсюда x = 35, z = 25, тогда y = 20. 
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721. Изобразим схематично железнодорожную ветку (рис. 18). 

 

 
Будем последовательно, предложение за предложением, переводить 

условие задачи на алгебраический язык. Получим систему:  

70
2
1,5
2
4 .

a b c d e
a b
d b
b c
c d e

+ + + + =⎧
⎪ =
⎪

=⎨
⎪ + =
⎪ + =⎩

 

Выразив c и e через b, получим систему:  

70
2
1,5
1,5 2

1,5 2 1,5 4 .

a b c d e
a b
d b
c b
b b e

+ + + + =⎧
⎪ =
⎪

=⎨
⎪ = +
⎪ + + =⎩

 

Отсюда  

2b + b + 1,5b + 2 + 1,5b + 0,75b + 0,5 = 70; 

6,75b = 67,5; b = 10. 

Таким образом, b = 10 и a = 20. Расстояние от Абрамцево до Виноградово 

равно a + b, т. е. 30 км. 

 

Глава 5. Функции (14 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 

Пункт 

учебника 

Число 

уроков 

Дидактические 

материалы 

Рабочая 

тетрадь 

5.1. Чтение графиков 

5.2. Что такое функция 

3 О-30, П-43 

О-31, П-44 

200—203 
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5.3. График функции 

5.4. Свойства функций 

4 О-32, П-45 

О-33, П-46 

204—207 

208—213 

5.5. Линейная функция 

5.6. Функция ky
x

=  и 

её график 

5 О-34, П-47 
 

О-35, «Проверь себя», 

П-48 

214—221 
 

222—225 

Обзор и контроль 2   

 

Основная цель: познакомить учащихся с понятием функции, расширить 

математический язык введением функциональной терминологии и 

символики; рассмотреть свойства и графики конкретных числовых функций: 

линейной функции и функции ky
x

= ; показать значимость функционального 

аппарата для моделирования реальных ситуаций, научить в несложных 

случаях применять полученные знания для решения прикладных и 

практических задач. 

Обзор главы. Глава посвящена введению понятия функции, 

формированию представлений о свойствах функций, а также изучению 

линейной функции и функции ky
x

= . Изучение предыдущего материала 

курса подготовило учащихся к введению понятия функции — школьники 

изучали различные зависимости между величинами, в том числе прямую и 

обратную пропорциональности, они много работали с формулами, с 

графиками реальных зависимостей и с графиками уравнений. Вся эта 

подготовка активно используется при изложении материала главы.  

Необходимо иметь в виду, что акцент при изучении главы делается не 

столько на определение понятия функции и связанных с ним понятий, 

сколько на введение нового языка, на овладение учащимися новой 

терминологией и символикой. При этом новый язык постоянно 
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сопоставляется с уже освоенным — внимание обращается на умение 

переформулировать задачу или вопрос, перевести его с языка графиков на 

язык функций или уравнений и пр. Так, в ходе изучения материала учащиеся 

учатся понимать эквивалентность таких формулировок, как: «найдите нули 

функции y = f (x)», «определите, в каких точках график функции f (x) 

пересекает ось x», «найдите корни уравнения f(x) = 0». 

Особенностью изложения материала является его явно выраженная 

прикладная направленность: много внимания уделяется графикам реальных 

зависимостей, большое место занимают практические работы, вопросы и 

задачи прикладного и практического характера. Учащиеся получают 

некоторое представление о скорости роста или убывания функции, при 

изучении линейной функции явно формулируется мысль о том, что линейной 

функцией описываются процессы, протекающие с постоянной скоростью, 

вводится идея линейной аппроксимации. В ходе решения задач учащиеся 

моделируют с помощью изучаемых функций самые разнообразные реальные 

ситуации.  

Основные виды деятельности. Вычислять значения функций, заданных 

формулами (при необходимости использовать калькулятор); составлять 

таблицы значений функций. 

Строить по точкам графики функций. Описывать свойства функции на 

основе её графического представления. 

Моделировать реальные зависимости формулами и графиками. Читать 

графики реальных зависимостей. 

Использовать функциональную символику для записи разнообразных 

фактов, связанных с рассматриваемыми функциями, обогащая опыт 

выполнения знаково-символических действий. Строить речевые конструкции 

с использованием функциональной терминологии. 
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Использовать компьютерные программы для построения графиков 

функций, для исследования положения на координатной плоскости графиков 

функций в зависимости от значений коэффициентов, входящих в формулу. 

Распознавать виды изучаемых функций. Показывать схематически 

расположение на координатной плоскости графиков функций вида y = kx,  

y = kx + b, y = k
x

 в зависимости от значений коэффициентов, входящих в 

формулы. 

Строить графики изучаемых функций; описывать их свойства. 

Комментарий к использованию ЭИ. Основные цели работы с 

компьютером — усиление роли наглядности и эмпирических подходов при 

изучении функциональных понятий; развитие образного мышления; 

формирование обобщённых функционально-графических представлений. 

Данная тема предусматривает использование компьютера как при 

знакомстве с общими функциональными понятиями, такими, как график 

функции, свойства функции, преобразование графиков (пп. 4.1, 4.5), так и 

при изучении конкретных классов функций — линейной, обратной 

пропорциональности, квадратичной (пп. 4.2, 4.3, 4.4, 4.6). Понятно, что 

учитель может по-разному использовать предлагаемый материал, меняя 

последовательности вопросов  и встраивая его в учебный процесс с учётом 

особенностей изложения материала в учебнике, по которому ведётся 

преподавание. Что касается конкретных заданий, предлагаемых для решения 

в данной теме, то их основное назначение — продемонстрировать некоторые 

типичные  учебные ситуации, в которых целесообразно использование 

компьютера. 

Выполнению заданий п. 4.1 «График функции и её свойства», 

естественно, должно предшествовать знакомство по учебнику с некоторыми 

первоначальными сведениями о функциях, основной терминологией, 

формирование умений работать с формулой, задающей функцию. Основной 
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акцент, конечно же, должен быть сделан на понятие «график функции», на 

обучение находить с помощью графика значения y по заданному значению x 

и решать обратную задачу.  

После этого целесообразно подключение компьютера. На первом уроке 

учащиеся должны научиться получать на экране график нужной функции. 

Следует помнить, что при вызове на экран графика функции того или иного 

вида всегда появляется изображение для единичных значений 

коэффициентов. Чтобы получить нужный график, следует ввести 

соответствующие значения коэффициентов. 

Учитель может предлагать для построения графиков разные формулы, 

например: y = 3x – 2,  y = 2x2 – 4x + 1,  y = x3 – 4x, y = x4 – 5x2 + 6,  y = 
6
x

.  

При этом должны использоваться разные цвета. Одновременно с 

формированием умения получать на экране нужный график полезно 

проводить некоторые коллективные наблюдения. Учащиеся видят, что 

графики весьма разнообразны; одни линии непрерывны, другие — разрывны. 

Можно подмечать характерные особенности графиков и описывать их 

естественным языком, без подключения функциональной терминологии. 

Например: «График сначала идёт вверх, а затем опускается вниз»; «График 

два раза пересекает ось x; график целиком расположен выше оси x»  

и т. д. Можно также предлагать находить координаты каких-либо 

характерных точек графика. 

После такой подготовительной работы можно перейти к выполнению 

заданий п. 4.1. Здесь уже активно используется функциональный язык, с 

которым учащиеся должны были познакомиться при работе с учебником. В 

зависимости от методики, принятой в том или ином учебнике, эти 

упражнения могут быть выполнены полностью на первом же этапе или 

распределённо, по мере появления тех или иных понятий. 
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Пункты 4.2, 4.3, 4.4, 4.6 посвящены изучению конкретных видов 

функций: линейной, функций вида y = k
x

, y = ax2,  y = ax2 + bx + c. 

Рекомендуется каждый раз использовать компьютер для получения общих 

представлений о графике, о его расположении в координатной плоскости. 

Учащиеся на основе наблюдений могут сделать и некоторые выводы, 

которые потом можно будет обосновать. Например: график функции y = k
x

 

состоит из двух частей; при k > 0 он располагается в I и III координатных 

углах и т. д. 

Пункт 4.5 посвящён рассмотрению сдвигов параболы y = ax2 вдоль 

координатных осей. Однако целесообразно по ходу занятий использовать 

этот материал для формирования обобщённых представлений, рассматривая 

сдвиги графиков и других функций (программа даёт такую возможность). 

 

Учебник ЭИ 

Глава Пункт Раздел Тема Пункт 

5. Функции 5.3. График 

функции 

Алгебра,    

7—9 

4. Функции 4.1. График функции 

и её свойства 

5.5. Линейная 

функция 

4.2. Линейная 

функция и её график 

 
5.6. Функция 

ky
x

=  и её 

график 

4.3. Функция ky
x

=  

и её график 
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5.1. Чтение графиков 
Методический комментарий 

График является для учащихся опорным образом при усвоении 

значительного числа функциональных понятий (таких, например, как 

свойства функций). Поэтому цель данного пункта состоит в том, чтобы дать 

учащимся возможность активно поработать с содержательными графиками и 

в ходе их анализа фактически разобрать все свойства и характеристики 

функций, которые будут изучаться в следующих пунктах. Тогда 

впоследствии при возникновении затруднений всегда можно будет мысленно 

обратиться к какому-нибудь знакомому и понятному графику (например, 

графику температуры) и с его помощью преодолеть возникшую трудность.  

Надо отметить, что с графиками реальных процессов учащиеся уже 

работали в 7 классе (глава 5, п. 5.5). Поэтому материал в какой-то степени им 

известен. Однако здесь учащиеся познакомятся с некоторыми новыми 

графическими характеристиками — сравнением скоростей, с которыми 

протекают процессы, и вычислением этих скоростей, определением 

максимальных и минимальных значений. Больше времени уделено 

самостоятельному построению графиков с использованием таблиц значений 

величин, с использованием данных, снятых с другого графика, а также по 

описанию процесса.  

В объяснительном тексте разбирается три примера. Первый — график 

роста ребёнка — позволяет повторить известный из курса 7 класса материал 

и продемонстрировать учащимся, как на графике отражается изменение 

скорости роста. Разбирая этот пример, следует внимательно рассмотреть 

график и обратить внимание на его особенность: разные масштабы по осям 

координат. Вопрос о скорости роста в разные периоды времени, 

обсуждаемый в тексте, следует разобрать детально, так как к этому примеру 

учащиеся обратятся вновь при изучении линейной функции.  
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Два других примера демонстрируют возможность представления на 

одном чертеже сразу нескольких графиков: первый — графиков изменения 

веса двух детей, второй — графиков бега трёх спортсменов. Рассматривая 

эти графики, учащиеся учатся сопоставлять различные характеристики 

изображаемых процессов, извлекать из графиков самую разнообразную 

информацию, причём не только количественную. 

В результате изучения материала пункта учащиеся должны уметь: 

— находить с помощью графика значение одной из рассматриваемых 

величин по значению другой; 

— описывать характер изменения одной величины в зависимости от 

другой (растёт, убывает, остаётся постоянной, растёт быстрее, медленнее  

и т. д.); 

— строить график зависимости, если она задана таблицей. 

Предлагаемый в пункте материал может быть распределён между двумя 

уроками по-разному, например, так: на первом уроке разобрать пример 1 из 

текста и рассмотреть упражнения из раздела А (часть из них — в классе, а 

часть — дома), на втором уроке сосредоточить внимание на примерах 2 и 3 

(два графика на одном чертеже) и на соответствующих упражнениях  

733—736. 

При выполнении отдельных упражнений (по выбору учителя) полезно 

предлагать учащимся самим придумывать вопросы по графикам или же 

рассказывать, какую дополнительную информацию можно считать с этого 

графика.  

 

Комментарий к упражнениям 
726. Обратите внимание учащихся на то, что в действительности этот 

график не должен представлять собой ломаную, он должен состоять из 

отдельных точек. Однако на практике при представлении такого рода 
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информации отдельные точки часто соединяют отрезками, чтобы наиболее 

ярко представить характер изменения описываемого процесса.  

д) Можно дополнительно предложить вычислить среднюю скорость 

роста Тани в указанные периоды времени. 

728. Предложите учащимся, прежде чем строить график, внимательно 

рассмотреть данные таблицы, чтобы решить, какой выбрать масштаб, в 

каком направлении — вертикальном или горизонтальном — потребуется 

больше места. В результате они придут к выводу, что для графика следует 

отвести отдельную страницу тетради, повернув её в альбомном варианте.  

729. Все задания этого пункта дают хорошие возможности для того, 

чтобы учащиеся говорили, развивали умение чётко излагать свои мысли. В 

этом упражнении при выполнении первого задания полезно попросить 

ученика объяснить, почему он считает, что, например, на указанном им 

графике изображён процесс наполнения бака водой, а не вытекания воды из 

бака. Ответы разных учеников могут различаться. Например: «На первом 

графике представлен процесс вытекания воды из бака, так как в начальный 

момент времени в баке содержалось 50 л воды, а в конечный — 0 л, т. е. воды 

не осталось» или «На первом графике представлен процесс вытекания воды 

из бака, так как в течение всего периода времени количество воды в баке 

уменьшалось». 

730. Дополнительное задание: придумайте и опишите ситуацию, которая 

может изображаться каждым из двух остальных графиков.  

735. Пусть учащиеся, прежде чем отвечать на поставленные вопросы, 

рассмотрят графики. Спросите их, что означает каждое звено изображённых 

на рисунке ломаных (отрезок ломаной описывает движение спортсмена на 

50-метровке). Можно предложить аккуратно карандашом обозначить 

вершины ломаных буквами — это поможет не запутаться при ответе на 

вопросы. 



182 

 

Дополнительно можно спросить: за сколько метров от финиша Пётр 

обогнал Олега; за сколько секунд каждый спортсмен проплыл половину 

дистанции; на сколько секунд быстрее Олег проплыл первую 50-метровку и 

т. д. Полезно предложить учащимся самим придумать вопросы по графику. 

Выполнение задания 2 можно обыграть в форме соревнования 

комментаторов спортивного состязания.  

736. Прежде чем строить новый график, целесообразно, используя 

первый график, составить таблицу значений новой зависимости.  

1) Чтобы найти среднюю скорость спортсмена на первой 100-метровке, 

надо это расстояние разделить на время, за которое спортсмен проплыл его. 

По графику находим, что Олег проплыл 100 м за 60 с, или за 1 мин. Значит, 

его средняя скорость 100 м/мин. Пётр проплыл 100 м за 80 с, или за 
4
3

 мин, 

значит, его скорость равна 75 м/мин. 

Средняя скорость Олега на всей дистанции равна 80 м/мин, а Петра — 

примерно 86 м/мин.  

Полезно предложить учащимся выразить скорости пловцов в километрах 

в час.  

2) На рисунке 5.13 в учебнике первые три точки пересечения графиков 

означают встречу спортсменов на дорожке, когда они плывут в 

противоположных направлениях, а последняя — это точка, в которой Пётр 

обогнал Олега. На построенном графике одна точка пересечения — точка, 

когда Пётр обогнал Олега на последнем этапе.  

 

5.2. Что такое функция 
Методический комментарий 

Пункт посвящён введению понятия функции, а также связанных с ним 

понятий: зависимая и независимая переменные, аргумент, область 

определения функции. Вводится также функциональная символика: y = f (x), 
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рассматриваются различные способы задания функции — график, формула, 

таблица. 

Функция здесь трактуется как зависимая переменная, значения которой 

однозначно определяются значениями другой. Однако необходимо иметь в 

виду, что целью является не столько введение строгого определения понятия 

функции, сколько описание и ознакомление учащихся с различными 

ситуациями, в которых употребляется термин «функция», введение нового 

словаря и обучение применению этого словаря. В тексте специально 

подчёркивается многозначность слова «функция» и широкий диапазон его 

применения в математике — для обозначения и независимой переменной, и 

самой зависимости, и правила, по которому устанавливается зависимость 

между переменными. Поэтому при проверке знаний не следует задавать 

учащимся вопрос: «Что называется функцией?» Нужно лишь следить за тем, 

чтобы они активно употребляли все введённые здесь термины в правильном 

контексте, и это можно делать в ходе решения упражнений и задач из 

данного и последующих пунктов.  

Особенностью принятого подхода является также его ярко выраженный 

прикладной характер — понятие функции рассматривается как 

математическая модель для описания и изучения всего разнообразия 

реальных зависимостей. Это достигается в первую очередь тем, что само 

понятие функции вводится и иллюстрируется на основе рассмотрения 

примеров зависимостей, взятых из реальной действительности: графики 

реальных процессов; формула перевода значения температуры, измеренной 

по шкале Цельсия, в значение по шкале Фаренгейта; зависимость 

растворимости соли в воде от температуры воды; площадь квадрата как 

функция длины его стороны; путь при равномерном движении как функция 

времени движения и др. Внимание учащихся обращается на некоторые 

различия в применении символики в математике и в физике, обсуждается 

вопрос о сужении области определения в практических задачах — 
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физических, геометрических и т. д. Всё это создаёт определённый 

прикладной акцент. И хотя при этом слова «математическая модель» явно не 

употребляются, однако существо дела не меняется.  

Отводимые на изучение пункта два урока можно распределить 

следующим образом. На первом уроке в форме фронтальной беседы 

разобрать теоретический материал, который можно разбить на два или три 

фрагмента, подкрепляемые решением упражнений. Так, первый фрагмент — 

это введение терминов «независимая переменная» и «зависимая 

переменная». Здесь можно вернуть учащихся к каким-либо из рассмотренных 

в предыдущем пункте графиков реальных зависимостей и предложить им 

указать,  какая переменная является независимой, а какая — зависимой. 

Второй фрагмент — это примеры 1 и 2, а также собственно введение понятия 

функции. Его можно завершить рассмотрением упражнений 737, 738 и 

каким-нибудь из заданий 740. И последний фрагмент урока — введение 

символики и понятия области определения функции. При рассмотрении 

примера 3 можно предложить учащимся дополнительно найти несколько 

значений функции: f (3),  f (–3), f (–10) и, наконец, f (–1). Последний пример 

даст возможность перейти к разговору об области определения функции, 

заданной формулой.  

Второй урок можно посвятить решению задач и упражнений, в ходе него 

ещё раз будет повторено всё, что было рассмотрено на предыдущем уроке.  

В классе с невысоким уровнем подготовки можно ограничиться 

выполнением упражнений из раздела А и упражнений 748 и 751 из раздела Б. 

В результате изучения пункта учащиеся должны:  

— понимать и правильно употреблять термины: функция, аргумент, 

область определения функции;  

— записывать функциональные соотношения с использованием 

символического языка: f (x) = x2 – 2, y  = f (x), f (3) = 20 и т. д.; 
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— в несложных случаях выражать формулой зависимость между 

величинами; 

— находить по формуле значение функции, соответствующее данному 

аргументу, и аргумент, которому соответствует данное значение функции.  

 

Комментарий к упражнениям 
737—739. Эти упражнения — на задание формулой функций, 

описывающих самые разнообразные реальные ситуации. Обратите внимание 

учащихся на то, что это не новая для них работа: они уже много раз задавали 

зависимости с помощью формул. В ходе выполнения указанной группы 

упражнений учащиеся овладевают новыми понятиями и осваивают 

введённую терминологию.  

738. а) О т в е т: y = 100 – 3x. Область определения функции: x — целое 

число и 0 ≤ x ≤ 33. 

б) О т в е т: c = 5 – 0,5n. Область определения функции: n — целое число 

и 0 ≤ n ≤ 10. 

739. а) Каждая из n вершин соединяется диагональю со всеми 

остальными вершинами многоугольника, кроме двух соседних, т. е. n – 3 

вершинами. Умножив n на n – 3, получим удвоенное число диагоналей 

многоугольника (так как каждая диагональ при таком способе подсчёта 

посчитана дважды). Чтобы получить число диагоналей многоугольника, надо 

это произведение разделить на 2. Получаем формулу, выражающую число 

диагоналей многоугольника через число его сторон: ( 3) .
2

n np −
=   

Область определения функции: n — натуральное число, n ≥ 4. 

В этом и следующем упражнении учащиеся переводят результат с 

формального языка на содержательный. Такого рода задания важны для того, 

чтобы учащиеся усваивали материал не формально, видели в формуле 

содержательный смысл. Комментарий учащихся может быть разным, 
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например: «Если в многоугольнике 14 диагоналей, то у него 7 сторон», «В 

семиугольнике 14 диагоналей».  

б) О т в е т: ( 1) .
2

m mr −
=  Область определения функции: m — 

натуральное число, m ≥  2. 

741. Полезно предлагать учащимся в ходе заполнения таблицы объяснять 

свои действия, используя функциональную терминологию. Эти объяснения 

могут выглядеть, например, так: 

«Найдём значение функции при значении аргумента, равном –3. Оно 

равно 28»; 

«Найдём значение аргумента, при котором значение функции равно 9: 

9 = 1 – x3, x3 = –8, x = –2». 

742—745. Упражнения направлены на усвоение функциональной 

символики. Необходимо обратить внимание на первое из них — упражнение 

742. При его выполнении учащимся придётся применять символические 

записи не формально, а по смыслу, переводить на символический язык 

содержательные утверждения о функциях, иными словами, усваивая 

введённые символы, школьники учатся применять различные 

математические языки для выражения одной и той же мысли. 

742. а) f (10), f (0), f (–8); f (10) = 104, f (0) = 4, f (–8) = 68. 

б) f (5) = 29; это утверждение верно.  

в) f (–2) = f (2); это утверждение верно.  

743. а) f (–1) = 6; б) f 1 1;
4

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 в) f (–0,1) = 15; г) f (2) = 4,5. 

744. а) f (–5) = 8,5, f (4) = 4, значит, f (–5) > f (4). 

б) f (1) = f (–1). Ответ на вопрос можно получить непосредственным  

вычислением, а можно с помощью рассуждений.  

в) f ( )8  = 0,  f ( )10−  = 1,  f ( )8  < f ( )10− . 

746. а) x = –6; б) x = –7; в) x = 12; г) x = 0,1. 
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747. В каждом случае область определения функции следует находить 

путём рассуждений. Никаких выводов и обобщающих формулировок делать 

не следует.  

Упражнения 748—750 из раздела Б дублируют упражнения 744, 745 из 

раздела А. Они также направлены на отработку умения понимать и 

применять функциональную символику, но в более сложных ситуациях. 

Выполнять их можно непосредственно после выполнения упражнений  

744, 745.  

748. Основная трудность для учащихся — определить, в какую формулу 

подставлять заданные значения аргумента. Поэтому полезно сначала 

предложить им назвать несколько значений x, для которых значение функции 

находится по формуле y = x2 – 1, и найти значение функции для какого-

нибудь из названных значений x. Затем пусть учащиеся назовут несколько 

значений x, для которых значение функции равно 5.  

Упражнение следует выполнять достаточно подробно — для каждого из 

данных чисел последовательно определять, к какому из промежутков 

принадлежит это число и по какой формуле надо вести вычисления:  

–3 ≤  0, следовательно, f (–3) = 5; 

–2 ≤  0, следовательно, f (–2) = 5;  

0 ≤  0, следовательно, f (0) = 5; 

5 > 0, следовательно, f (5) = 52 – 1 = 24. 

749. Задание аналогично предыдущему, но в вычислительном отношении 

труднее. Полезно вести подробную запись:  

а) 3< 3; f ( 3) = 6 – ( 3 )2 = 3; 

7  < 3, f ( 7 ) = 6 – ( 7 )2 = –1; 

10 > 3,  f ( 10 ) = ( 10 )2 – 6 = 4. 

б) 2 – 3  < 3, f (2 – 3 ) = 6 – (2 – 3 )2 = 6 – (7 – 4 3 ) =  

= 4 3  – 1; 
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21 1 23, 5 ;

33 3
f ⎛ ⎞

< =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 3  ≥ 3,  f(2 3 ) = (2 3)2 – 6 = 6. 

750. Это задание на выполнение буквенных подстановок в формулы. 

Пусть в каждом случае учащиеся проговорят, что должно быть подставлено в 

формулу вместо буквы x. При подстановке –a и a + 1 целесообразно не 

сворачивать действия, а вести выкладки подробно. 

753. Это упражнение согласуется с заданием 747 из раздела А. Их можно 

выполнять непосредственно друг за другом.  

В каждом случае предложите учащимся сопоставить области 

определения заданных функций и указать, чем они отличаются друг от друга.  

а) Область определения первой функции — множество всех 

неотрицательных чисел, второй функции — множество всех положительных 

чисел.  

б) Первая функция не определена при |x – 2| = 0. Это равенство 

выполняется при x – 2 = 0, т. е. при x = 2. Область определения функции — 

множество всех чисел, кроме числа 2. Запись ответа может быть и такой:  

x ≠ 2. 

Вторая функция не определена при |x| – 2 = 0. Это равенство выполняется 

при |x| = 2, т. е. x = 2 или x = –2. Ответ можно записать и так: x ≠ 2, x ≠ –2. 

754, 755. Это задания на понимание символических записей, на их 

раскодирование. В последних пунктах каждого из этих упражнений 

учащиеся фактически имеют дело со сложной функцией. Однако здесь, 

конечно, это понятие не вводится. Чтобы понять смысл такой записи, как 

o(m(x)) или f(g(100)), надо просто внимательно её прочитать.  

754. 2) а) o(m(x)) — это отец матери человека x, т. е. его дедушка; 

m (о(x)) — это мать отца человека x, т. е. его бабушка; 

m (m(x)) — это мать матери человека x, т. е. другая его бабушка; 

o(о(x)) — это отец отца человека x, т. е. другой его дедушка.  
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755. в) запись f(g(100)) можно прочитать следующим образом: значение 

функции f при значении аргумента, равном g(100). Отсюда ясно, как найти 

значение данного выражения: g(100) = 100  = 10, f(10) = 10 – 3 = 7; 

г) g(f(19)) — значение функции g при значении аргумента, равном f(19): 

f(19) = 19 – 3 = 16, g(16) = 16 = 4. 

 

5.3. График функции 
Методический комментарий 

С графиком функции учащиеся уже фактически знакомы: они много 

работали с графиками зависимостей, являющихся функциями, понятие 

функции вводилось с опорой на график. Поэтому достаточно связать 

графические представления с функциональной терминологией: абсцисса 

каждой точки, принадлежащей графику функции, — это значение аргумента 

функции, а её ордината — это соответствующее значение функции.  

Теоретический материал пункта делится на два логических фрагмента. 

Первый — это введение новых обозначений для числовых промежутков, 

которые уже рассматривались в 7 классе и задавались с помощью неравенств: 

отрезок, интервал, луч (замкнутый и открытый). С этого момента учащиеся 

могут пользоваться любым из обозначений. Например, множество чисел, 

больших 2, можно обозначать двумя способами: x > 2 и (2; +∞ ). 

Закреплению введённых обозначений посвящено упражнение 756. 

Второй фрагмент — это собственно материал, связанный с графиками 

функций. Рассматриваемые в пункте две задачи являются центральными на 

данном этапе изучения материала. Первая — это нахождение с помощью 

графика значения функции по заданному значению аргумента, и значений 

аргумента, которым соответствует данное значение функции. Вторая — это 

построение графиков функций по точкам.  
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Пример, рассматриваемый в заключение, помогает разъяснить, что не 

всякое уравнение или график задают функцию. Этот пример носит 

иллюстративный характер, и спрашивать всех учащихся, задаёт ли тот или 

иной график функцию, необязательно.  

В ходе выполнения упражнений школьники учатся находить с помощью 

графиков значение y по заданному значению x и значения x, 

соответствующие заданному значению y (упражнения 757—759); строить 

графики функций, заданных таблично или с помощью формул упражнения 

759—763, 771, 772); определять путём вычислений принадлежность точки 

графику (упражнение 764); вычислять координаты точек пересечения 

графика с осями координат (упражнения 765—767). Важно обратить 

внимание на то, чтобы учащиеся описывали графическую ситуацию 

различными способами, учились соотносить геометрическую и 

алгебраическую модели функций, свободно переходить с языка графиков на 

язык формул и наоборот. Для этого в пункте есть специальные упражнения 

(упражнения 767—768, 773—775), а кроме того, и при выполнении других 

упражнений следует поощрять использование различных эквивалентных 

формулировок для описания одной и той же ситуации. Например: «график 

функции y = f (x) пересекает ось x в точках –1 и 2», «уравнение  f (x) = 0 имеет 

корни –1 и 2», «функция y = f (x) принимает значение, равное 0, при x = –1 и  

x = 2». 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно ограничиться 

упражнениями 756—763, 765, 766 из раздела А. 

 

Комментарий к упражнениям 
757—758. Упражнения посвящены чтению графиков функций. Во втором 

из них ставятся те же вопросы, что и в первом, только закодированные с 

помощью символики. Дополнительно можно, например, спросить:  
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1) Сколько точек пересечения с осью x имеет график? Каково значение y 

в этих точках?  

2) Сколько точек пересечения с осью y имеет график? Каково значение x 

в этой точке? 

3) Сравните f (1) и f (2). 

4) Каков знак функции, если значение аргумента равно –1; 1; 2; …? 

5) Назовите координаты какой-нибудь точки графика, у которой значения 

аргумента и функции положительны; значение аргумента положительно, а 

значение функции отрицательно и т. д. 

759, 761. Упражнения полезны для формирования умения читать график, 

а именно находить по графику соответствующие значения аргумента и 

функции, а также строить график функции по таблице её значений. Прежде 

чем строить графики, целесообразно обсудить, какой масштаб по различным 

осям удобно взять. Например, для первого графика одна  клетка на оси 

абсцисс может соответствовать одной неделе, а на оси ординат — 10 см. 

Следует также обговорить, как удобнее расположить координатные оси, 

чтобы график поместился на странице и был красивым. Целесообразно также 

подсказать учащимся, что отмеченные точки можно соединить отрезками, 

тогда график будет представлять собой ломаную линию, а можно провести 

через них плавную гладкую кривую. Задания достаточно трудоёмки, поэтому 

построение одного из графиков (или даже обоих) можно задать на дом, 

предварительно обсудив отмеченные выше вопросы.  

762. Квадратичная функция ещё не изучалась, и школьники не знают, что 

графиком каждой из данных функций является парабола. Графики строятся 

по точкам. Обратите внимание учащихся на следующее: чем меньше шаг, 

тем точнее изображение графика, поэтому, чтобы аккуратно построить 

график, надо взять достаточно много точек из данного промежутка, например 

рассматривать значения x с шагом 0,1 (или 0,2). Для облегчения вычислений 
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можно воспользоваться калькулятором. Было бы хорошо выполнить это 

задание на миллиметровой бумаге.  

а) Прежде чем составлять таблицу значений функции, полезно обратить 

внимание на то, что отрезок –3 ≤  x ≤  3 симметричен относительно начала 

координат, т. е. вместе с каждым положительным числом в нём содержится 

противоположное ему отрицательное число. Если же в заданную формулу 

подставить противоположные числа, то получится одно и то же значение y. 

Поэтому составление таблицы может быть сокращено. Если сами учащиеся 

не заметят этой особенности, можно навести их на это, предложив найти 

значения функции, например, при x =  1 и x = –1; x = 2 и x = –2. 

764. Как узнать, проходит ли график через данную точку? Надо 

подставить её координаты в формулу, задающую функцию, и если получится 

верное числовое равенство, то точка принадлежит графику, если же нет, то 

не принадлежит. В результате можно сформулировать общий вывод: если 

точка принадлежит графику функции, то её координаты удовлетворяют 

уравнению, задающему функцию, и обратно, если координаты какой-либо 

точки удовлетворяют уравнению функции, то эта точка принадлежит её 

графику.  

765. Здесь полезно предложить учащимся вопрос: «Чему равна ордината 

точки, в которой график пересекает ось x?» Так как она равна 0, то остаётся 

определить, существуют ли такие значения x, при которых функция 

обращается в нуль. Для этого надо подставить вместо y в формулу число 0 и 

решить получившееся уравнение.  

О т в е т: а) пересекает в точках (3; 0) и (–4; 0); б) не пересекает;  

в) пересекает в точках с абсциссами –1,0 и 1; г) не пересекает.  

767, 768. Упражнения направлены на формирование умения применять 

различные языки для выражения одного и того же факта.  

769. При x = 5 функция принимает значение, равное 0; это означает, что 

график функции пересекает ось x в точке (5; 0). 
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При x = 0 функция принимает значение, равное –4; на геометрическом 

языке это выражается следующим образом: график функции пересекает ось y 

в точке (0; –4). 

771. Упражнение достаточно трудное. В зависимости от уровня класса 

учитель может предложить его всем учащимся или же в качестве 

индивидуального задания более сильным учащимся.  

Для выполнения вычислений можно воспользоваться калькулятором. 

Необходимо обратить внимание на то, что при составлении таблицы 

значений функции шаг должен быть достаточно малым — не более 0,5; надо 

взять достаточное количество как положительных, так и отрицательных 

значений x. 

772. а) График, как и предыдущие, строится по точкам.  

б) При построении графика, симметричного данному, можно 

воспользоваться таблицей значений функции, составленной при выполнении 

задания а), только при этом брать значения y с противоположным знаком. 

При одних и тех же значениях аргумента значения функций являются 

противоположными числами, значит, значения новой функции могут быть 

вычислены по формуле y = –x2 – 1. 

Цепочка упражнений 773—775 нацелена на развитие умения соотносить 

алгебраическую и геометрическую модели функции, переходить с языка 

формул на язык графиков и обратно, на формирование умения 

аргументировать и доказывать.  

773. а) Рассуждение может быть, например, таким: «Функция задана 

формулой y = 3x2 + 4. При любом значении x значения выражения 3x2 + 4 

положительны, значит, при всех значениях аргумента функция принимает 

положительные значения. А это означает, что её график целиком расположен 

выше оси x, т. е. в верхней полуплоскости». 

б) Если график пересекает ось x, то ординаты точек пересечения равны 0. 

Выясним, есть ли на графике точки, ординаты которых равны 0. Для этого 
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подставим в формулу значение y, равное 0, и решим  полученное уравнение: 
2 5 0.
5

x
x
+

=
−

 Так как числитель дроби при любом значении x положителен (т. е. 

не обращается в нуль), то нет таких значений x, при которых значение этой 

дроби равно 0. Значит, ни при каких значениях аргумента значения функции 

не равны 0. А это означает, что на графике нет точек, лежащих на оси x, или, 

иначе, график не пересекает ось x. 

в) Все точки оси y имеют координату x, равную 0. Но x = 0 не входит в 

область определения функции 13 ,y
x

= −  и, значит, на её графике нет точки с 

абсциссой 0, или, иначе, этот график не пересекает ось y. 

774. Чтобы соотнести график с соответствующей ему функцией, можно 

использовать разные признаки, и ход решения может быть различным. 

Например, можно опереться на рассуждения, проводившиеся при 

выполнении упражнения 773, а. График 1  целиком расположен ниже оси x. 

Это означает, что при всех значениях аргумента функция принимает 

отрицательные значения. Значит, этому графику может соответствовать одна 

из формул: 2

1
1

y
x

= −
+

 или 2

3
1

y
x

= −
+

 (выражения, стоящие в правых частях, 

принимают отрицательные значения при всех значениях x). Чтобы выбрать 

из них нужную, вычислим ординату точки пересечения соответствующего 

формуле графика с осью y. Получим, что график функции 2

1
1

y
x

= −
+

 

пересекает ось y в точке (0; –1). Значит, графику 1  соответствует именно 

эта формула.  

Графику 2  соответствует формула 2

1
1

y
x

=
+

, графику 3  — формула 

1
3
2 +

=
x

y  и  графику 4  — формула 2

3
1

y
x

= −
+

. 
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Можно начинать решение и с анализа формул. Функция 2

1
1

y
x

=
+

 при 

всех значениях x принимает положительные значения, значит, её график 

целиком расположен в верхней полуплоскости. На рисунке это графики 2  

и 3 . График функции 2

1
1

y
x

=
+

 пересекает ось y в точке (0; 1), 

следовательно, он изображён на рисунке 2 .  

Можно соотнести графики и формулы, вычислив для каждой функции 

координаты точки, в которой её график пересекает ось y. В этом случае уже 

сразу, по первому признаку, для каждой формулы будет выделен график. 

Так, график функции 2

1
1

y
x

=
+

 пересекает ось y в точке (0; 1), и на рисунке 

имеется только один график с таким свойством — график 4 . Однако и при 

таком ходе решения в качестве контроля можно предложить учащимся 

убедиться в том, что график данной функции действительно должен целиком 

располагаться в верхней полуплоскости.  

775. а) Решив уравнение x3 + 3x2 – x – 3 = 0, найдём абсциссы точек 

пересечения графика с осью x. Они равны –3; 1 и –1. Из трёх точек 

пересечения точка А имеет наименьшую абсциссу, а точка B — наибольшую: 

А(–3; 0), В(1; 0). 

Подставив в формулу значение x, равное 0, найдём ординату точки 

пересечения графика с осью y, т. е. точки С. Она равна –3. Значит, С(0; –3).  

б) Вычислим абсциссы точек пересечения графика с осью x, решив 

уравнения x4 – 6x2 + 5 = 0. Они равны: 5 ; – 5 ; 1; –1. Расположим этим 

значение в порядке возрастания: – 5 ; –1; 1; 5 . Тогда первые три из них 

будут соответствовать точкам A, B и C. Значит, A(– 5 ; 0), B(–1; 0), C(1; 0). 

Абсцисса точки D равна 0; ординату её найдём, подставив в формулу 

значение x, равное 0, получим y = 5, т. е. D(0; 5). 
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5.4. Свойства функций 
Методический комментарий 

В пункте вводятся такие свойства и характеристики функций, как 

наибольшее и наименьшее значения, нули функции, промежутки 

знакопостоянства, возрастание и убывание функции на промежутках, 

рассматриваются понятия возрастающей и убывающей функций. Никаких 

определений вводимых понятий не даётся, а смысл их раскрывается наглядно 

с помощью графиков. Формализация свойств функций отнесена к старшим 

классам. Здесь же важно, чтобы учащиеся правильно употребляли новые 

понятия и термины, понимали, как указанные свойства отражаются на 

графике, и умели по графику ответить на вопросы, касающиеся свойств 

функций. 

Заметим, что усвоение свойств функций и, как следствие, выполнение 

заданий на установление свойств функции по её графику традиционно 

вызывает трудности у учащихся. Наиболее часто они путают промежутки 

возрастания или убывания с промежутками, в которых функция принимает 

положительные значения или отрицательные значения; параболу, ветви 

которой направлены вверх (вниз), многие считают графиком возрастающей 

(убывающей) функции. Для предупреждения подобных ошибок необходимо, 

чтобы свойства функций воспринимались учащимися осмысленно, а не 

формально. Этому может послужить сознательная апелляция к 

содержательным графикам, например к графику температуры. Учащимся 

стоит разъяснить, что, как график температуры позволяет легко выяснить 

нужную информацию (когда температура была наибольшей, когда она 

понижалась или повышалась, когда была выше нуля или ниже нуля), так и 

график функции наглядно отражает все её свойства. Тот большой опыт 

работы с графиками реальных зависимостей, который приобрели учащиеся к 
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данному моменту, поможет им перекинуть мостик от содержательных задач, 

связанных с графиками, к графиками произвольных функций. 

Через систему упражнений продолжается формирование умения 

использовать разные языки для интерпретации графиков функций (язык 

функций, язык уравнений и неравенств, геометрический язык). Обратим 

также внимание на то, что в ходе выполнения упражнений естественным 

образом повторяется материал, связанный с решением уравнений — 

линейных, квадратных, уравнений высших степеней (упражнения 780, 781, 

785—788). Повторяется также и построение графиков зависимостей, 

изучавшихся в 7 классе (упражнения 783, 789). 

В классах с невысоким уровнем подготовки можно опустить упражнения 

784, 785, 787—789. 

 

Комментарий к упражнениям 
Упражнения 776—779 направлены на усвоение учащимися свойств 

функций, формирование у них умения описывать свойства функции по её 

графику. К этой группе примыкает упражнение 784 из раздела Б, которое 

можно выполнять непосредственно после упражнения 779. 

776. Если учащиеся будут ошибаться при ответе на вопросы, предложите 

им такой приём (к вопросу 4): «Представьте, что это график температуры. На 

каком участке температура повышалась, понижалась?» 

777. Учащиеся могут ошибочно подумать, что функция, график которой 

изображён на рисунке 5.31, а, имеет наибольшее и наименьшее значения. В 

этом случае можно предложить им найти по графику какое-нибудь значение 

функции, большее 4 и меньшее –2. В отличие от этой функции, функция, 

график которой изображён на рисунке 5.31, б, имеет наименьшее значение, 

оно равно –3. 

При выполнении этого упражнения можно предложить учащимся 

посоревноваться: кто из них сможет указать больше свойств.  
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Упражнения 779—781 направлены на отработку понятия «нули 

функции» — понимания смысла этого понятия, нахождения нулей функций, 

заданных графиком и формулой. К этой же группе примыкают упражнения 

785—787 из раздела Б. 

779. Цель упражнения состоит в усвоении понятия «нули функции», в 

обучении переводу с одного языка на другой, умению выразить одно и то же 

утверждение разными способами. 

Убедиться в справедливости утверждения можно, подставив данные 

числа в формулу. 

Эквивалентные формулировки могут быть, например, такими: 

«График функции f(x) пересекает ось x в точках (–3; 0), (5; 0), (0,5; 0)»; 

«Абсциссы точек пересечения графика функции f(x) с осью x равны –3;  

5; 0,5»; 

«Значение функции равно 0 при значениях x, равных –3; 5; 0,5»; 

«Числа –3; 5; 0,5 являются корнями уравнения 2x3 – 5x2 – 28x + 15 = 0». 

780, 781. Для нахождения нулей функций надо решить соответствующие 

уравнения: в упражнении 780 — это квадратные уравнения, в упражнении 

781 — уравнения, решаемые на основе равенства нулю произведения. К 

данной цепочке заданий примыкает упражнение 785 из раздела Б. Его можно 

выполнять непосредственно за указанными двумя упражнениями. 

782, 783. При выполнении этих упражнений учащиеся работают со всеми 

введёнными в пункте свойствами функций, осваивают весь материал в 

комплексе. Завершают эту цепочку упражнения 788, 789 из раздела Б. 

784. Рисунки учащихся будут различаться, поэтому и ответы на 

предложенный вопрос будут разными. Можно выполнять это задание  

парами — соседи по парте обменяются своими графиками, и каждый из них 

контролирует, правильно ли ответил на вопрос его товарищ. Можно 

дополнить упражнение заданием перечислить все свойства функции, которые 

можно выяснить по предложенному графику. 
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786. Материал, связанный с квадратным трёхчленом, изучался в главе 3, 

однако с графиком квадратного трёхчлена учащиеся будут знакомиться 

только в 9 классе. Здесь же они должны предложить какой-нибудь способ 

соотнесения графика с формулой. Наиболее естественным является такой: 

выяснить, в каких точках графики данных квадратных трёхчленов 

пересекают оси координат. При этом точка пересечения с осью y не даст 

ответа на вопрос, так как во всех трёх случаях она одинакова. Остаются 

точки пересечения с осью x. Для этого нужно найти корни каждого 

квадратного трёхчлена. 

787. Если попытаться использовать нули функций, то можно будет 

отбросить первую из них — функцию f(x). Для остальных трёх найдём точку 

пересечения её графика с осью y. Для этого можно выполнить раскрытие 

скобок и привести выражения, стоящие в правых частях формул, к 

стандартному виду. Работу можно сократить, если заранее заметить, что 

после раскрытия скобок во второй формуле свободный член будет 

отрицательным, и, значит, ордината точки пересечения соответствующего 

графика с осью y также меньше нуля, а на предложенном графике она больше 

нуля. Остаётся выбрать одну из двух оставшихся функций — h(x) и p(x). 

Функция h(x) пересекает ось y в точке (0; 14), а функция p(x) — в точке (0; 7). 

Значит, на рисунке изображён график функции h(x). 

Дополнительное задание: предложите учащимся описать свойства этой 

функции. 

789. Задача достаточно трудная, её целесообразно предложить сильным 

учащимся. 

а) Запишем подробнее условия, задающие функцию, раскрыв знак 

модуля. Для наглядности можно использовать координатную прямую, 

поставив учащимся вопрос: «Где на координатной прямой расположены 

числа, модуль которых равен 1, меньше 1, больше 1?» В результате получим: 

если |x| ≤ 1, то –1 ≤ x ≤ 1; 
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если |x| > 1, то x > 1 или x < –1. 

Теперь перепишем условия, задающие функцию. При этом расположим 

промежутки по порядку — так, как они располагаются слева направо на 

координатной прямой: 

2

1, если 1,
, если 1 1,

1, если 1.

x
y x x

x

< −⎧
⎪

= − ≤ ≤⎨
⎪ >⎩

   

График изображён на рисунке 19. 

 
Обсуждая свойства функции, полезно спросить, сколько раз функция 

принимает своё наименьшее значение и сколько раз наибольшее. 

б) График изображён на рисунке 20. 
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Дополнительное задание: предложите учащимся записать задающие 

функцию условия с использованием знака модуля: 

3

8, если 2,
, если 2,

8, если 2.

x
y x x

x

− < −⎧
⎪

= ≤⎨
⎪ >⎩

 

 

5.5. Линейная функция 
Методический комментарий 

Линейная функция — это первый пример конкретной функции, с которой 

знакомятся учащиеся. Акцент в пункте делается на изучение свойств этой 

функции, при этом большое внимание уделяется прикладным аспектам. Так 

как учащиеся уже умеют строить график зависимости, заданной формулой 

 y = kx + l (глава 4, пп. 4.1, 4.2), то график служит опорой при введении всех 

понятий и свойств. 

Как при изучении теоретического материала, так и в ходе решения 

упражнений (790, 791, 798—802, 804—806) учащиеся рассматривают 

большое число реальных процессов и реальных ситуаций, описываемых 

линейной функцией (в том числе и прямой пропорциональностью). В 

результате они приходят к пониманию того, что величины разной природы 

могут быть связаны между собой зависимостью одного и того же вида. Это 

важно для формирования представлений о математическом моделировании, а 

также о практической значимости математических знаний. В качестве 

проверки усвоения материала полезно предлагать учащимся приводить 

примеры известных им реальных зависимостей, являющихся линейными. 

Свойства линейной функции вводятся в пункте на основе рассмотрения 

конкретных графиков. Так, учащимся уже известно, как располагается в 

координатной плоскости график уравнения y = kx + l в зависимости от знака 

коэффициента k, поэтому, рассматривая графики, они могут сформулировать 
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условия возрастания и убывания линейной функции. В ходе анализа 

графиков (в качестве основы берётся график роста мальчика от рождения до 

12 лет, который уже рассматривался в п. 5.1) учащиеся знакомятся ещё с 

одним важным свойством линейной функции — свойством описывать 

процессы, протекающие с постоянной скоростью. 

Новой для учащихся является идея линейной аппроксимации, которая 

позволяет связать функциональный материал с вопросами статистики. На 

конкретных примерах, с опорой на графики, учащиеся знакомятся с 

зависимостями, которые не являются линейными, но приближённо могут 

быть заданы линейными функциями, что позволяет делать определённые 

прогнозы, получать приближённую числовую информацию. Полученные 

представления закрепляются в ходе решения задач 810, 811. Заметим, что 

этот материал не является обязательным для усвоения всеми учащимися (не 

входит в обязательные результаты обучения) и в классах с невысокой 

математической подготовкой может быть опущен. 

Через систему упражнений учащиеся продолжают овладевать навыками 

построения графиков кусочно-заданных функций (задания 803, 807—809). 

При этом они знакомятся с новой для них ситуацией, когда график имеет 

разрывы. Эти случаи (задания 808, 809) также можно не рассматривать в 

слабых классах. 

В результате изучения материала пункта учащиеся должны уметь: 

— строить график линейной функции; 

— определять, возрастающей или убывающей является линейная 

функция; 

— находить с помощью графика промежутки знакопостоянства. 

В несложных случаях они должны моделировать реальную ситуацию, 

описываемую линейной функцией (записывать соответствующую формулу, 

строить график этой зависимости, учитывая особенности области её 

определения), интерпретировать графики реальных процессов, состоящие из 
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отрезков, в том числе определять, на каком участке процесс протекал 

быстрее или медленнее. 

 

Комментарий к упражнениям 
790. Упражнение на отработку понятия линейной функции. Это ещё один 

пример из множества разнообразных зависимостей, которые описываются 

этим видом функции. 

Область определения функции в данном случае ограничена условиями 

задачи — это натуральные числа, большие или равные 3. 

Функция является возрастающей. Обосновать этот ответ можно 

формально со ссылкой на условие возрастания или убывания линейной 

функции, приведённое в тексте учебника, а можно и содержательно — сумма 

углов выпуклого многоугольника увеличивается с ростом числа его сторон. 

В ходе ответа на последний вопрос полезно, чтобы учащиеся называли 

многоугольник, о котором идёт речь. 

791. Трудность будет состоять в том, чтобы распознать, какое из чисел в 

составленной формуле играет роль коэффициента k, а какое — коэффициента 

l. При необходимости формулу можно переписать в стандартном виде:  

y = –25x + 1000. 

Точно так же, как и в предыдущей задаче, обосновать, что функция 

является убывающей, можно с формальной точки зрения и с содержательной. 

793. О т в е т: 

 

x –2,5 –1 0 1,5 18 10 

f(x) 8 3,5 0,5 –4 –23,5 –29,5 

 

796. Целесообразно попросить учащихся обосновать свой ответ. 

Обоснования могут быть различными, поэтому, выслушав одно из них, 



204 

 

можно предложить объяснить ответ по-другому, используя какие-либо иные 

факты. 

797. Чтобы предотвратить затруднения при ответе на вопрос, полезно 

спросить учащихся, как расположен график функции f(x) по отношению к 

графику g(x), если f(x) > g(x), f(x) < g(x). Или: как условие f(x) > g(x) выразить 

на языке графиков? Если построенные прямые будут разного цвета, то 

увидеть ответ будет легче. 

Упражнения 798—802 связаны со скоростью роста или убывания 

линейной функции. Они помещены в разделе А, но допускают 

дифференцированную работу с ними. Следует стремиться к тому, чтобы все 

учащиеся могли по графику увидеть, какая из прямых (отрезков) 

поднимается или опускается более круто. А более сильные учащиеся смогут 

связать это с коэффициентом k: чем больше по модулю значение k, тем круче 

прямая, а значит, больше скорость соответствующего процесса. 

798. а) 1-й способ. y = 5x + 10. 

2-й способ. y = 2x + 10. 

Очевидно, что при первом способе накопления денег сумма будет 

увеличиваться быстрее. Выяснив это из общих соображений, следует 

обратиться к формулам и понять, как этот факт можно установить по 

значениям коэффициентов k. 

б) Для варианта А формула очевидна. При составлении формулы для 

варианта В учащиеся часто ошибаются и предлагают формулу y = 25 + 50x.  

В этом случае можно составить таблицу, в которой последовательно записать 

суммы, получаемые за каждый из нескольких первых дней работы, с тем 

чтобы увидеть характер зависимости между y и x. 
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День Заработок (р.) 

1 25 

2 25 + 50 

3 25 + 50 · 2 

4 25 + 50 · 3 

… … 

x 25 + 50(x – 1) 

 

Отсюда получаем формулу y = 50x – 25. 

Прежде чем строить прямые, целесообразно обсудить, какой масштаб 

выбрать по каждой оси. Чтобы рисунок был понятным и аккуратным, удобно 

по оси x принять две клетки за единицу (один день), а по оси y — 2 клетки за 

50 единиц (50 р.). 

Ответ на последний вопрос задачи отрицателен. Полезно обратить 

внимание учащихся на то, что его можно получить, и не прибегая к 

построению графиков. Уже из полученных формул видно, что прямые 

параллельны, так как имеют одинаковые коэффициенты, поэтому ни при 

каком значении аргумента значения функции не будут равны. Можно 

объяснить ответ и с использованием скорости: в первый день работы для 

варианта В заработок меньше, чем для варианта А, а в дальнейшем они растут 

с одинаковой скоростью, поэтому заработок на второй работе никогда не 

догонит заработок на первой. 

800. В течение первых 10 мин ванна наполнялась водой с постоянной 

скоростью. Затем вода полилась быстрее, и ванна наполнялась ещё 5 мин. 

После этого кран был выключен, и в течение 30 мин вода в ванну не 

поступала. После чего было открыто сливное отверстие, и вода вылилась из 

ванны за 10 мин. 
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Чтобы найти скорость, с которой вода, например, вливалась в ванну, 

определим по графику время, в течение которого вода лилась с постоянной 

скоростью, и количество воды, поступившее за это время. Так, за первые 10 

мин в ванну влилось 20 л воды. Значит, вода вливалась со скоростью 2 л/мин. 

802. Это наиболее трудное из данной цепочки упражнений. И по оси x, и 

по оси y удобно взять за единицу две клетки. Целесообразно обсудить, 

почему график состоит из отрезков прямой — на каждом из выделенных 

промежутков времени скорость движения была постоянной. 

После того как график построен, можно поработать с ним, задав 

некоторые вопросы (или предложив учащимся сделать это самим). 

Например: сколько всего времени продолжался подъём? На какую высоту 

поднялся альпинист за 7 мин; за 6 мин? Какова была средняя скорость 

подъёма? 

803. Задание на построение графиков кусочно-заданных функций. К нему 

примыкают упражнения 807—809 из раздела Б, которые можно выполнять 

вслед за этим. В зависимости от уровня класса учитель может отнести и это 

упражнение к заданиям повышенного уровня и не выполнять его со всеми 

учащимися. Графики изображены на рисунке 21, а—г. 

 
804. а) Формулы могут различаться в зависимости от единиц, в которых 

будет измеряться расстояние: 

если s — расстояние (в см) и t — время (в мин), то s = 40t + 20; 

если s — расстояние (в м) и t — время (в мин), то s = 0,4t + 0,2. 
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б) Область определения — это отрезок времени, в течение которого 

муравей может продолжать движение вверх, т. е. 0 ≤ t ≤ 9,5.  

в) Рассматриваемая функция — линейная, её графиком является прямая. 

В данном случае это будет отрезок прямой (рис. 22). 

 
г) 180 см; 9,5 мин. 

805. а) y = 0,3x; б) y = 
0,3
x .  

Графики изображены на рисунке 23, а, б. 

 

 

806. Функция является возрастающей, следовательно, это график 1  или 

2  учебника. 
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В каждом следующем из указанных в условии интервале цена одной 

тетради уменьшается, поэтому стоимость покупки возрастает всё медленнее. 

Этой ситуации соответствует график 1  учебника. 

Учащиеся могут ошибочно считать, что ответ на вопрос  

задачи — это график 3 . Объяснить ошибку можно, разобрав особенности 

этого графика. Например, на каждом из выделенных на графике промежутков 

функция постоянна, т. е. с увеличением количества купленных тетрадей цена 

не меняется. 

807. О т в е т: см. рисунок 24, а, б. 

 
808. При ответе на вопросы г) и д) важно проследить, чтобы концы 

промежутков были указаны правильно. 

г) Функция возрастает на промежутке (2; +∞), убывает на промежутке  

(–∞; 2]. 

д) Функция положительна на промежутках (–∞; 2] и (4; +∞), 

отрицательна на промежутке (2; 4). Ответ можно записать и в виде 

неравенств. 

809. а) О т в е т: см. рисунок 25. В начале луча y = –x + 1 надо поставить 

стрелку, которая означает, что точка (0; 1) не принадлежит графику. Для 

описания свойств функции можно воспользоваться вопросами а), в)—д), 

предложенными в упражнении 808. 
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Упражнения 810, 811 посвящены понятию аппроксимирующей прямой. 

Все задачи, кроме последней, — это задачи с реальной фабулой. Решая их, 

учащиеся убеждаются в применимости получаемых ими математических 

знаний. Если позволяет время, то эти задания или хотя бы одно из них можно 

выполнить со всеми учащимися. 

810. а) Перечерчивание графиков чрезвычайно полезно для 

совершенствования навыков работы с координатной плоскостью, так как 

заставляет считывать координаты точек и затем отмечать точки по заданным 

координатам. Если, однако, учитель обнаруживает недостаток времени на 

уроке, то рисунок можно заготовить заранее или размножить его в 

необходимом количестве. Чтобы провести прямую, надо просто приложить к 

графику линейку и, двигая её, найти то положение, которое кажется наиболее 

подходящим. Прямые, которые проведут учащиеся, будут разными, поэтому 

и ответы могут несколько различаться, однако вряд ли расхождение будет 

существенным. Время снижения самолёта будет колебаться от 28 до 30 мин. 

Для нахождения средней скорости снижения нужно 8500 м разделить на 

полученное время снижения. Сильным учащимся можно предложить в 

качестве индивидуального задания записать уравнение построенной ими 

прямой. 
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5.6. Функция y = k
x
 и её график 

Методический комментарий 
Как и во всех предыдущих пунктах главы, изложение материала 

начинается с анализа примеров конкретных реальных зависимостей. 

Учащиеся рассматривают зависимость времени движения от его скорости, 

длины стороны прямоугольника заданной площади от другой его стороны, 

количества товара, которое можно купить на одну и ту же сумму, от цены 

этого товара. Обобщая эти примеры, учащиеся приходят к определению 

функции y = k
x

, называемой обратной пропорциональностью. 

Все свойства и график функции в учебнике рассматриваются на примере 

конкретных функций y = 12
x

 и y = – 12
x

. Исследование проведено подробно 

для первого случая, когда k > 0, а для второго (k < 0) приведены только 

конечные выводы и результаты. Изучение этого материала целесообразно 

организовать в соответствии с текстом учебника в виде практической работы, 

причём целесообразно все шаги, выполненные в тексте пункта для y = 12
x

, 

повторить и подробно провести для функции y = –12
x

. Это может быть 

сделано в классе (при наличии времени) или же предложено учащимся в 

качестве домашней работы. 

Традиционно построение графика обратной пропорциональности 

вызывает у учащихся трудности. Многие строят его небрежно, не соблюдая 

симметрии ветвей. Ветви бывают очень короткие, не иллюстрирующие 

характера поведения функции. Очень часто в работах учащихся можно 

увидеть, что одна из ветвей гиперболы сначала приближается, например, к 

оси x, а затем удаляется от неё. Для предупреждения подобных ошибок очень 

важно проанализировать особенности графика, обратив внимание учащихся 
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на то, что график состоит из двух ветвей, симметричных друг другу 

относительно начала координат. Каждая ветвь гиперболы по мере удаления 

от начала координат становится всё ближе и ближе к осям, но не пересекает 

их. Бесконечное приближение ветвей к осям координат целесообразно 

пронаблюдать в ходе небольшого числового опыта: например, подставить в 

формулу вместо x несколько достаточно больших чисел в порядке их 

возрастания и понаблюдать, как изменяется при этом значение y. Такое 

мини-исследование проводится и в тексте учебника, и может быть 

выполнено учащимися в ходе решения упражнений (задание 825). 

Упражнения направлены на формирование умения строить график 

функции y = k
x

, на опытное освоение её свойств, на отработку навыков 

чтения графиков. В ходе выполнения упражнений повторяется весь 

материал, изученный в главе, — свойства функций, функциональная 

символика, график линейной функции. 

В классах с невысокой математической подготовкой можно не решать 

упражнения 823, 827 из раздела Б. 

 

Комментарий к упражнениям 
812, 813. Упражнения направлены на отработку умения строить график 

функции y = k
x

 при k > 0 и при k < 0. После того как они выполнены, логично 

приступить к выполнению следующей группы упражнений — задания 814 и 

815, в которых построение графика дополняется его чтением. Желательно, 

чтобы в результате выполнения всех этих упражнений учащиеся научились 

распознавать функцию y = k
x

 по формуле и отчётливо представляли, как 

выглядит график этой функции при k > 0 и k < 0. Проверить, достигнута ли 

эта цель, можно в ходе выполнения упражнений 816 и 818. 
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822. а) Пусть абсцисса и ордината точки графика равны одному и тому 

же числу a (x = y = a). Тогда, подставив a в формулу вместо x и y, получим 

уравнение a = 16
a

. Решив его, получим a = 4 и a = –4. Отсюда получаем 

координаты точек: A(4; 4), B(–4; –4). 

Дополнительное задание: предложите учащимся схематически 

изобразить график и показать, где расположены точки A и B. 

823. Найдём, при каком значении k равенство 2
3 2
2

k
=

−

 является 

верным. Получим k = –3. 

Для ответа на последующие вопросы полезно изобразить схематический 

график. Чтобы определить принадлежность графику первой и второй точек, 

необязательно проводить вычисления: первая точка симметрична данной 

относительно начала координат, значит, она принадлежит другой ветви 

гиперболы; вторая точка находится в первой координатной четверти и, 

значит, не принадлежит данной гиперболе. 

Подставим координаты третьей точки в формулу y = – 3
x

 и установим, что 

она принадлежит графику: – 3
2 3

 = – 3
2

  — верно. 

Дополнительный вопрос. Принадлежит ли графику функции y = – 3
x

 

точка: ( )3; 3− ; 23 2;
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 2 ; 3 2

3
⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

? 

825. Точки, находящиеся от оси x на расстоянии, равном 0,1, лежат на 

прямых y = 0,1 и y = –0,1. Изобразим схематически график функции y = 5
x

 и 

прямые y = 0,1 и y = –0,1. Первая прямая пересечёт правую ветвь гиперболы в 
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некоторой точке A, а вторая пересечёт левую ветвь в точке B, которые будут 

находиться на расстоянии 0,1 от оси x. Все точки, находящиеся на гиперболе 

правее точки A, будут ближе к оси x, чем точка A, и, значит, на расстоянии, 

меньшем, чем 0,1. То же самое можно сказать обо всех точках гиперболы, 

находящихся левее точки B. 

Ордината точки A равна 0,1. Найдём её абсциссу, подставив это значение 

вместо переменной в формулу; она равна 50. Выбрав какое-нибудь значение 

абсциссы, большее 50, например 55, найдём точку с этой абсциссой, 

принадлежащую графику функции y = 5
55

 = 1
11

, т. е. точка с координатами 

155;
11

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

В задаче требуется указать координаты какой-нибудь одной точки 

гиперболы, находящейся на расстоянии, меньшем, чем 0,1, от оси x, поэтому 

ответ на вопрос уже получен. Однако полезно заметить, что точка левой 

ветви гиперболы, симметричная найденной, — точка 155;
11

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 также 

находится от оси x на расстоянии, меньшем 0,1. 

Число 55 было взято в качестве примера, однако очевидно, что ответы 

учащихся будут различаться. В качестве самопроверки полезно предложить 

учащимся указать расстояние от найденной ими точки до оси x и убедиться в 

том, что оно меньше 0,1. Так, в данном случае 1
11

 < 0,1. Аналогичные 

рассуждения можно провести для расстояния 0,01. 

Вполне возможно, что некоторые учащиеся будут решать эту задачу 

методом проб, подбирая требуемое значение x. Такое решение вполне 

допустимо, но всё же полезно показать им и приведённое здесь рассуждение. 
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5.7. Целая и дробная части числа 

(Для тех, кому интересно) 
Методический комментарий 

В объяснительном тексте учебника выделяются три смысловых 

фрагмента. Первый фрагмент — это введение понятий целой и дробной части 

числа, а также соответствующей символики. Упражнения 828—831 

направлены на закрепление введённых понятий и символов. Это несложный 

материал. Однако не следует заставлять всех учащихся знакомиться с ним, 

так как иначе потеряется смысл рубрики, специально предназначенной для 

добровольного изучения. В то же время желающие, особенно сильные 

учащиеся, вполне могут прочитать текст и выполнить упражнения 

самостоятельно. 

Второй и третий фрагменты — это построение графиков функций y = [x] 

и y = {x}. Всю работу по построению этих графиков целесообразно по мере 

чтения материала воспроизводить в тетрадях. При этом построение графика  

y = {x} в тетрадях можно выполнить подробнее, чем это сделано в учебнике, 

а именно проводить тонко  отточенным  карандашом каждую из прямых  

y = x, y = x – 1, y = x – 2 и т. д. и затем выделять на этих прямых нужные 

участки. 

Необходимо отметить, что многие упражнения, соответствующие этим 

фрагментам текста, достаточно трудны (задания 832 а), в); 833 б), в); 834 б). 

Поэтому их вполне можно отложить до следующего года — в 9 классе при 

изучении темы «Квадратичная функция» учащиеся получат некоторый опыт 

преобразований графиков функций, и эти упражнения можно будет 

использовать для индивидуальных заданий сильным учащимся. 

 



215 

 

Комментарий к упражнениям 
832. а) Возьмём за основу график функции y = [x]. Чтобы понять, как 

будет выглядеть график функции y = [x – 1], возьмём по нескольку значений 

x из каждого промежутка и посмотрим, что будет происходить с функцией. 

Рассмотрим сначала поведение функции при x, принадлежащем 

промежутку [0; 1): 

 

x x – 1 y = [x – 1] 

0 –1 –1 

0,3 –0,7 –1 

0,8 –0,2 –1 

0,15 –0,85 –1 

 

Понятно, что для 0 ≤ x < 1 значение функции равно –1, т. е. график на 

этом промежутке будет представлять собой отрезок прямой y = –1. Рассуждая 

аналогично и далее, получим график, изображённый на рисунке 26, а. 

 
Точно так же можно поступить и при выполнении заданий б), г). Ответы 

даны на рисунке 26, б и г. 

в) Подойти к решению этой задачи можно по-разному. Самый простой, 

хотя и наиболее трудоёмкий способ, — провести числовой эксперимент: 

составить таблицу значений функции с достаточно малым шагом, например 

0,1, и выделить промежутки, на которых целая часть остаётся постоянной. 
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Легко видеть, что если 0 ≤ x < 0,5, то [2x] = 0; если 0,5 ≤ x < 1, то [2x] = 1; 

если 1 ≤ x < 1,5, то [2x] = 2, т. е. промежутки, на которых значение целой 

части останется постоянным, имеют длину 0,5. График изображён на рисунке 

26, в. 

 

x 2x [2x] 

0 0 0 

0,1 0,2 0 

0,2 0,4 0 

0,3 0,6 0 

0,4 0,8 0 

0,5 1 1 

0,6 1,2 1 

… … … 

0,9 1,8 1 

1 2 2 

 

833. а) При построении графика можно поступить точно так же, как при 

выполнении упражнения 832, а. Можно, однако, провести и более общее 

рассуждение.  

Функция y = –[x] отличается от функции y = [x] тем, что её значения 

противоположны значениям функции y = [x] (при одних и тех же значениях 

переменной x выражения [x] и –[x] имеют противоположные значения). 

Возьмём за основу график функции y = [x]. Тогда: 

на промежутке [0; 1) значения функции y = –[x] совпадают со значениями 

данной функции, так как все они равны 0, следовательно, и их графики 

совпадают; 

на промежутке [1; 2) значения исходной функции равны 1, значит, 

значения функции y = –[x] равны –1, и графиком будет служить отрезок, 
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параллельный оси x и принадлежащий прямой y = –1 (отрезок, 

симметричный исходной относительно оси x), и т. д. 

Эти рассуждения можно свести в таблицу: 

 

Промежуток Значение [x] Значение –[x] 

[0; 1) 0 0 

[1; 2) 1 –1 

[2; 3) 2 –2 

[3; 4) 3 –3 

… … … 

 

График изображён на рисунке 27, а. 

 
б) Найдём значения функции при целых значениях x: 

 

x 0 1 2 3 … –1 –2 –3 

–x 0 –1 –2 –3 … 1 2 3 

[–x] 0 –1 –2 –3 … 1 2 3 

 

Отметим соответствующие точки в координатной плоскости. Теперь 

посмотрим, как ведёт себя функция в промежутках между целыми 

значениями x. Для этого проведём несколько пробных подстановок. Возьмём 
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какие-нибудь значения x из промежутка (0; 1); при x = 0,3 значение  

[–x] = [–0,3] = –1; при x = 0,7 значение [–x] = [–0,7] = –1, т. е. при всех x, 

больших 0 и меньших 1, значение [–x] равно –1. Значит, график функции на 

этом промежутке совпадает с прямой y = –1. При этом отрезок теперь 

ориентирован в противоположном направлении — стрелка стоит в его левом 

конце, так как при x = 0 значение функции равно 0. 

Аналогично: 

для 1 < x ≤ 2 значение [–x] равно –2; 

для 2 < x ≤ 3 значение [–x] равно –3 и т. д.;  

для –1 < x ≤ 0 значение [–x] равно 0; 

для –2 < x ≤ –1 значение [–x] равно 1 и т. д. (рис. 27, б).  

в) Для x ≥ 0 выполняется условие |x| = x. Поэтому функцию на этом 

множестве чисел можно задать формулой y = [x]. Для x < 0 выполняется 

условие |x| = –x. Поэтому функцию на этом множестве чисел можно задать 

формулой y = [–x]. Таким образом, график можно построить по частям: при  

x ≥ 0 график совпадает с уже известным учащимся графиком y = [x], а при  

x < 0 — с графиком y = [–x] (рис. 27, в). 

834. О т в е т: а) см. рис. 28, а; б) см. рис. 28, б. 

 

 
835. Сумма целой и дробной частей числа x равна самому числу x. 

Поэтому формулу можно заменить такой: y = x. Графиком является прямая, 

являющаяся биссектрисой первого и третьего координатных углов. 
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Дополнительные задания 

Комментарий к упражнениям 
849. а) Масштаб может быть, например, таким: по оси x в двух клетках 

единица, по оси y в одной клетке 0,01. 

б) Возможный масштаб: одна клетка по оси x — это единица, три клетки 

по оси y — это 50 единиц. 

853. 1) Эта задача является достаточно трудной для восьмиклассников. За 

образец можно принять рассуждение, проведённое ранее при построении 

графика y = |x| (см. учебник для 7 класса, п. 5.5). Покажем его на примере 

задания а). 

а) При x = 0 функция не определена. Проанализируем формулу отдельно 

для положительных и отрицательных чисел. 

Модуль положительного числа равен самому числу. Значит, при x > 0 

выполняется равенство y = 6
x

. Модуль отрицательного числа равен 

противоположному ему числу. Значит, при x < 0 формула принимает вид:  

y = 6
x−

 = – 6
x

. Поэтому условие y = 6
| |x

 можно записать следующим образом: 

6 при 0

6 при 0.

x
xy

x
x

⎧ >⎪⎪
= ⎨
⎪− <
⎪⎩

 

Таким образом, требуется построить график кусочно-заданной функции 

(рис. 29, а). 
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б) 

6 при 0

6 при 0.

x
xy

x
x

⎧ <⎪⎪
= ⎨
⎪− >
⎪⎩

 

График изображён на рисунке 29, б. 

2) Преобразования графиков ещё не рассматривались, поэтому графики 

следует строить по точкам. Однако предварительно надо провести некоторое 

исследование. 

Прежде всего необходимо найти области определения функции: и в 

первом, и во втором случае это все числа, кроме 0. Значит, график не 

пересекает ось y. 

Чтобы понять, что представляет собой график функции, можно провести 

рассуждение, аналогичное тому, которое проводилось, чтобы показать, как 

точки прямой y = 0,5x + 3 получаются из точек прямой y = 0,5x (п. 4.2). 

Покажем его на примере задания а). 

а) Мы знаем, что графиком функции y = 12
x

 является гипербола, 

расположенная в первой и третьей координатных четвертях. При этом 

ордината каждой точки графика y = 12
x

 + 1 на 1 больше соответствующей 
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ординаты точки графика y = 12
x

. Значит, это гипербола, сдвинутая вверх на 

одну единицу. Составим таблицу значений функции: 

 

x 1 2 3 4 6 12 

12
x

 + 1 13 7 5 4 3 2 

 

x –1 –2 –3 –4 –6 –12 

12
x

 + 1 –11 –5 –3 –2 –1 0 

 

График изображён на рисунке 30, а. Весь ход построения подсказывает 

нам, что график не имеет общих точек с прямой y = 1. Можно убедиться в 

этом и с помощью вычислений. Выясним, существуют ли значения x, при 

которых значения функции y = 12
x

 + 1 равны 1. Для этого решим уравнение 

12
x

 + 1 = 1 или 12
x

 = 0. Но левая часть этого равенства ни при каких 

значениях x в 0 не обращается. Значит, уравнение не имеет корней. 

Следовательно, график y = 12
x

 + 1 и прямая y = 1 не имеют точек 

пересечения. 
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б) График изображён на рисунке 30, б.  

 

Глава 6. Вероятность и статистика (9 уроков) 
Примерное поурочное планирование учебного материала 

 

Пункт учебника Число 

уроков 

Дидактические 

материалы 

Рабочая 

тетрадь 

6.1. Статистические 

характеристики 

2 О-36, О-37, 

П-49 

226—231 

6.2. Вероятность 

равновозможных событий 

6.3. Сложные 

эксперименты 

6.4. Геометрические 

вероятности 

5 О-38, 

П-50 

О-39 

 

О-40, 

П-51 

232—237 

 

238—240 

 

241—243 

Обзор и контроль 2   
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Основные цели: сформировать представление о возможностях описания 

и обработки данных с помощью различных средних, познакомить учащихся с 

вычислениями вероятности случайного события с помощью классической 

формулы вероятности и из геометрических соображений. 

Обзор главы. При изучении темы учащиеся знакомятся с ситуациями, 

требующими вычисления средних для адекватного описания ряда величин. 

При вычислении среднего арифметического используется таблица частот. 

Основное внимание следует уделить целесообразности использования 

моды, медианы или среднего арифметического в зависимости от ситуации и 

умению вычислять соответствующие характеристики. 

В предыдущих классах уже был рассмотрен статистический подход к 

понятию вероятности. На его основе теперь вводится гипотеза о 

равновероятности, позволяющая в ситуации с равновозможными исходами 

применять классическую формулу вычисления вероятности события. Кроме 

того, рассматривается геометрический подход к понятию вероятности, 

позволяющий в некоторых ситуациях с бесконечным количеством исходов 

вычислять вероятность наступления события как отношение площадей 

фигур. 

Подчеркнём, что при изучении и классического, и геометрического 

подходов к вычислению вероятности наступления события следует особое 

внимание уделить условиям, при которых применимы соответствующие 

формулы. 

Основные виды деятельности. Характеризовать числовые ряды с 

помощью различных средних. Находить вероятности событий при 

равновозможных исходах; решать задачи на вычисление вероятностей с 

применением комбинаторики. Находить геометрические вероятности. 

Комментарий к использованию ЭИ. При работе рекомендуется 

воспользоваться разделом ЭИ «Вероятность и статистика». Кроме того, 



224 

 

возможно использование ИУМК «Вероятность и статистика в школьном 

курсе математики», разделы 5.1—5.3, 3.1, 3.2. 

 

6.1. Статистические характеристики 
Методический комментарий 

Статистические характеристики — это математические понятия, с 

помощью которых описывают отличительные особенности и свойства 

совокупности данных, полученных с помощью наблюдений или каким-то 

другим способом. Значение характеристик состоит ещё и в том, что они 

подсказывают, с каких позиций целесообразно анализировать имеющуюся 

совокупность данных. 

Учащиеся уже знакомы с такими характеристиками, как размах ряда, 

среднее арифметическое и мода. Этот список дополняется теперь ещё одной 

характеристикой — медианой. Определение медианы ряда состоит из двух 

частей, так как смысл этого понятия отдельно разъясняется для числового 

ряда с нечётным и чётным числом членов. Подчеркнём, что, говоря о 

медиане числового ряда, всегда имеют в виду ряд упорядоченный. 

В учебнике подчёркивается, что для нахождения среднего 

арифметического ряда, в котором числа повторяются, удобно пользоваться 

так называемой таблицей частот. (В данном случае речь идёт о таблице 

абсолютных частот, но для краткости мы говорим просто «частота».) Она 

составляется на основе исходного ряда чисел и состоит из двух столбцов. В 

одном из них помещают все различные члены ряда, а в другом — 

записывают число, указывающее, сколько раз каждый из этих членов 

появляется в данном ряду, т. е. частоту его появления. Такая таблица 

показана на с. 285 учебника. 

Заметим, что перед составлением таблицы частот полезно на основе 

данного ряда построить точечную диаграмму (своего рода частотную 
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диаграмму). Построим такую точечную диаграмму по таблице учёта числа 

заболеваний школьников 8 класса (см. с. 285 учебника). Отметим на 

горизонтальной оси числа 0, 1, 2, 3, 4, 5 и 6, т. е. все возможные числа, 

которые встречаются в столбце «Число заболеваний за год». И над каждым 

числом отметим столько точек, сколько раз это число встречается в данном 

ряду. Точки будем проставлять по ходу просмотра ряда от начала до конца. 

Получим точечную диаграмму, показанную на рисунке 31. Теперь легко 

перейти к таблице частот. 

 
Задачи к пункту несложные (кроме заданий 864, 866 и задачи-

исследования 870). В условиях задач, как правило, дано указание на то, какая 

статистическая характеристика в данном случае имеется в виду. Смысл этих 

задач состоит не в выработке навыка, а в создании представлений о способах 

получения информации, содержащейся в некоторой совокупности данных.  

 

Комментарий к упражнениям 
857. а) Все члены ряда сложили и получившуюся сумму разделили на их 

количество. Следовательно, искали среднее арифметическое. 

б) Ряд данных упорядочили; 35 и 38 — средние числа в упорядоченном 

ряду. Их среднее арифметическое даёт медиану ряда. 

в) 40 — единственное число, которое встречается в ряду дважды. 

Следовательно, 40 — мода ряда. 

г) Разность между наибольшим и наименьшим числами в ряду данных — 

это размах ряда. 

860. а) Больше всех (10 книг) прочёл Витя. 
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б) Петя не прочёл ни одной книги. 

в) Размах данных — это разность между наибольшим и наименьшим 

количеством прочитанных книг, т. е. размах равен 10 – 0 = 10 книгам. 

г) Среднее арифметическое равно 8 2 10 6 1 0 5 3 41 5
8 8

⋅ + + + + + +
= ≈  

(книг). 

д) Упорядочим ряд: 0, 1, 3, 5, 6, 8, 8, 10. Всего в ряду восемь чисел. Два 

средних — 5 и 6. Таким образом, медиана этого ряда равна 11 : 2 = 5,5 

книгам. 

863. Составим таблицу частот: 

 

Отметки Лены «2» «3» «4» «5» 

Количество отметок 

(частота) 

1 4 6 3 

 

Среднее арифметическое равно 

2 1 3 4 4 6 5 3 53 3,8
14 14

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ≈ . 

Наибольшее количество раз — шесть встречается оценка «4»; это мода 

ряда. 

Запишем все оценки в порядке возрастания: 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 

5, 5. Всего в ряду четырнадцать чисел. Значит, медиана — это четвёрка, 

стоящая на седьмом и восьмом местах. 

864. Таблица частот выглядит так:  

 

Количество съеденных кусков 1 2 3 5 

Количество съевших их людей 

(частота) 

1 1 3 1 
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Вычислим среднее арифметическое:  

1 1 2 1 3 3 5 1 17 2,8
6 6

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ≈ . 

Наибольшее количество людей — трое — съели по три куска. Значит, 

мода равна 3. 

Для нахождения медианы упорядочим ряд: 1, 2, 3, 3, 3, 5. Всего в ряду 

шесть чисел. Два центральных числа — третье и четвёртое — равны трём. 

Медиана — их среднее арифметическое, т. е. медиана равна 3. 

Если бы Ваня съел 7 кусков, то таблица частот выглядела бы так: 

 

Количество съеденных кусков 1 2 3 7 

Количество съевших их людей 

(частота) 

1 1 3 1 

 

Среднее арифметическое увеличится. (Числитель дроби увеличился, а 

знаменатель остался тем же.) Теперь оно равно  

1 1 2 1 3 3 7 1 19 3,2
6 6

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ≈ . 

Мода не изменится, потому что общее количество едоков и количество 

съевших три куска не поменялось. 

Медиана тоже не изменится, поскольку замена одного стоящего с краю в 

упорядоченном ряде числа на другое не влияет на значения и расположение в 

ряду центральных чисел. 

865. Составим таблицу частот: 

 

Заработная плата (р.) 1 000 000 200 000 100 000 

Количество работников (частота) 1 4 20 

 

Среднее арифметическое равно:  
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1 1000 000 4 200 000 20 100 000 3800 000 152 000
25 25

⋅ + ⋅ + ⋅
= = . 

Мода равна 100 000, потому что столько получают двадцать человек из 

двадцати пяти. 

Понятно, что после упорядочивания ряда число 100 000 будет стоять на 

более чем половине мест подряд, начиная с первого места ряда. Таким 

образом, на тринадцатом (центральном) месте стоит число 100 000. Оно и 

будет медианой. 

866. а) Составим таблицу частот: 

 

Количество часов 0 1 2 3 4 

Число школьников (частота) 2 5 7 5 1 

 

б) Вычислим среднее арифметическое:  

0 1 1 5 2 7 3 5 4 1 38 1,9
20 20

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
= ≈ . 

в) Всего в ряду 20 чисел. Надо найти числа, стоящие (после 

упорядочения) на десятом и одиннадцатом местах. Первые два места займут 

нули. Следующие пять мест — единицы. С восьмого по четырнадцатое — 

двойки. Следовательно, медианой будет число 2 (и десятое, и одиннадцатое 

место заняты двойками). 

г) Большинство — семь человек — тратит на домашнее задание 2 часа. 

Это мода ряда. 

870. Конечно, самое простое — составить ряд из одинаковых чисел. 

Например, можно взять: 5, 5, 5, 5, 5. Раз это запрещено, попробуем немного 

поменять числа, составляющие этот ряд. 

а) Медиана и среднее арифметическое ряда, написанного выше, равны 5. 

Не будем менять центральное число. Попробуем поменять остальные числа 

так, чтобы среднее арифметическое оставалось прежним. Для этого их можно 
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менять так, чтобы сумма двух чисел не менялась. Например, 5 + 5 = 10 = 3 +  

+ 7 = 4 + 6. Чтобы сохранялось свойство упорядоченности ряда, будем 

менять числа слева от центрального на меньшие, справа — на большие. 

Подойдёт такая замена членов ряда: 3, 4, 5, 6, 7.  

б) Сделаем так: допишем к ряду, найденному в пункте а, справа и слева 

число 5. Среднее арифметическое ряда не изменится (останется равным 5). 

Мода этого ряда также равна 5. 

в) В ряде, найденном в пункте а, допишем рядом с цифрой 5 ещё две 

пятерки. Тем самым мы удовлетворим всем трём требуемым свойствам. 

 

6.2. Вероятность равновозможных событий 
Методический комментарий 

Цель данного пункта — введение классического определения понятия 

вероятности, а также способа вычисления вероятности события в том случае, 

когда все его исходы равновероятны. Надо сказать, что на интуитивном 

уровне этот материал уже знаком учащимся. Им приходилось рассматривать 

случайные эксперименты, все исходы которых равновозможны (или 

равновероятны), т. е. когда нет никаких оснований считать один исход 

вероятнее другого. Типичные примеры — выпадание орла или решки при 

бросании монеты, выпадение любого числа очков от 1 до 6 при бросании 

кубика, вытаскивание любой из 36 карт из колоды. Учащимся известно, что 

во всех этих примерах исходы равновозможны, если монета и кубик 

«правильные», колода  хорошо перетасована и т. д.; им приходилось 

экспериментально убеждаться, например, в равновероятности исходов при 

бросании «неправильного» кубика. 

Знаком учащимся и сам термин «вероятность». Согласно концепции 

построения данной линии курса, сначала рассматривается статистический 

подход к понятию вероятности. Учащимся уже приходилось оценивать 
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вероятность случайного события по относительной частоте его появления в 

серии одинаковых опытов. Такую вероятность можно назвать 

экспериментальной или апостериорной (от лат. a posteriori — на основании 

опыта). Теперь им предстоит узнать, что во многих ситуациях вероятность 

можно вычислить, т. е. получить её априорным способом (от лат. a priori — 

заранее, независимо от опыта). Это такие случаи, когда исходы эксперимента 

равновероятны. Тогда вероятность события вычисляется как отношение m
n

, 

где n — число всех возможных исходов эксперимента, а m — число так 

называемых благоприятных исходов. 

Упражнения из раздела А — несложные: задание 871 носит 

подготовительный характер, в ходе его выполнения школьники учатся 

распознавать равновероятные события; упражнения 872, 873 — на прямое 

применение определения; упражнения 874—878 чуть более трудные, они 

требуют подсчёта всех возможных исходов и благоприятных исходов для 

рассматриваемого события, причём при выполнении упражнения 878 

потребуется формула числа перестановок n элементов, известная 

школьникам из курса 7 класса. 

Задания из раздела Б несколько сложнее за счёт разнообразия сюжетов, 

более активного использования приёмов комбинаторики. 

В классах с невысоким уровнем подготовки рекомендуем ограничиться 

заданиями из раздела А. 

 

Комментарий к упражнениям 
872. а) Всего есть 12 исходов (12 кусков пирога). Число благоприятных 

исходов (вытащить «счастливый» кусок) равно 3. По определению 

вероятности P = 3
12

 = 0,25. 
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б) Возможных исходов — 40 (всего 40 шаров). Благоприятных 

исходов — 15 (15 белых шаров). Вероятность P = 15 0,375
40

= . 

в) Из пятисот билетов 475 невыигрышные. Вероятность вытянуть такой 

билет составляет 475 0,95
500

= . 

873. Число всех возможных исходов при вытаскивании карты из колоды 

равно 36. Надо в каждом случае найти число благоприятных исходов для 

рассматриваемого события. Например, возьмём событие D. Королей в колоде 

всего 4, значит, не королей — 32. Таким образом, вероятность вынуть не 

короля равна 32 8
36 9

= . 

876. Двузначных чисел всего 90 — это количество возможных исходов. 

а) На пять делятся числа 10, 20, 30, …, 90 и 15, 25, 35, …, 95 — всего 

восемнадцать чисел; это количество благоприятных исходов. Искомая 

вероятность P = 18 0,2
90

= . 

б) Перечислим все простые двузначные числа: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 

37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 91, 97. Всего их 22 — это 

количество благоприятных исходов. Вероятность P = 22 11
90 45

= . 

877. Выпишем все варианты того, как могут сесть на скамейку одна 

женщина и двое мужчин. Для этого введём обозначения: Ж — женщина, М1 

и М2 — мужчины. 

Получим 6 вариантов:  

Ж М1М2, М1ЖМ2, М1М2Ж, М2М1Ж, М2ЖМ1, ЖМ2М1. 

Благоприятными из них являются 4. Искомая вероятность  

P = 4 2
6 3
= . 



232 

 

878. Идея всех трёх задач: общее число исходов равно общему числу 

перестановок из данного количества элементов (P3 = 3! = 6 — в случаях а и б 

и P4 = 4! = 24 — в случае в; благоприятный исход только один — требуемая 

последовательность элементов. 

879. Всего в кубике 6 граней. Значит, всего имеется 6 исходов. Так как 

вероятность выпадания красной грани 1
6

, то благоприятных исходов для её 

выпадания всего 1 из 6. Значит, в красный цвет покрашена 1 грань. 

Поскольку вероятность выпадания жёлтой грани 5
6

, а 5
6

 + 1
6

 = 1, то 

остальные грани жёлтого цвета. 

880. Всего возможно 8 + 2 + 20 = 30 исходов. Так как красных 

карандашей 8, то число благоприятных исходов для события «вытащили 

красный карандаш» равно 8. Вероятность этого события 8 4
30 15

= . 

Жёлтых карандашей в коробке нет, т. е. число благоприятных исходов 

для события «вытащили жёлтый карандаш» равно 0. Вероятность этого 

события равна 0. 

Мы не вытащим зелёный карандаш, если вытащим красный или синий. 

Число благоприятных исходов для события «вытащили не зелёный 

карандаш» равно 8 + 2 = 10, а вероятность этого события 10 1
30 3

= . 

В худшем случае все карандаши, которые мы будем вытягивать, будут 

красные или синие. Но их вместе всего 10. Значит, следующий, 

одиннадцатый, будет зелёный. О т в е т: 11 карандашей. 

881. Всего имеется P3 = 3! = 6 последовательностей, в которых шары 

могут выниматься из урны. Их можно перечислить: ж, с, з;  с, ж, з;  ж, з, с;  с, 

ж, з;  з, ж, с;  з, с, ж. а) Благоприятных исходов 2; P = 2 1
6 3
= .  
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882. а) Если слово состоит из 7 разных букв, то для их перестановки 

существует 7! способов, а вероятность появления одной какой-либо 

последовательности равна 1
7!

. Но в слове «алгебра» две буквы одинаковы, 

поэтому существует 7!
2

 способов перестановки его букв, а вероятность 

появления этой же последовательности букв составляет 2
7!

. 

883. Заметим, что 1 000 000 = 10002. Это означает, что все квадраты 

натуральных чисел, меньших тысячи, меньше 1 000 000, а квадраты чисел, 

больших тысячи, больше 1 000 000. Таким образом, благоприятных исходов 

только тысяча. Всего исходов — миллион. Вероятность P =
3

3
6

10 10 0,001
10

−= = . 

884. Выпишем все возможные тройки длин отрезков: 2, 5, 6;  2, 5, 10;  2, 

6, 10;  5, 6, 10 (легко заметить, что все остальные варианты, которые можно 

придумать, получаются из перечисленных перестановкой чисел). 

Следовательно, всего имеется четыре возможных варианта. 

Для того чтобы из трёх отрезков можно было составить треугольник, 

необходимо и достаточно выполнение неравенства треугольника. Проверим, 

выполняется ли это условие для данных исходов. 

Тройки 2, 5, 10 и 2, 6, 10 не подходят: 10 > 2 + 5 и 10 > 2 + 6. Для 

оставшихся двух вариантов неравенство треугольника выполняется. 

Следовательно, эти два варианта являются благоприятными. Искомая 

вероятность P = 1
2

. 

 

6.3. Сложные эксперименты 
Методический комментарий 

В этом пункте продолжается тематика предыдущего: здесь также 

решаются задачи на вычисление вероятности в классической модели. При 
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этом акцент делается на задачи, в которых рассматриваемый случайный 

эксперимент состоит из нескольких действий, производимых одновременно 

или друг за другом. Например, одновременно бросают две монеты или два 

раза подряд бросают одну и ту же монету; одновременно бросают три кубика 

или три раза подряд бросают один и тот же кубик. 

Отвечая на первый из вопросов после текста, следует опираться на дерево 

всех возможных исходов, изображённое на рисунке 6.3 (с. 298 учебника). 

Всего исходов 4.  

а) Благоприятных исходов 3: ОР, РО, РР. Значит, 3
4

P = . 

в) Благоприятных исходов 2: ОО, РР. О т в е т: 1
2

P = . 

Более сложной становится комбинаторная  составляющая задач: учителю 

следует иметь в виду, что при решении задач из раздела Б от учащихся 

потребуется знание некоторых специальных приёмов, которые 

рассматривались в курсе 7 класса. Рекомендуем в классах с невысоким 

уровнем подготовки или в случае затруднений  ограничиться рассмотрением 

примеров 1 и 2 из теоретической части текста и упражнениями 885—887. 

 

Комментарий к упражнениям 

885. а) Нет. Вероятность первого события 1
4

, а второго — 1
2

. 

886. Выполняется с опорой на таблицу в примере 2 на с. 298 учебника. 

887. Для каждой из трёх цифр кода существует 10 вариантов, поэтому по 

правилу умножения общее число попыток, которое придётся сделать хозяину 

чемодана, равно 10 · 10 · 10 = 1000. Только одна комбинация является кодом, 

поэтому вероятность того, что, набрав произвольный номер из трёх цифр, 

человек сможет открыть чемодан, равна 1
1000

. 
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888. а) Общее число исходов, т. е. последовательностей из пяти 

поочерёдно вынутых шаров, равно 5!. Благоприятные исходы — это те, когда 

первый шар белый, а последний — зелёный. Так как 2, 3 и 4-й шары могут 

выниматься в любом порядке, то благоприятных исходов 3!. Значит, 

3! 1
5! 20

P = = . 

б) Как и в случае а, общее число исходов 5!. А благоприятных исходов не 

на 3!, а в 2 раза больше, так как жёлтый и зелёный шары могут меняться 

местами. Таким образом, 2 3! 2 0,1
5! 20

P ⋅
= = = . 

в) Будем временно считать, что красный и синий шары составляют один 

объект, тогда общее число исходов уже будет не 5!, а 4!; вероятность 

появления любой последовательности из четырёх шаров равна 1
4!

. Теперь 

разъединим наш сдвоенный объект. Так как красный и синий шары могут 

идти друг за другом в любом порядке, то искомая вероятность равна 2 1
4! 12
= . 

889. а) Чтобы сделать рассуждения наглядными, рекомендуем 

продолжить построение дерева, изображённого на рисунке 6.3 учебника. С 

каждым броском число исходов удваивается; общее число исходов при пяти 

бросках монеты равно 25 = 32. Вероятность того, что все пять раз выпадет 

орёл равна 1
32

. 

б) Ни разу не выпадет орёл, это значит, что все пять раз будет выпадать 

решка. О т в е т: 1
32

. 

890. При трёх бросаниях монеты общее число исходов равно  

23 = 8. Для наглядности полезно их выписать:  

ООО, ООР, ОРО, РОО, ОРР, РОР, РРО, РРР. 
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А: Хоть раз выпадает орёл в семи случаях из восьми возможных (кроме 

того случая, когда выпадает только решка), поэтому P(A) = 7
8

.  

В: По аналогии с событием А хотя бы одна решка выпадет всегда, кроме 

случая выпадания трёх орлов: P(B) = 7
8

. 

С: Все три исхода одинаковы, когда выпадают три решки и три орла. Это 

происходит в двух случаях из восьми: P(C) = 2 1
8 4
= . 

D: Три исхода не все одинаковы всегда, кроме случаев выпадения всех 

одинаковых исходов. В соответствии с событием С имеем: P(D) = 1 – P(C) =  

= 3
4

. 

E: В связи с тем, что экспериментов три, а возможных исходов только 

два, указанное в условии событие невозможно (всегда повторяется или О, 

или Р). Искомая вероятность P(E) = 0. 

892. За час мы сможем перебрать 60 · 60 = 3600 комбинаций. А всего их 

100 000 (цифра, набранная на одной позиции, никак не влияет на другие). 

Вероятность P = 36 0,036
1000

= . 

 

6.4. Геометрические вероятности 

(Для тех, кому интересно) 
Методический комментарий 

Учащиеся при изучении предыдущего пункта видели, что 

равновозможность исходов случайного эксперимента позволяет вычислять 

вероятность любого связанного с ним события без обращения к частоте. 

Такая ситуация возникает и в некоторых геометрических задачах, связанных 

со случайным выбором точки на прямой, на плоскости или в пространстве. 
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Подобного рода пример рассмотрен на с. 301 учебника. На этом примере 

вводится понятие геометрической вероятности. Геометрическая вероятность 

находится как отношение площадей двух областей. (В примере в учебнике 

одна из них — это поверхность стола, другая — чёрный квадрат, выделенный 

на столе.) Обратите внимание на то, что, как и при классическом подходе к 

вероятности, здесь важна равновозможность всех исходов, т. е. всех точек 

области. Но теперь число исходов эксперимента бесконечно, поэтому 

приходится считать не их количество, а занимаемую ими площадь. 

Упражнения группы А просты, площади здесь считаются по рисунку. Эти 

упражнения необходимы (в том числе и для классов коррекции) и 

достаточны для получения некоторых представлений о рассматриваемом 

вопросе. Упражнения группы Б сложнее из-за необходимости применения 

некоторых дополнительных знаний. Они предназначены для сильных 

учащихся. 

 

Комментарий к упражнениям 
893. а) Радиус синего круга равен 5, белого – 10. Вероятность попасть в 

синий круг равна P = 25 1
100 4

π
=

π
. Вероятность выбить не более 5 очков — 

1 31
4 4

− = . 

б) Площадь большого треугольника равна площади шестнадцати 

одинаковых маленьких треугольников. 

Тройка занимает только один маленький треугольник, поэтому 

вероятность попасть в тройку равна 1
16

. 

Двойки занимают шесть маленьких треугольников, и вероятность 

попасть в двойку равна 2 1
16 8

= . 
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Вероятность попасть в единицу, которая занимает девять треугольников 

из шестнадцати, равна 9
16

. 

894. Большой квадрат занимает 36 клеток.  

а) Чёрный квадрат занимает 4 клетки,  P = 4 1
36 9

= .  

б) Квадрат ABCD занимает 16 клеток,  16 4.
36 9

P = =  

в) Заштрихованная рамка занимает 12 клеток,  12 1.
36 3

P = =   

895. Фигура занимает 25 клеток, закрашенная область — 4,5 клетки;  

P = 4,5 0,18
25

= . 

896. Площадь квадрата равна 1. 

а) Закрасим область квадрата, удовлетворяющую указанному условию 

(рис. 32). Это будет рамка шириной 1
4

, расположенная вокруг границы 

квадрата, поскольку расстояние от точки до отрезка — длина 

перпендикуляра, опущенного из точки на отрезок. (Чертёж удобно сделать на 

клетчатой бумаге.) Площадь рамки 0,75 кв. ед. Искомая вероятность равна 

P = 0,75 : 1 = 0,75. 

 
897. Фигура Ф — это квадрат со стороной 10 и центром в начале 

координат (рис. 33). Её площадь равна 100. Квадрат не попадёт в фигуру Ф 
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целиком, если  расстояние от центра квадрата до границы (одной из сторон 

квадрата Ф) меньше единицы. Таким образом, исход благоприятен, если 

центр лежит в квадрате со стороной 8 и с центром в начале координат. Его 

площадь 64. Искомая вероятность P = 0,64. 

 
 

Дополнительные задания  

Комментарий к упражнениям 
903. Сумма семи чисел равна 12 · 7 = 84, а сумма трёх чисел равна  

22 · 3 = 66. Если сложить все десять чисел, то их сумма будет равна 150, а 

среднее арифметическое будет равно 150
10

 = 15. 

905. б) В первой сотне всего 33 числа, кратных 3, поэтому вероятность 

равна 33
100

 = 0,33.  

в) В первой сотне содержится 25 чисел, кратных 4, значит, чисел, не 

делящихся на 4, в первой сотне всего 75. Таким образом, вероятность равна 

75
100

 = 0,75. 

г) Сначала нужно сосчитать, сколько номеров содержат  

цифру 5. 
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907. 1) а) Таких костяшек всего 7. (Пусть ученики перечислят их все, не 

забыв указать пару (0; 6).) Вероятность равна 7
28

 = 1
4

. 

б) Одно очко содержит 7 постоянных костяшек, значит, не содержит одно 

очко 21 костяшка, 21 3.
28 4

P = =  

в) Таких костяшек 3; им соответствуют следующие пары чисел: (0; 5), (1; 

4), (2; 3). Значит, 3 .
28

P =  

2) И тех и других костяшек по 7 штук. Значит, P(А) = P(B) = 7
28

 = 1
4

. 

909. Пусть в урне было x белых шаров, тогда 
20
x  = 0,35, т. е. x = 7. 

Значит, синих шаров было 20 – 7 = 13.  
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